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7.4. Acción (ChSAS) para el álgebra GL4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
7.4.1. Ecuaciones de movimiento: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

8. Teorı́a Mond desde gravedad (ChSAS) 90
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RESUMEN

En esta tesis se estudia una teorı́a de gravedad no relativista en cinco dimensiones, la de-
nominada gravedad Newton–Chern–Simons, donde el sector de materia es un fluido perfecto.
Además, una generalización del teorema de Chern–Weil nos permite mostrar que las acciones
extendidas para gravedad Chern–Simons en d = 4 invariantes bajo algunos especı́ficos gru-
pos no relativistas nos conducen a ecuaciones de Poisson modificadas. Algunos interesantes
resultados relacionados con estos tópicos son

Las ecuaciones de campo obtenidas para la gravedad Newton–Chern–Simons en 5 dimen-
siones, muestran que su cosmologı́a corresponde a una especie de análogo de la versión
proyectable de la teorı́a de Hořava–Lifshitz en (3 + 1)-dimensiones.

Las soluciones y los lı́mites asintóticos de las ecuaciones de movimiento son encontradas.
En particular, se muestra que no hay solución de De Sitter, aunque este comportamiento se
produce en un futuro lejano. Además una solución fantasma con una singularidad futura
que recuerda a una singularidad futura de Litlle Big Rip es obtenida.

En el contexto de las denominadas teorı́as de gauge de alto orden las acciones Chern–
Simons extendidas, en algunos casos particulares, nos vinculan con el enfoque de la
dinámica Newtoniana modificada (MOND) para gravedad.

Las modificaciones a las ecuaciones de Poisson podrı́an entenderse como consecuencia
de los efectos de la materia oscura. Este resultado podrı́a llevarnos a pensar que la materia
oscura puede interpretarse como un lı́mite no relativista de la energı́a oscura.
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ABSTRACT

In this thesis is studied a five-dimensional non-relativistic gravity theory the so called
Newton–Chern–Simons gravity, where the matter sector is a perfect fluid. Moreover, a genera-
lization of the Chern–Weil theorem allows us to show that extended Chern–Simons actions for
gravity in d = 4 invariant under some specific non-relativistic groups lead to modified Poisson
equations. Some interesting results related with these topics are

The field equations for a five dimensional Newton–Chern–Simons gravity shown that
its cosmology correspond a sort of analogue of the projectable version of the Hořava–
Lifshitz theory in (3 + 1)-dimensions.

Solutions and the asymptotic limits of the movement equations are found. In particular,
is showed that there is not De Sitter solution, although this behavior occurs in the distant
future. Additionally a phantom solution with a future singularity reminiscent of a Litlle
Big Rip future singularity is obtained.

In the context of the so called high order gauge theories the extended Chern–Simons
actions, in some particular cases, give us a link with the modified Newtonian dynamics
(MOND) approach to gravity.

The modifications to Poisson equations could be understood as a consequence of the ef-
fects of dark matter. This result could leads us to think that dark matter can be interpreted
as a non-relativistic limit of dark energy.

V



Capı́tulo 1

Introducción

Recientemente el avance en el estudio de teorı́as de campos no relativista ha tomado interés
en el contexto de la geometrı́a de Newton–Cartan. Como es sabido las teorı́as de campos rela-
tivistas invariantes bajo el álgebra de Poincaré, se definen en el espacio-tiempo de Minkowski.
Este background plano se puede convertir en una geometrı́a curvada mediante el acoplamiento
de una métrica a la teorı́a. Es posible comprender la geometrı́a del lı́mite de bajas energı́as del
principio de equivalencia de Einstein sustituyendo el álgebra de Poincaré, por el álgebra de Ga-
lileo, o más bien su extensión central, la llamada álgebra de Bargmann, con el fin de dar cuenta
de la masa. Una forma elegante de describir las geometrı́as no-relativistas covariantemente es
a través del gaugeo de las álgebras de simetrı́a no relativistas.

Ası́ como la relatividad general puede ser vista como un gaugeo del álgebra de Poincaré,
donde el vielbein y la conexión de espı́n se identifican como campos de gauge asociados a las
traslaciones y rotaciones de Lorentz respectivamente, sin embargo, la conexión de espı́n no es
un campo de gauge independiente, sino que depende del vielbein, donde esta dependencia se
expresa a través de la denominada restricción de torsión. En la geometrı́a de Newton–Cartan
una estrategia similar se emplea en ausencia de torsión, para obtener el gaugeo del álgebra de
Bargmann, es decir, incluyendo una extensión central al álgebra de Galileo. La inclusión de la
carga central es crucial, ya que permite introducir los análogos no relativistas de la restricción
de torsión que determinan como las conexiones de espı́n asociadas a las rotaciones espaciales
y boost galileanos dependen de los otros campos de gauge. El gaugeo del álgebra Bargmann
produce entonces una descripción libre de torsión en la geometrı́a de Newton–Cartan en térmi-
nos de vielbein y un campo de de carga central, que es equivalente a la formulación original
de Cartan. Resumiendo, se puede decir que el espacio tiempo de Newton–Cartan son para las
teorı́as de campo no relativistas lo que las geometrı́as de Riemann son para las teorı́as de campo
relativistas.

Por otro lado el estudio de la gravedad como una teorı́a de gauge, donde el espacio tiempo
es considerado como un objeto que posee dinámica la cual es gobernada por las ecuaciones
de campo de Einstein, ha sido estudiada usando lagrangeanos escritos como formas Chern–
Simons en dimensiones impares. Es posible obtener las versiones no relativistas de estas teorı́as
dentro del marco de la gravedad de Newton–Cartan “gaugeando”las álgebras de Galileo gene-
ralizadas GBn y GLn , encontradas a partir del álgebra de Newton–Hooke mediante el meca-
nismo de S-expansión, obteniendo generalizaciones de la teorı́a de Newton.

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

La presente tesis esta organizada de la siguiente manera, en el segundo capı́tulo se hace una
revisión preliminar de conceptos necesarios para comprender el enfoque de la investigación
propuesta, comenzando con el problema de la gravedad como una teorı́a de gauge, el cual se
ha intentado resolver con la adición de dimensiones extras a las cuatros percibidas por nuestros
sentidos, las tres espaciales mas la coordenada temporal. Dentro de este contexto son estudia-
das teorı́as Chern–Simons invariantes bajo las álgebras de Poincaré generalizadas, como un
buen candidato en dimensiones impares para describir la gravedad, considerando que el espa-
cio tiempo es un ente con dinámica y hace contacto con relatividad general en un determinado
lı́mite de las constantes de acoplamiento. Además es introducido el concepto de álgebra dife-
rencial libre lo que implica extender el principio de gauge incluyendo campos tensoriales de
alto orden, lo cual nos permite encontrar acciones en dimensiones pares (en particular 4 dimen-
siones) análogas a teorı́as Chern–Simons en dimensiones impares. En el capı́tulo tres y cuatro
se muestra la obtención de las denominadas álgebras de Galileo generalizadas y las álgebras de
Carroll generalizadas respectivamente, conjeturando una posible dualidad entre estas álgebras.
En el capı́tulo cinco será mostrado que el lı́mite no relativista de la acción Einstein–Chern–
Simons hace contacto con la ecuación de Poisson, generalizando la ley de Newton, esta acción
en el lı́mite de bajas velocidades fue denominada acción Newton–Chern–Simons, la cual es
invariante bajo las álgebras de Galileo generalizadas. En el sexto capı́tulo son estudiadas solu-
ciones cosmológicas para las ecuaciones de movimiento de la acción Newton–Chern–Simons
al considerar un fluido perfecto, una breve revisión termodinámica también es realizada. En
el capı́tulo siete es empleada una extensión del principio de gauge al incluir campos de gau-
ge tensoriales, para encontrar acciones invariantes bajo álgebras de Galileo generalizadas, en
este contexto son utilizadas formas invariantes cerradas similares a las formas de Pontryaguin-
Chern en teorı́as de campos de gauge no abelianas y en particular existe un invariante de gauge
independiente de la métrica en (2n+3) dimensiones, lo cual nos permite construir acciones en
4 dimensiones para el caso n=1, denominadas acciones Chern–Simons–Antoniadis–Savvidy.
En el capı́tulo ocho se busca conectar los resultados del capı́tulo anterior con la dinámica de
Newton modificada (MOND), con el objetivo de interpretar la materia oscura como un lı́mite
no relativista de la energı́a oscura. Finalmente son expuestas las conclusiones y resultados del
trabajo realizado en esta tesis.



Capı́tulo 2

Preliminares

2.1. Teorı́a de Gauge para la Gravedad
Uno de los grandes desafı́os que enfrenta la fı́sica teórica en los dı́as de hoy, está relacionado con la

búsqueda de una teorı́a para la gravedad que sea compatible con la formulación del resto de las fuerzas
que describen la naturaleza. La interacción electromagnética junto a las fuerzas nucleares fuerte y débil
han sido descritas exitosamente por teorı́as de campos de Yang–Mills en el modelo estándar de la materia,
por esta razón los esfuerzos por describir la gravedad como una teorı́a de gauge, donde el background es
considerado como un objeto que posee dinámica.

En el formalismo de Cartan la acción de Einstein–Hilbert (EH) puede escribirse en la forma

S =

∫
εabcdR

abeced,

donde Rab es la 2-forma curvatura de Lorentz y ea corresponde a la 1-forma vielbein.
Dado que en este formalismo la acción es un escalar de Lorentz escrito en términos de formas diferen-

ciales, tenemos que la acción es:

Invariante bajo rotaciones locales de Lorentz.

Invariante bajo transformaciones generales de coordenadas.

En principio, una teorı́a de gauge para la gravedad deberı́a ser construida utilizando el grupo de iso-
metrı́as del espacio de Minkowski, cuyos generadores satisfacen el álgebra

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηbdJac − ηacJbd,
[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb,
[Pa, Pb] = 0.

Dado que
{
ea, ωab

}
es un multiplete en la representación adjunta de grupo de Poincaré, podemos

escribir
Aµ =

1

2
ωabµ Jab + eaµPa,

donde Aµ es el correspondiente campo de gauge.
Sin embargo, a diferencia de las teorı́as de Yang–Mills, ahora la acción no es invariante bajo el grupo

de Poincaré.

3
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Recordemos que bajo transformaciones de gauge

δA = −dΛ− [A,Λ] ,

Λ =
1

2
κabJab + ρaPa,

En el caso de rotaciones locales de Lorentz

δea = κabe
b , δωab = Dκab −→ δS = 0

En el caso de traslaciones locales de Poincaré

δea = Dρa , δωab = 0

δS = 2

∫
εabcdR

abT cρd

La acción es invariante solo si imponemos la condición libre de torsión.

T a = 0.

2.2. Gravedad en dimensiones mayores
Desde que apareció la Teorı́a Especial de la Relatividad, la fı́sica se enfrentó directamente con las dimen-

siones del espacio tiempo, nos movemos en un mundo de cuatro dimensiones, a saber, las tres dimensiones
espaciales x, y, z (ancho, largo y alto) y el tiempo considerado como una cuarta dimensión. En la mecáni-
ca clásica pueden separarse estas entidades claramente, para un tiempo t fijo, la posición esta totalmente
determinada para cualquier suceso o acontecimiento del mundo fı́sico. De igual forma, en una localización
del espacio, un suceso o acontecimiento se produce en el instante t de forma totalmente determinista. Esto
ocurre para cualquier observador, sea cual sea su estado de movimiento.
Con la aparición de las transformaciones de Lorentz, se consigue dar explicación a la paradoja que surge
de la experiencia de Michelson–Morley. Estas transformaciones se deducen a partir de dos principios de la
relatividad especial:

La luz se propaga con una velocidad lı́mite c para todos los sistemas de referencia.

Los sistemas de referencia son equivalentes, en el sentido de que existe una perfecta reciprocidad
entre sus observaciones fı́sicas.

Donde la lı́nea de mundo o intervalo espacio temporal s = c2t2 − (x2 + y2 + z2) es un invariante.
La idea de este tratamiento llevó a Kaluza en 1919 y posteriormente a Klein en 1926, a generalizar la teorı́a
de la Relatividad, construida sobre las cuatro dimensiones anteriormente mencionadas, usando un modelo
geométrico en un espacio-tiempo de cinco dimensiones, es decir, introduciendo una dimensión extra, lo
que les permitió unificar gravitación y campo electromagnético. Sin embargo, esta generalización presenta
varias dificultades fundamentales.
Con estas cinco dimensiones Kaluza demostró que el campo gravitatorio de este universo pentadimensional
se comporta exactamente como la gravedad conocida más el campo electromagnético de Maxwell, si es
contemplado desde la perspectiva de las cuatro dimensiones. En los trabajos de Kaluza–Klein se considera
a la quinta coordenada compacta, es decir, que está enrollada en un cı́rculo muy pequeño con un radio del



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 5

tamaño de la escala de Planck 10−33 cm. La mı́nima distancia presumible del universo. Esta dimensión ex-
tra serı́a tan pequeña que no podrı́a verse, o detectarse de forma sencilla, pero a priori sus efectos sı́ podrı́an
ser cuantificados.

En la actualidad, la posibilidad de que el espacio-tiempo posea más de cuatro dimensiones es una su-
posición aceptada en fı́sica de altas energı́as. En efecto, las actuales teorı́as de uni?ficación contemplan un
espacio-tiempo de dimensión mucho más alta para describir las cuatros interacciones en una única teorı́a [?].

Al estudiar la generalización de Relatividad General a dimensiones más altas. Una de las vı́as posibles
fue propuesta a través de la acción de Lanczos-Lovelock la cual describe la dinámica de la gravitación en
términos de los mismos grados de libertad que la teorı́a de Einstein [5, 6, 7].

Esta acción es formulada para teorı́as de gravedad en dimensiones mayores que 4, como un funcional
de 1-formas ea, ωab y sus derivadas exteriores.

Lovelock postula que la generalización para la acción de Einstein Hilbert en D 6= 4 debe contener a
lo más segundas derivadas de la métrica y que no incluya la torsión

ID = k

∫
M

D∑
p=0

αpL
(p)

L(p) = εa1a2···aDR
a1a2 · · ·Ra2p−1a2pea2p+1 · · · eaD

Debido a que la acción esta escrita en formas diferenciales podemos asegurar que el lagrangeano será in-
variante bajo transformaciones generales de coordenadas y es un invariante de Lorentz.

Ası́ para contraer los ı́ndices de nuestro lagrangeano debemos usar los invariantes del grupo Lorentz ηab
y εa1a2···aD . Al extremar la acción de Lovelock con respecto a ea y ωab módulo términos de borde.

δID =

∫ [
δeaξa + δωabξab

]
= 0

Donde se tiene que

ξa =

[D−1
2 ]∑

p=0

αp(D − 2p)ξ(p)a = 0

ξab =

[D−1
2 ]∑

p=1

αpp(D − 2p)ξ
(p)
ab = 0

y las cantidades ξ(p)a y ξ(p)ab son dadas por

ξ(p)a = εa1b2···bDR
b2b3 · · ·Rb2pb2p+1ea2p+2 · · · eaD

ξ
(p)
ab = εabb3···bDR

b3b4 · · ·Rb2p−1b2pT a2p+1ea2p+2 · · · eaD

Notemos que diferentes elecciones de los αp corresponden a teorı́as con diferente número de grados de
libertad fı́sicos.
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Es posible demostrar usando la identidad de Bianchi que las ecuaciones del movimiento son compatibles
con las siguientes ecuaciones de consistencia

[D+1
2 ]∑

p=1

αp−1 (D − 2p+ 2) (D − 2p+ 1) ebξ
(p)
ab = 0,

[D−1
2 ]∑

p=1

αpp (D − 2p) ebξ
(p)
ba = 0.

En dimensiones impares es posible notar que ambas series tienen el mismo número de coeficientes
por lo cual deben anularse uno a uno.

αpp (D − 2p) = γαp−1 (D − 2p+ 2) (D − 2p+ 1) .

Podemos encontrar una relación de recurrencia de la forma

αp = α0 (2γ)
p (2n− 1)

(2n− 2p− 1)

(
n− 1
p

)
.

Donde las constantes

α0 =
k

lD−1D

γ = −sgn(Λ)
l2

2

Λ = ± (D − 1)(D − 2)

2l2

Al exigir el máximo número de grados de libertad en dimensiones impares, la acción toma la forma
de la acción de Chern–Simons.

Esta acción es cuasi invariante AdS.

Unicamente es posible reobtener la relatividad general en el formalismo de Cartán en D = 3.

2.3. Teorı́as Chern–Simons
La Relatividad General no es una teorı́a de gauge debido a que el campo fundamental no es una co-

nexión, sino un tensor métrico. Aunque en Relatividad General existe una conexión, esta no es el campo
fundamental ya que, dada una métrica, la conexión de LeviCivita queda completamente determinada. El
formalismo de Palatini es un intento por evitar este problema, sin embargo, no logra resolverlo. Un tipo
de acción donde el campo fundamental es una conexión y no considera un background fijo son las teorı́as
Chern–Simons, que bajo ciertos lı́mites en las constantes de acoplamiento de la teorı́a nos conduce a la
acción de Einstein–Hilbert [23, 24].

Una forma Chern–Simons es una forma diferencial que puede ser obtenida a partir del invariante to-
pológico de Chern–Pontrjaguin. Sea P (F ) un polinomio invariante definido como la suma

P (F ) =

N∑
n=0

αntr(F
n+1)
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donde tr(T I1 · · ·T In+1) = gI1···In+1 corresponde a una traza simétrica invariante en el álgebra g.

Los polinomios invariantes son cerrados

dP (F ) = 0

y por lo tanto localmente exactos
P (F ) = dQ2n+1(A,F )

donde Q2n+1(A,F ) es la forma Chern-Simons

Q2n+1(A,F ) = (n+ 1)

1∫
0

tr(AFnt )ds

con At = tA y Ft = dAt+A2
t , una relación similar pero que vale globalmente es la fórmula de trasgresión

que involucra dos potenciales de gaugeA0 yA1 en la misma fibra, con curvaturas F0 y F1 respectivamente.

tr(Fn+1
1 )− tr(Fn+1

0 ) = dT2n+1(A1,A0)

con la forma de trasgresión definida como

T2n+1(A1,A0) = (n+ 1)

1∫
0

dt tr((A1 −A0)Fnt )

con At = tA1 + (1− t)A0 y Ft = dAt +A2
t .

En [39, 40] A. H. Chamseddine construyó acciones topológicas para gravedad en todas las dimensio-
nes. Además fue encontrado que en dimensiones impares es posible construir acciones Chern–Simons cuasi
invariantes, en donde todos los campos dinámicos son componentes de una 1-forma conexión de gauge eva-
luada en un álgebra de Lie, de modo que bajo una transformación de gauge off-shell gauge, el lagrangeano
Chern–Simons cambia solo por una forma cerrada. En dimensiones pares fue mostrado que la gravedad to-
pológica invariante bajo el grupo de Poincaré corresponde a un término de Wess–Zumino–Witten gaugeado,
salvo una constante multiplicativa [30].

2.3.1. Teorema de Chern–Weil
Sea P (G,M) un fibrado principal dotado de una 1-forma conexión A de curvatura F = dA+A2 y sea

además P un polinomio G−invariante de grado r. Se satisface que

〈F r〉 = P (F, . . . , F ) es una forma cerrada, es decir, d 〈F r〉 = 0.

Si F y F ′ son 2-formas curvaturas correspondientes a las conexiones A y A′ definidas sobre P (G,M),
entonces, 〈F r〉− 〈F ′r〉 es una forma exacta, es decir, 〈F r〉− 〈F ′r〉 = dT(A′, A) es llamada forma trasgre-
sión del polinomio 〈F r〉 y es dada por,

T(A′, A) = r

1∫
0

〈
(A′ −A)F r−1t

〉
dt
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donde Ft = dAt + A2
t es la intensidad de campo interpolante correspondiente a la conexión interpolante

At definida como At = A+ t(A′ −A), con 0 ≤ t ≤ 1.

Para demostrar el teorema se considera F = Ai, ∀i se tiene que pi = 2.

d 〈F r〉 =

r∑
i=1

(−1)2+···+2 〈F · · ·FdFF · · ·F 〉

=

r∑
i=1

〈F · · ·FdFF · · ·F 〉

y la segunda parte del teorema, para ψ = A se tiene p = 1, luego

r∑
i=1

〈F · · ·F [A,F ]F · · ·F 〉 = 0

al sumar esta ecuación con la de la primera parte

d 〈F r〉 =

r∑
i=1

〈F · · ·F (dF + [A,F ])F · · ·F 〉 = 0

por la identidad de Bianchi DF = 0.

Denotando θ = A′ − A se tiene que A0 = A y A1 = A′ = A+ θ. La intensidad de campo correspon-
diente a At es dada por Ft = dAt +A2

t de manera que F0 = F y F1 = F ′

〈F r〉 − 〈F ′r〉 = 〈F r0 〉 − 〈F r1 〉

=

1∫
0

d

dt
〈F rt 〉 dt

=

1∫
0

〈
d

dt
F rt

〉
dt

= r

1∫
0

〈
F r−1t

dF rt
dt

〉
dt

ya que θ es una 1-forma, se tiene [A, θ] = Aθ − (−1)1·1θA = Aθ + θA,

Ft = dAt +A2
t

= dA+ tdθ + (A+ tθ)(A+ tθ)

= dA+ tdθ +A2 + tAθ + tθA+ t2θ2

= F + tDθ + t2θ2

por lo que dFt

dt = Dθ + 2tθ2

〈F r〉 − 〈F ′r〉 = r

1∫
0

〈
F r−1t (Dθ + 2tθ2)

〉
dt
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por otro lado de la primera parte del teorema de Chern–Weyl, para A1 = θ y Ai = Ft, con i = 2, . . . , r, se
tiene p1 = 1 y pi = 2.

d
〈
θF r−1t

〉
= d 〈θFt · · ·Ft〉+

r∑
i=1

(−1)1(1+2+···+2) 〈θFt · · ·FtdFtFt · · ·Ft〉

=
〈
dθF r−1t

〉
− (r − 1)

〈
θdFtF

r−2
t

〉
y de la segunda parte para ψ = A, A1 = θ y Ai = Ft, con i = 2, . . . , r, se tiene p = 1, p1 = 1 y

pi = 2.

〈
[A, θ]F r−1t

〉
+

r∑
i=1

(−1)1(1+2+···+2) 〈θFt · · ·Ft[A,Ft]Ft · · ·Ft〉 = 0

〈
[A, θ]F r−1t

〉
−

r∑
i=1

〈θFt · · ·Ft[A,Ft]Ft · · ·Ft〉 = 0〈
[A, θ]F r−1t

〉
− (r − 1)

〈
θ[A,Ft]F

r−2
t

〉
= 0

sumando luego las ecuaciones antes encontradas

d
〈
θF r−1t

〉
=
〈
DθF r−1t

〉
− (r − 1)

〈
θDFtF

r−2
t

〉
y dado que la diferencia entre 2 conexiones es un tensor. Además, una conexión mas un tensor define una
nueva conexión, por lo que At determina una nueva conexión para el fibrado y le corresponde una derivada
covariante DtFt = 0, por la identidad de Bianchi. Ası́ se tiene que

d
〈
θF r−1t

〉
=
〈
DθF r−1t

〉
− t(r − 1)

〈
θ[θ, Ft]F

r−2
t

〉
.

Por último, nuevamente de la segunda parte del teorema de Chern–Weyl, para ψ = θ, A1 = θ y
Ai = Ft, con i = 2, . . . , r, se tiene p = 1, p1 = 1 y pi = 2. Como θ es 1-forma [θ, θ] = 2θ2, luego,

2
〈
θ2F r−1t

〉
+

r∑
i=1

(−1)1(1+2+···+2) 〈θFt · · ·Ft[θ, Ft]Ft · · ·Ft〉 = 0

2
〈
θ2F r−1t

〉
− (r − 1)

〈
θ[θ, Ft]F

r−2
t

〉
= 0

2t
〈
θ2F r−1t

〉
− t(r − 1)

〈
θ[θ, Ft]F

r−2
t

〉
= 0

ası́ sumando nuevamente las ecuaciones obtenemos que

d
〈
θF r−1t

〉
=
〈
(Dθ + 2tθ2)F r−1t

〉
.

Para finalmente reemplazar este resultado en 〈F r〉 − 〈F ′r〉

〈F r〉 − 〈F ′r〉 = r

1∫
0

d
〈
θF r−1t

〉
dt

= d

r 1∫
0

〈
θF r−1t

〉
dt

 .
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2.4. Álgebra diferencial libre
Como punto de partida para introducir el concepto de álgebra diferencial libre, se analizarán las ecua-

ciones de Maurer–Cartan. Estas ecuaciones corresponden a la formulación dual de un álgebra de Lie. Dado
un grupo de Lie G, su correspondiente álgebra de Lie está definida en el espacio tangente a la identidad de
la variedad del grupo. Si {Ta}dimGa=1 es base del álgebra de Lie g, entonces los generadores Ta satisfacen las
siguientes relaciones de conmutación

[Ta, Tb] = CcabTc, (2.1)

donde los coeficientes Ccab corresponden a las constante de estructura del álgebra y deben satisfacer la
identidad de Jacobi, es decir,

[Ta, [Tb, Tc]] + [Tc, [Ta, Tb]] + [Tb, [Tc, Ta]] = 0, (2.2)

Sea g(x) = exp(xaTa) ∈ G un elemento del grupo, por o que la 1-forma invariante izquierda vendrá da-
da por

ω(x) = g−1dg(x), (2.3)

y pertenece al álgebra de Lie g, por lo que puede ser escrita en la base

ω(x) = ωaTa, (2.4)

el conjunto de 1-formas ω(x) genera una base cotangente sobre g. Ası́ podemos usar esta base de 1-formas
{ωa}dimGa=1 en vez del espacio tangente, que satisfacen la siguiente propiedad, ωaTa = δab , por lo que los
elementos de la base dual satisfacen las ecuaciones de Maurer–Cartan

dωa +
1

2
Cabcω

bωc = 0, (2.5)

la identidad de Jacobi puede ser obtenida desde d2 = 0 y la ecuación de Maurer–Cartan. Al tomar la
derivada exterior de (2.5)

d2ωa = −1

2
CabcC

b
efω

eωfωc = 0. (2.6)

Aunque ambas descripciones de un álgebra de Lie son equivalentes, las álgebras duales tienen la ventaja
que poder ser extendidas para el caso de p-formas, con p > 1. A partir de esta generalización es posible
introducir el concepto de álgebra diferencial libre. Es importante poner énfasis en el hecho de que la 2-forma
curvatura al ser escrita en términos de los campos de gauge Aa asociados a los generadores del álgebra de
Lie Ta,

F = dA+
1

2
[A,A], (2.7)

F a = dAa +
1

2
Cabc[A

b, Ac], (2.8)

se observa que cuando la 2-forma curvatura es nula la ecuación (2.8) corresponde a la ecuación de Maurer–
Cartan escrita en términos de los campos de gauge.

Las álgebras diferenciales libres generalizan el concepto de álgebra de Lie, donde las ecuaciones de
Maurer–Cartan se satisfacen para p-formas, [50, 51].

Sea M una variedad arbitraria y {ΘA1(p1),ΘA1(p1), . . . ,ΘAn(pn)} un conjunto base de formas exte-
riores definidas sobreM, rotuladas por un ı́ndice A y el grado p de las formas, el cual puede variar para
diferentes valores de A. Ası́ cada ı́ndice puede tomar valores pi = 0, 1, . . . , N con i = 0, 1, . . . , n.

La derivada exterior de dΘA(p) puede ser expresada como una combinación lineal de los elementos de
la base, por lo que la ecuación de Maurer–Cartan es generalizada en la forma
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dΘA(p) +

N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)...Bn(pn)

ΘB1(p1) ∧ . . . ∧ΘBn(pn) = 0 (2.9)

con CB1(p1)...Bn(pn) las constantes de estructura generalizadas. El valor deN = pmax+1, siendo pmax
es el grado máximo en el conjunto {ΘA(p)} . La simetrı́a de las constantes de estructura CB1(p1)...Bn(pn)

es dada por la regla de permutación de las formas {ΘA(p)} en el producto cuña y son distintas de cero si se
satisface

p1 + p2 + · · ·+ pn = p+ 1.

Las condiciones de integrabilidad son obtenidas de d2ΘA(p) = 0 y la ecuación de Maurer–Cartan (2.9)

d2ΘA(p) + d

(
N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)...Bn(pn)

ΘB1(p1) ∧ . . . ∧ΘBn(pn)

)
= 0, (2.10)

por lo que (
N∑
n=1

C
A(p)
B1(p1)...Bn(pn)

dΘB1(p1) ∧ . . . ∧ΘBn(pn)

)
= 0, (2.11)

pero de (2.9) podemos escribir

dΘB1(p1) = −
N∑
m=1

1

m
C
B1(p1)
D1(p1)...Dm(pm)Θ

D1(q1) ∧ . . . ∧ΘDm(qm), (2.12)

si usamos (2.11) y (2.12)

N∑
n,m=1

1

m
C
A(p)
B1(p1)...Bn(pn)

C
A(p)
B1(p1)...Bn(pn)

ΘD1(q1)∧. . .∧ΘDm(qm)∧ΘB2(p2)∧. . .∧ΘBn(pn) = 0. (2.13)

Ası́ la ecuación de Jacobi generalizada es dada por (2.13). Si un conjunto de formas exteriores {ΘA(p)}
sobreM, donde {ΘA(p)} satisface la ecuación de Maurer–Cartan y las constantes de estructura cumplen
la ecuación de Jacobi generalizada, entonces, las ecuaciones (2.9) y (2.13) definen un álgebra diferencial
libre.

Un álgebra de Lie ordinaria puede ser obtenida desde una álgebra diferencial libre para el caso donde
todas las formas {ΘA(p)} tienen el grado p = 1.

dΘA(1) +
1

2
C
A(1)
B1(1)B2(1)

ΘB1(1)ΘB2(1) = 0. (2.14)

La identidad de Jacobi generalizada toma la forma usual para un álgebra de Lie

1

2
C
A(1)
B1(1)B2(1)

C
B1(1)
D1(1)D2(1)

ΘD1(1)ΘD2(1)ΘB2(1) = 0. (2.15)

2.5. Formalismo de Dáuria–Fre
Al gaugear las álgebras diferenciales libres podemos considerar las curvaturas F a y FA(p+1) como el

lado izquierdo de las ecuaciones (2.5) y (2.14) respectivamente, por lo que las p-formas tendrı́an curvatura
nula. En el caso de un álgebra de Lie usual podrı́amos pensar que esto corresponde a una variedad “rı́gi-
da”del grupo G = exp g. Una teorı́a dinámica de las p-formas de un álgebra diferencial libre puede ser
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construida relajando las condiciones F a = 0, FA(p+1) = 0, es decir, considerando que los potenciales
Aa, AA(p) tienen curvatura no nula. En ese caso, los potenciales Aa forman una base cotangente en una
variedad “blanda”que puede ser interpretada como una deformación de la variedad original.

Como vimos en (2.8) es conveniente utilizar las ecuaciones de Maurer–Cartan para describir un álgebra,
ya que solo debemos reemplazar las formas ωa por un campo potencial de gauge Aa para tener la ecuación
de la curvatura, la identidad de Bianchi será dada en este formalismo por

DF a = dF a +
1

2
CabcA

bF c = 0. (2.16)

Al extender estos conceptos al caso de las álgebras diferenciales libres, se tiene

FA(p+1) = dAA(p) +

N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)...Bn(pn)

AB1(p1) ∧ . . . ∧ABn(pn) = 0. (2.17)

Donde el conjunto de potenciales {AB1(p1), . . . , ABn(pn)} es rotulado por el ı́ndiceBi con i = 0, . . . , n
y el grado p = 1, . . . , n de la forma.
La respectiva identidad Bianchi generalizada para estos potenciales es dada por

DFA(p+1) = dFA(p+1) +

N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1+1)...Bn(pn)

FB1(p1) ∧AB2(p2) ∧ . . . ∧ABn(pn) + · · ·

+ (−1)p1+...+pn−1

N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)...Bn(pn)

AB1(p1) ∧ . . . ∧ABn−1(pn−1)FB2(p2+1)

= 0. (2.18)

Ahora, si HA(p+1) es un conjunto de (p+ 1)-formas, entonces la combinación

∇HA(p+1) = HA(p+1) +

N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)...Bn(pn)

HB1(p1+1) ∧AB2(p2) ∧ . . . ∧ABn(pn) + · · ·

+ (−1)p1+...+pn−1

N∑
n=1

1

n
C
A(p)
B1(p1)...Bn(pn)

AB1(p1) ∧ . . . ∧ABn−1(pn−1)HB2(p2+1),

(2.19)

es llamada derivada covariante adjunta de HA(p+1). Con la definición anterior la identidad de Bianchi
establece que la derivada covariante adjunta de la curvatura es nula de la misma manera que sucede con los
grupos ordinarios.

Para que la variedadM sea la un grupo de Lie usual, las ecuaciones de Maurer–Cartan generalizadas
deben poder escribirse como las de un álgebra de Lie ordinaria. Esto quiere decir que la variedadM debe
tener una dimensión mı́nima d = dim{M} y debe admitir las formas potenciales A(p) y que además una
base T (M) de vectores tangentes invariantes izquierdos de un álgebra de Lie g, que verifiquen las relaciones
de conmutación

[Ta, Tb] = CcabTc, (2.20)

también es necesario que ΘA(p) al actuar sobre una combinación de p vectores tangentes Ta, resulte en
una constante KA(p)

a1,...,ap
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ΘA(p)(Ta1 , . . . , Tap) =
1

p
KA(p)
a1,...,ap , (2.21)

al considerar la representación dual se tiene

ΘA(p) =
1

p
KA(p)
a1,...,apω

a1 ∧ . . . ∧ ωap , (2.22)

ahora diferenciando esta ecuación

dΘA(p) = KA(p)
a1,...,apdω

a1 ∧ . . . ∧ ωap , (2.23)

podemos utilizar la ecuación de Maurer–Cartan (2.5)

dΘA(p) = KA(p)
a1,...,apC

a1
bc ω

b ∧ ωc ∧ ωa2 ∧ . . . ∧ ωap , (2.24)

comparando con (2.5) al escribir en términos de la base {ΘA(p)}, es posible identificar los potenciales
del álgebra diferencial libre en términos de los potenciales del álgebra de Lie [38],

ΘB1(p1) =
1

p1
K
B1(p1)

b11,...,b
1
p1

ωb1
1

∧ . . . ∧ ωbp1
1

, (2.25)

...

ΘBn(pn) =
1

pn
K
Bn(pn)
bn1 ,...,b

n
pn
ωb1

n

∧ . . . ∧ ωbpn
n

(2.26)

2.6. Formas Pontryagin–Chern y Chern–Simons–Antoniadis–Savvidy
En Refs. [31, 32, 33, 34] es propuesta una extensión del principio de gauge, la cual incluye campos

de gauge tensoriales. En esta extensión de la teorı́a de de Yang Mills, el vector de gauge bosónico es
reemplazado por una familia de campos de gauge de alto orden.
Para formular esta construcción, se debe primero considerar una 1-forma conexión de gauge evaluada en el
álgebra de Lie.

A1 = A = Aµdx
µ = AaµTadx

µ,

y una 2-forma potencial de gauge

A2 = B=
1

2
Bµνdx

µdxν = BaµνTadx
µdxν ,

con sus correspondientes 2-forma y 3-forma curvaturas de gauge.

F1 = F = Fµνdx
µdxν = DA = dA+A2,

F2 = H = Hµνλdx
µdxνdxλ = DB = dB + [A,B],

las cuales deben satisfacer las identidades de Bianchi

DF = 0,

DH + [B,F ] = 0.
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La correspondientes transformaciones infinitesimales de los campos son definidas como

δA = Dξ0,

δB = Dξ1 + [B, ξ0]

donde ξ0 = ξaTa y ξ1 = ξaµTadx
µ son una 0-forma y una 1-forma parámetros de gauge respectivamente.

Bajo estas transformaciones de gauge, las curvaturas cambian como

δF = D(δA),

δH = D(δB) + [δA,B].

Además en Refs. [31, 32, 33, 34] fueron encontradas algunas formas invariantes cerradas, similares a las
formas de Pontryaguin–Chern en teorı́as de gauge no abelianas. En particular, fue encontrado que existe un
invariante de gauge independiente de la métrica en 2n+ 3 dimensiones

Γ2n+3 = 〈FnH〉 .

Aquı́, Γ2n+3 es una forma cerrada

dΓ2n+3 = d 〈FnH〉 = 0.

Entonces, por significado de el lema de Poincaré, Γ2n+3 puede ser escrita localmente como una derivada
exterior de una 2n+ 2 forma

Γ2n+3 = dσ2n+2,

donde σ2n+2 es identificado como una forma Chern–Simons (CS) la cual es llamada forma Chern–Simons–
Antoniadis–Savvidy (ChSAS). La variación de Γ2n+3 es dada por

δΓ2n+3 = d
〈
δAFn−1H + · · ·+ Fn−1δAH + FnδB

〉
. (2.27)

Si nosotros introducimos una familia de parámetros homotópicos t, 0 ≤ t ≤ 1, la parametrización de los
campos de gauge extendidos y sus curvaturas, son dadas por la siguientes expresiones

At = tA, Ft = tdA+ t2A2,

Bt = tB, Ht = tdB + t2[A,B],

la variación (2.27) con respecto a los parámetros homotópicos es dada por

δ 〈Fnt Ht〉 = d
〈
δAtF

n−1
t Ht + · · ·+ Fn−1t δAtH + Fnt δBt

〉
.

Aquı́, δ = (∂/∂t)δt, so
δAt = Aδ, δBt = Bδt.

Entonces, la 2n+ 2 forma (ChSAS) llega a

σ2n+2(A,B) =

∫ 1

0

dt
〈
δAtF

n−1
t Ht + · · ·+ Fn−1t δAtH + Fnt δBt

〉
. (2.28)

Desde (2.28) nosotros podemos ver que para n = 1

σ4 =

∫ 1

0

dt 〈AHt + FtB〉 = 〈FB〉 . (2.29)
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Esta acción 4-dimensional es análoga a la acción (CS) 3-dimensional Ref. [35].

La idea de extender los campos de Yang–Mills a tensores de gauge de alto orden fue usada para construir
invariantes de gauge y formas independientes de la métrica en altas dimensiones. Estas formas son análogas
a las formas Pontryagin–Chern en la teorı́a de Yang–Mills y son dadas por,

Γ2n+3 = 〈Fn, F3〉 = dC
(2n+2)
ChSAS ,

Γ2n+4 = 〈Fn, F4〉 = dC
(2n+3)
ChSAS ,

Ξ2n+6 = 〈Fn, F6〉+ n〈Fn−1, F 2
4 〉 = dC

(2n+5)
ChSAS , (2.30)

Υ2n+8 = 〈Fn, F8〉+ 3n〈Fn−1, F4, F6〉+ n(n− 1)〈Fn−2, F 3
4 〉 = dC

(2n+7)
ChSAS ,

donde F3, F4, F6, F8 son los tensores de fuerza de campo, para los potenciales de gauge A2, A3, A5, y
A7 respectivamente, y donde C

(2n+2)
ChSAS , C

(2n+3)
ChSAS , C(2n+5)

ChSAS , C
(2n+7)
ChSAS , son las correspondientes formas Chern–

Simons-Antoniads Savvidy (ChSAS), las cuales son dadas por,

C
(2n+2)
ChSAS = 〈Fn, A2〉+ dϕ2n+1,

C
(2n+3)
ChSAS = 〈Fn, A3〉+ dϕ2n+2,

C
(2n+5)
ChSAS = 〈Fn, A5〉+ n

〈
Fn−1, F4, A3

〉
, (2.31)

C
(2n+7)
ChSAS = 〈Fn, A7〉+ n(n− 1)

〈
F4, F4, A3, F

n−2〉+ n
〈
F6, A3, F

n−1〉+ 2n
〈
F4, A5, F

n−1〉
En Ref. [42] fue mostrado que los invariantes (ChSAS) encontrados en Refs. [32, 33, 34] pueden ser

construidos desde una estructura algebraica conocida como álgebra diferencial libre ó (FDA) por sus siglas
en inglés. Además fue estudiada la relación que existe entre la gravedad topológica en dimensiones pares
de Chamseddine [39] y un caso particular de teorı́as (ChSAS).

2.7. S-expansión
Es posible obtener nuevas álgebras a partir de un álgebra conocida, a través de métodos de contracción,

deformación y extensión de álgebras. El ejemplo mas conocido de contracción corresponde al de tomar el
lı́mite no relativista de un álgebra, haciendo tender la velocidad de la luz al infinito, como es el caso del
álgebra de Poincaré, que luego de reescalar algunos de sus generadores se obtiene el álgebra de Galileo. En
el caso del las deformaciones tenemos el camino inverso, como ejemplo, a partir del álgebra de Galileo es
posible obtener el álgebra de Poincaré. Finalmente las extensiones consisten en agregar a un álgebra g otra
álgebra e, donde el álgebra obtenida g̃ contiene a e como un ideal, g̃/e = g, por lo que la dimensión de la
nueva álgebra corresponde a la suma de los generadores de ambas álgebras, dimg̃ = dimg + dime. Pode-
mos observar que los tres métodos antes mencionado, nos entregan nuevas álgebras, pero estas conservan
la dimensión de las álgebras de la cuales provienen.

Hatsuda y Sakaguchi crearon un mecanismo para obtener nuevas álgebras de dimensión mayor a partir
de un álgebra g, el cual consiste en considerar el álgebra g descrita por las formas de Maurer-Cartan (MC)
sobre la variedad de su grupo asociado G, para luego reescalar algunos parámetros del grupo por un factor
λ, y ası́ expandir las formas de (MC) como series de potencia sobre el parámetro λ. Este procedimiento es
conocido como el método de expansión en serie de potencias [9].
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En el método de S-expansión de álgebras está basado en operar directamente sobre los generadores
del álgebra, a través del producto directo de una representación de un semigrupo dado y los generadores
del álgebra de Lie. El álgebra obtenida es conocida como álgebra S-expandida y en general posee una di-
mensión mayor que la del álgebra original. Además existe además una formulación dual del método de
S-expansión [11] el cual permite estudiar el procedimiento de la S-expansión en el contexto de la variedad
del grupo.

Una breve descripción del método será presentada a continuación.

Se considera un semigrupo finito abeliano S = {λα}

Se considera un álgebra de Lie g = {TA}, conA,B, . . . = 1, . . . , N y con relaciones de conmutación
[TA, TB ] = CCABTC

Se toma el producto directo S × {TA} = {λα × TA} =
{
T(A,α)

}
Se define la operación binaria (conmutador de Lie)

[
T(A,α), T(B,β)

]
≡ λαλβ × [TA, TB ]

Se considera un semigrupo finito S = {λα}, con α = 0, . . . , n− 1:

Clausura: λαλβ = λρ(α,β)

Asociatividad: (λαλβ)λγ = λα(λβλγ) = λαλβλγ

En alguna representación: λαλβ = Kγ
αβλγ , donde

Kγ
αβ =

{
1, si γ = ρ(α, β)
0, otro caso

Observaciones para el caso general:

λαλβλγ = Kδ
αβγλδ

Kδ
αβγ = Kε

αβK
δ
εγ , abeliano→ totalmente simétrico

λα1
· · ·λαr

= Kβ
α1...αr

λβ

Kβ
α1...αr

= Kγ
α1...αr−1

Kβ
γαr

= Kβ
α1γK

γ
α2...αr

Entonces,
{
T(A,α)

}
junto con la operación binaria es un álgebra de Lie con relaciones de conmutación[

T(A,α), T(B,β)
]

= C
(C,γ)
(A,α)(B,β)T(C,γ),

donde C(C,γ)
(A,α)(B,β) ≡ K

γ
αβC

C
AB , i.e.:

Antisimetrı́a: C(C,γ)
((A,α)(B,β)) = 0

Identidad de Jacobi: C(C,γ)
((A,α)(B,β))C

(E,ε)
((C,γ)(D,δ)) = 0

El álgebra de Lie obtenida es denotada por S × g y es denominada como álgebra S-expandida.

dimS × g = nN
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2.7.1. Reducción
Se considera un semigrupo de la forma

S = {λ0, . . . , λn−2, 0S} ,

donde 0S satisface la propiedad λα 0S = 0S λα = 0S .
Las constantes de estructura

C
(C,k)
(A,i)(B,j) ≡ K

k
ijC

C
AB , i, j, . . . = 0, . . . , n− 2,

forman por ellas mismas un álgebra de Lie.
Se denota esta álgebra de Lie por (S × g)0S y es denominada como álgebra S-expandida 0S-reducida.

dim (S × g)0S = (n− 1)N

2.7.2. Resonancias
Un álgebra g = V0 ⊕ V1 puede tener una particular estructura de subespacios, por ejemplo:

[V0, V0] ⊂ V0, [V0, V1] ⊂ V1, [V1, V1] ⊂ 0.

En general, para g =
⊕

p∈ I Vp se tiene

[Vp, Vq] ⊂
⊕

r∈ i(p,q)

Vr

donde
I = {0, 1, 2, . . .} , i(p,q) ⊂ I.

Se considera una partición del semigrupo como S =
⋃
p∈ I Sp, tal que

Sp × Sq ⊂
⋂

r∈ i(p,q)

Sr.

Si existe esta partición se dice que el semigrupo y el álgebra se encuentran en resonancia. Por lo que ahora
la resonancia

⊕
p∈I Sp × Vp es también un álgebra de Lie. Nosotros denotamos esta nueva álgebra como

(S × g)R y es llamada álgebra resonante S-expandida.

(S × g)R es una subálgebra de S × g.

La resonancia depende del semigrupo usado en la S-expansión.

dim (S × g)R depende de la resonancia.

(S × g)R,0S es también un álgebra de Lie.
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2.7.3. Tensores invariantes
Sea 〈TA1 · · ·TAr 〉 un tensor invariante para g. De manera que el tensor invariante para un álgebra S-

expandida vendrá dado en función del k-selector, es decir,〈
T(A1,α1) · · ·T(Ar,αr)

〉
= aαK

α
α1...αr

〈TA1
· · ·TAr

〉

es el tensor invariante para S × g, donde aα son constantes arbitrarias.

Para (S × g)0S se tiene que〈
T(A1,i1) · · ·T(Ar,ir)

〉
= aαK

α
i1...ir 〈TA1

· · ·TAr
〉

Para (S × g)R se tiene que〈
T(ap1,αp1)

· · ·T(apr,αpr)

〉
= aαK

α
αp1...αpr

〈
Tap1

· · ·Tapr

〉
,

con
{
T(ap,αp)

}
= Sp × Vp.

Para (S × g)R,0S se tiene que〈
T(ap1,ip1)

· · ·T(apr,ipr)

〉
= aαK

α
ip1...ipr

〈
Tap1

· · ·Tapr

〉
con

{
T(ap,ip)

}
= Sp/0S × Vp.

2.8. Cosmologı́a Einstein–Chern–Simons
En [1, 2] fue estudiada una gravedad en cinco dimensiones cuya acción esta compuesta por un sector

gravitacional y un sector de materia, el sector de materia corresponde a una particular acción Chern–Simons
[23] que bajo ciertos lı́mites desemboca en el término de Einstein–Hilbert. El sector de materia es descrito
por un fluı́do perfecto.

El mencionado lagrangeano Chern–Simons es invariante bajo la denominada álgebra B5 cuyos genera-
dores {Jab, Pa, Zab, Za} satisfacen las siguientes relaciones de conmutación

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac
[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb
[Pa, Pb] = Zab

[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac
[Jab, Zc] = ηbcZa − ηacZb
[Zab, Pc] = ηbcZa − ηacZb (2.32)

El lagrangeano es construido desde la 1-forma conexión de gauge

A =
1

2
ωabJab +

1

l
eaPa +

1

2
kabZab +

1

l
haZa, (2.33)

y la 2-forma curvatura

F =
1

2
RabJab +

1

l
T aPa +

1

2
KabZab +

1

l
HaZa, (2.34)



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 19

donde T a = Dωe
a, Rab = dωab + ωacω

cb, Ha = Dωh
a + kabe

b, Kab = Dωk
ab + 1

l2 e
aeb, son las corres-

pondientes curvaturas. En efecto, usando la fórmula de homotopı́a extendida de Cartan [8] y al integrar por
partes, se encuentra que el lagrangeano Chern–Simons para el álgebra B5 es dada por [2]

L
(5)
CS = α1l

2εabcdeR
abRcdee + α3εabcde

(
2

3
Rabecedee + 2l2kabRcdT e + l2RabRcdhe

)
+dB

(4)
EChS , (2.35)

donde el término de superficie B(4)
EChS, corresponde a

B
(4)
EChS =α1l

2εabcdee
aωbc

(
2

3
dωde +

1

2
ωdfω

fe

)
(2.36)

+ α3εabcde

[
l2
(
haωbc + kabec

)(2

3
dωde +

1

2
ωdfω

fe

)
+ l2kabωcd

(
2

3
dee +

1

2
ωdfe

e

)
+

1

6
eaebecωde

]
,

contiene los términos cinéticos de los campos de gauge (ha, kab), que no aparecen en las correspon-
dientes ecuaciones de movimiento. En referencias [1, 2] fueron mostrados los siguientes resultados.

Las ecuaciones de movimiento pueden ser obtenidas desde el lagrangeano L = L
(5)
ChS + κLM , donde

LM = LM (ea, ha, ωab) es el lagrangeano de materia y κ es una constante de acoplamiento relacio-
nada con la constante de gravitación universal efectiva de Newton. En efecto, la variación de (2.35)
con respecto al campo vielbein ea, la conexión de espı́n ωab, y los campos ha,kab, nos entrega las
siguientes ecuaciones de movimiento.

εabcdeR
abeced = −4κ5

(
δLM
δee

− α1

α3

δLM
δhe

)
, (2.37)

δLM
δhe

= − l2

8κ5
εabcdeR

abRcd, (2.38)

εabcdeR
cdDωh

e = 0. (2.39)

donde se han impuesto las siguientes condiciones T a = 0, kab = 0 y δLM/δωab = 0 y con κ5 =
κ/8α3. Es posible notar que la ecuación (2.37) es análoga a la ecuación de Einstein, donde δLM/δha

corresponde al tensor energı́a momentum para el campo ha.

En el caso donde las ecuaciones (2.37-2.39) satisfacen el principio cosmológico y la materia ordinaria
es despreciable comparada con la energı́a oscura, se encuentra que las correspondientes ecuaciones
de Friedmann–Lemaı̂tre–Robertson–Walker (FLRW) toman la forma
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6

(
ȧ2 + k

a2

)
= κ5

(
ρ+ αρ(h)

)
, (2.40)

3

[
ä

a
+

(
ȧ2 + k

a2

)]
= −κ5

(
p+ αp(h)

)
, (2.41)

3l2

κ5

(
ȧ2 + k

a2

)2

= ρ(h), (2.42)

3l2

κ5

ä

a

(
ȧ2 + k

a2

)
= −p(h), (2.43)(

ȧ2 + k

a2

)[
(h− h(0))

ȧ

a
+ ḣ

]
= 0. (2.44)

Estas ecuaciones de campo fueron completamente resueltas en referencia [2] para la era de energı́a
oscura, donde fue encontrado que el campo ha se comporta de forma similar a una constante cos-
mológica.

Las ecuaciones (2.40-2.44) tienen soluciones que describen una expansión acelerada del universo para
tres posibles modelos cosmológicos donde la curvatura k toma distintos valores. Se tiene una expan-
sión esférica (k = 1), una expansión plana (k = 0) y una expansión hiperbólica (k = −1) cuando la
constante α es mayor que cero. Esto significa que las ecuaciones de movimiento para la acción FRW–
Einstein–Chern–Simons tienen como una de sus soluciones un universo en expansión acelerada. Este
resultado permite conjeturar que estas soluciones son compatibles con la era de energı́a oscura y que
el tensor energı́a momentum para el campo ha corresponde a una forma de constante cosmológica
positiva.

Por otro lado en Ref. [25] fue encontrado que el lı́mite no relativista de la acción para gravedad
Einstein–Chern–Simons es dado por la llamada acción para gravedad Newton–Chern–Simons. Esta
acción es invariante bajo el álgebra no relativista GB

5
, la cual puede ser obtenida mediante una par-

ticular contracción de Inönü–Wigner del álgebra de Poincaré generalizada B
5
. Una de las propuestas

de esta tesis es encontrar un lı́mite no relativista estos resultados encontrados en referencias [1, 2],
es decir, encontrar soluciones cosmológicas para las ecuaciones de campo obtenidas desde la acción
Newton–Chern–Simons estudiada en Ref. [25].

2.9. Lı́mite no relativista de la acción Einstein–Chern–Simons
Si se tiene que el campo gravitacional es débil, entonces el espacio puede ser considerado ligeramente

curvado, por lo cual podemos considerar que la métrica puede escribirse en la forma,

gµν = ηµν + hµν , |hµν | << 1 , ηµν = diag(−1, 1, ..., 1) (2.45)

de manera que

ds2 = gµνdx
µdxν = ηabe

aeb

= −(1− h00)dt2 + (1 + h11)(dx1)2 + (1 + h11)(dx2)2 + (1 + h11)(dx3)2 + (1 + h11)(dx4)2

(2.46)
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mo
de donde podemos ver que

e0 =
√

1− h00 ≈ 1− h00
2

e1 =
√

1 + h11 ≈ 1 +
h11
2

e2 =
√

1 + h22 ≈ 1 +
h22
2

e3 =
√

1 + h33 ≈ 1 +
h33
2

e4 =
√

1 + h44 ≈ 1 +
h44
2

En el lı́mite no relativista el campo gravitatorio es considerado débil y estacionario (o estático). Puesto
que en este caso ∂0hµν = 0, tenemos que las derivadas exteriores de los vielbein vienen dadas por:

de0 =
∂1h00e

0e1

2(1 + h11

2 )(1− h00

2 )
+

∂2h00e
0e2

2(1 + h22

2 )(1− h00

2 )
+

∂3h00e
0e3

2(1 + h33

2 )(1− h00

2 )
+

∂4h00e
0e4

2(1 + h44

2 )(1− h00

2 )

≈ ∂1h00e
0e1

2
+
∂2h00e

0e2

2
+
∂3h00e

0e3

2
+
∂4h00e

0e4

2

de1 = − ∂2h11e
1e2

2(1 + h22

2 )(1 + h11

2 )
− ∂3h11e

1e3

2(1 + h33

2 )(1 + h11

2 )
− ∂4h11e

1e4

2(1 + h44

2 )(1 + h11

2 )

≈ −∂2h11e
1e2

2
− ∂3h11e

1e3

2
− ∂4h11e

1e4

2

de2 = − ∂1h22e
2e1

2(1 + h11

2 )(1 + h22

2 )
− ∂3h22e

2e3

2(1 + h33

2 )(1 + h22

2 )
− ∂4h22e

2e4

2(1 + h44

2 )(1 + h22

2 )

≈ −∂1h22e
2e1

2
− ∂3h22e

2e3

2
− ∂4h22e

2e4

2

de3 = − ∂1h33e
3e1

2(1 + h33

2 )(1 + h33

2 )
− ∂2h33e

3e2

2(1 + h22

2 )(1 + h33

2 )
− ∂4h33e

3e4

2(1 + h44

2 )(1 + h33

2 )

≈ −∂1h33e
3e1

2
− ∂3h33e

3e2

2
− ∂4h33e

3e4

2
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de4 = − ∂1h44e
4e1

2(1 + h44

2 )(1 + h11

2 )
− ∂2h44e

4e2

2(1 + h44

2 )(1 + h22

2 )
− ∂4h44e

4e3

2(1 + h33

2 )(1 + h44

2 )

≈ −∂1h44e
4e1

2
− ∂2h44e

4e2

2
− ∂3h44e

4e3

2

Puesto que T a = 0 tenemos que dea = −wabeb por lo que:

ω0
i =

∂ih
0
0e

0

2
= ωi0 , i = 1, 2, 3, 4

ω1
2 =

∂2h
1
1e

1

2
= −ω2

1 , ω
1
3 =

∂3h
1
1e

1

2
= −ω3

1 , ω1
4 =

∂4h
1
1e

1

2
= −ω4

1

ω2
3 =

∂3h
2
2e

2

2
= −ω2

1 , ω
2
4 =

∂4h
2
2e

2

2
= −ω3

1 , ω3
4 =

∂4h
3
3e

3

2
= −ω4

3

La correspondiente 2-forma curvatura es entonces dada por, Rab = dwab + wacw
c
b

R0
i = dw0

i + w0
cw

c
i = −∂i

2h00e
ie0

2
= Ri0 (2.47)

Debido a que consideramos que las derivadas ∂i∂jhµν ≈ 0 con i 6= j, solo sobreviven las segundas
derivadas en la misma dirección. Por otro lado todos los términos wacwcb ≈ 0, debido a que son términos
de segundo orden en hµν . (Notar que i, j son etiquetas por lo que en esta oportunidad no representan suma
sobre las derivadas)

Rij = dwij + wicw
c
j = −∂j

2hiie
iej

2
= −Rji (2.48)

El término Rab es dado por Rab = 1
2R

a
bµνe

µeν , de manera que Ri0 = 1
2 (Ri0i0e

ie0 + Ri00ie
0ei) =

Ri0i0e
ie0, donde en el cálculo se han usado las simetrı́as del tensor de Riemann. Ası́ se tiene que el tensor

de Ricci para las componentes temporales que vienen dadas por:

Ri0i0 = −∂i
2h00
2

R00 =

4∑
i=0

Ri0i0 = R1
010 +R2

020 +R3
030 +R4

040 = −∇
2h00
2

(2.49)

El resto de los términos no nulos del tensor de Ricci son dados por:
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R11 =

4∑
i=0

Ri1i1 = R0
101 +R2

121 +R3
131 +R4

141 =
∂1

2h00
2

+
∂2

2h11
2

+
∂3

2h11
2

+
∂4

2h11
2

R22 =

4∑
i=0

Ri2i2 = R0
202 +R1

212 +R3
232 +R4

242 =
∂2

2h00
2

+
∂1

2h22
2

+
∂3

2h22
2

+
∂4

2h22
2

R33 =

4∑
i=0

Ri3i3 = R0
303 +R1

313 +R2
323 +R4

343 =
∂3

2h00
2

+
∂1

2h33
2

+
∂2

2h33
2

+
∂4

2h33
2

R44 =

4∑
i=0

Ri4i4 = R0
404 +R1

414 +R2
424 +R3

434 =
∂4

2h00
2

+
∂1

2h44
2

+
∂2

2h44
2

+
∂3

2h44
2

(2.50)

Por otro lado si se considera que el tensor energı́a momentum Tµν y el tensor energı́a momentum T
(h)
µν

asociado al campo ha, describen un fluido perfecto, se tiene que:

Tµν =

(
ρ(e) +

p(e)

c2

)
uµuν + p(e)gµν (2.51)

T (h)
µν =

(
ρ(h) +

p(h)

c2

)
uµuν + p(h)gµν (2.52)

donde uµ corresponde a la velocidad y es un vector tipo tiempo. Ahora calcularemos el dual de Hodge para
la cantidad Qa = Qµνe

µ
adx

ν , donde

Qµν = β1Tµν −
α1

α3
β2T

(h)
µν

Ya que de la primera ecuación de movimiento (2.37) de la acción Einstein–Chern–Simons, si κ = β1 =
β2 se tiene que

εabcdeR
abeced = −4κ5

(
δLM
δee

− α1

α3

δLM
δhe

)
(2.53)

= − κ

2α3
∗
(
Te −

α1

α3
T (h)
e

)
(2.54)

∗
(
β1Te −

α1

α3
β2T

(h)
e

)
= ∗Qe

=
1

4!
Qλeεfmnpre

f
λe
meneper

=
1

24
Qλeεfmnpre

f
λe
m
µe
n
νe
p
σe
r
ρdx

µdxνdxσdxρ

=
det(g)

24
Qλeελµνσρdx

µdxνdxσdxρ (2.55)
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0 =

(
2α3εabcdeR

abeced + ελµνσρ
det(g)

24
Qλe

)
dxµdxνdxσdxρδee

=

(
α3εabcdeR

ab
µνe

c
σe
d
ρ + ελµνσρ

det(g)

24
Qλe

)
dxµdxνdxσdxρδee

=

(
α3εabcdeR

αβ
µνe

a
αe
b
βe
c
σe
d
ρ + ελµνσρ

det(g)

24
Qλe

)
δeeδdx

µdxνdxσdxρdxδ

=

(
α3 det(g)εαβσρeR

αβ
µν + ελµνσρ

det(g)

24
Qλe

)
eeγδe

γ
δdx

µdxνdxσdxρdxδ

= det(g)

(
α3εαβσργR

αβ
µν + ελµνσρ

Qλγ
24

)
δeγδdx

µdxνdxσdxρdxδ

= det(g)

(
α3δ

µνσρδ
αβσργR

αβ
µν + δµνσρδµνσρλ

Qλγ
24

)
d5x

= det(g)

(
2!α3δ

µν
αβδ

δ
γR

αβ
µν − 2!α3δ

µν
γβδ

δ
αR

αβ
µν + 2!α3δ

µν
γαδ

δ
βR

αβ
µν + 4!δδλ

Qλγ
24

)
d5x

= det(g)
(

4α3δ
δ
γR− 4α3δ

δ
αR

αβ
γβ + 4α3δ

δ
βR

αβ
γα +Qδ γ

)
d5x

= det(g)
(
4α3δ

δ
γR− 8α3R

δ
γ +Qδ γ

)
d5x

= 8 det(g)

(
α3

2
δδγR− α3R

δ
γ +

1

8
Qδ γ

)
d5x

Rµν −
1

2
gµνR =

1

8α3
Qµν

=
1

8α3

(
β1Tµν −

α1

α3
β2T

(h)
µν

)/
gµν

R− 5

2
R =

1

8α3

(
β1T −

α1

α3
β2T

(h)

)
−3

2
R =

1

8α3

(
β1T −

α1

α3
β2T

(h)

)

Rµν =
1

8α3

(
β1Tµν −

α1

α3
β2T

(h)
µν

)
− gµν

24α3

(
β1T −

α1

α3
β2T

(h)

)
La ecuación de movimiento (2.37) toma la siguiente forma luego de introducir los tensores energı́a momen-
tum y considerar la presión nula.

R00 =
1

8α3

(
β1T00 −

α1

α3
β2T

(h)
00

)
− g00

24α3

(
β1ρ

(e)uλuλ −
α1

α3
β2ρ

(h)uλuλ

)
=

1

8α3

(
β1ρ

(e) − α1

α3
β2ρ

(h)

)
− 1

24α3

(
β1ρ

(e) − α1

α3
β2ρ

(h)

)
(2.56)

R00 =
1

12α3

(
β1ρ

(e) − α1

α3
β2ρ

(h)

)
(2.57)
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Ahora se consideran las ecuaciones clásicas del movimiento de una partı́cula libre como:

ẍi(t) +
∂φ(x)

∂xi
= 0 (2.58)

donde xi(t) (i=1,2,3,4) son las coordenadas espaciales, t es el tiempo absoluto.

La ecuación anterior describe una trayectoria en un espacio de 4 dimensiones plano. Ahora si queremos
describir esta situación en un espacio tiempo 5 dimensional curvado, debemos enunciar la ecuación para la
geodésica.

d2xµ

dt2
+ Γµνρ

dxν

dt

dxρ

dt
= 0 (2.59)

con xµ = {x0, xi} = (t, xi), de (2.59) es posible apreciar que la única componente no nula de la
conexión es Γi00 y comparando con (2.58) se obtiene:

Γi00 = δij∂jφ (2.60)

donde δij es la métrica euclideana en 4 dimensiones. En este punto la conexión Γµνρ es independiente
de la métrica. Ası́ la única componente no nula del tensor de Riemann correspondiente a la conexión (2.60)
tendrá la forma:

Ri0j0 = δik∂k∂jφ (2.61)

De (2.57) se tiene que:

R00 =
1

12α3
(β1ρ

(e) − α1

α3
β2ρ

(h))

=
2

3
(k1ρ− αk2ρ(h)) (2.62)

Con las constantes k1 = β1

8α3
que corresponde a la constante gravitacional positiva, k2 = β2

24α3
y

α = 3α1

α3
, estas últimas 2 constantes deben ser determinadas1.

Es necesario señalar que la conexión (2.60) no puede ser obtenida desde una métrica no degenerada
en 5 dimensiones, ya que si el tensor de Riemann proviene de esta conexión debe cumplir con ciertas
propiedades de simetrı́a que (2.61) no satisface. Otra forma de visualizar que una métrica no degenerada no
es adecuada, es tomar la métrica de Minkowski y su inversa tomando el lı́mite c→∞.

ηµν
c2

=


−1 0 0 0 0
0 1

c2 0 0 0
0 0 1

c2 0 0
0 0 0 1

c2 0
0 0 0 0 1

c2

 ηµν =


− 1
c2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 (2.63)

Donde se manifiesta una métrica temporal covariante degenerada con 4 eigenvalores nulos y una métri-
ca espacial contravariante con 1 eigenvalor igual a cero. 2

1ver [?] para mas detalles
2ver [?], condiciones que satisfacen (5.9)



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 26

Es necesario relacionar el gauge con la conexión Γ para lo cual usaremos el lema de Weyl, por lo que el
postulado para el espacial y temporal vielbein vienen dados por:

∂µeν
i + ωµ

ijeνj − ωµiτν − Γρµνeρ
i = 0 (2.64)

∂µτν − Γρµντρ = 0 (2.65)

Usando (2.64) y (2.65) podemos encontrar la conexión asociada a nuestro gauge que tiene la forma:

Γρµν = τρ∂(µτν) + eρi[∂(µeν)
i + ω(µ

ijeν)j − ω(µ
iτν)] (2.66)

El tensor de Riemann correspondiente a la conexión (2.66) en términos de las curvaturas del gauge es:

Rµνρσ(Γ) = ∂ρΓ
µ
νσ − ∂σΓµνρ + ΓλνσΓµλρ − ΓλνρΓ

µ
λσ

= −eµi[Rρσi(Ki)τν +Rρσ
ij(Jij)e

ν
j ] (2.67)

La condición de Trautman es satisfecha por (2.67) usando la relación (5.45). La condición de Ehlers es
equivalente al constraintRij(Jij) = 0, haciendo contacto con la formulación de Newton–Cartan. Si usamos
este constraint sobre (5.45) se obtiene que:

R[λµ
i(Ki)τν] = 0 e[λiRµν]

i(Ki) = 0 (2.68)

Y al contraer (2.68) con eµi y τµ, se tiene:

eµie
ν
jRµν

k(Ki) = 0 τµeν[iRµν
j](Ki) = 0 (2.69)

Obteniendo finalmente que la única componente distinta de cero de Rµνk(Ki) es:

τµeν(iRµν
j)(Ki) = δk(jRi)0k0(Γ)

τµeν(iDµων
j) = δki∂j∂kφ (2.70)

Donde de (2.62) se tiene que:

∇2φ =
2

3
(k1ρ

(e) − αk2ρ(h)). (2.71)

Se observa que para los valores de las constantes k1 = 8πG y cuando α = 0 recuperamos la conocida
ecuación de Poisson en cinco dimensiones.
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2.10. Cosmologı́a Newtoniana en 5 dimensiones
Para comenzar debemos considerar la generalización de la teorı́a de Newton en 5 dimensiones, para esto

las expresiones usadas corresponden a las de [13]3. El formalismo utilizado en esta sección esta basado en
[15].

∇2φ =
16πG

3
ρ. (2.72)

Por lo que la fuerza gravitacional es descrita por la expresión

~F =
8GMm

3πr3
r̂,

donde G es la constante de gravitación universal, M es la masa que del cuerpo que genera el campo gra-
vitacional, m es la masa del cuerpo que experimenta la la fuerza ~F y r es la distancia que separa ambos
cuerpos. Por otro lado la acción de esta fuerza produce que m experimente una aceleración por lo que se
tiene que

~F = m~g,

el campo gravitacional ~g puede ser encontrado en función de un potencial φ, como ~g = −~∇φ con

φ = −4GM

3πr2
.

Consideremos ahora que la masa M contenida en la región tiene forma esférica, por lo que podemos des-
cribirla como

M =
2π2r4

4
ρ,

vemos entonces que la expresión para la fuerza tomará la forma

~F =
8GMm

3πr3
=

4πGρrm

3
r̂,

además la energı́a potencial que experimenta la masa m estará dada por

φ = −4GM

3πr2
= −2πGρr2m

3
,

y la energı́a cinética es

T =
1

2
mṙ2,

ası́ se tiene que la conservación de la energı́a

E = T + φ

=
1

2
mṙ2 − 2πGρr2m

3
.

Una consideración importante será que el universo es homogéneo por lo que usaremos un sistema coorde-
nado comóvil, que describirá una expansión uniforme de nuestro universo

r(t) = a(t)x,

3Donde la definición de entropı́a coincide con la versión en 4 dimensiones, además en [14] las ecuaciones empleadas están tabuladas
en el apéndice B, alternativa 2, de la tabla B1, esto se debe a que nuestra ecuación de Poisson de [3] coincide con esta descripción
para ν = 3

2
.
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luego la expresión para la energı́a en función del factor de escala a(t) vendrá dada

E =
1

2
mȧ2x2 − 2πGρa2x2m

3
,

ya que ẋ = 0, ahora si multiplicamos la ecuación anterior por 2
ma2x2(

ȧ

a

)2

=
4πGρ

3
+

2E

ma2x2

=
4πGρ

3
− kc2

a2
, (2.73)

donde k = −2E
mx2c2 es llamada la curvatura y describe la geometrı́a del espacio tiempo. Esta cantidad es una

constante y no depende de x ya que la energı́a E ∝ x2.

2.10.1. La ecuación del fluı́do
Podemos derivar la ecuación que describe al fluı́do a partir de la primera Ley de la Termodinámica

dE + pdV = TdS,

donde E es la energı́a, p la presión, V el volumen, T la temperatura y S la entropı́a.
De la relación de energı́a en reposo E = mc2, y escribiendo la masa en función de la densidad ρ y el

volumen V con respecto al sistema comóvil, se tiene que la energı́a para la masa de una esfera de radio a

E =
2π2a4ρc2

4
,

por lo que el cambio de energı́a para un pequeño tiempo dt

dE

dt
= 2π2a3ρc2

da

dt
+

2π2a4c2

4

dρ

dt
,

y la variación del volumen
dV

dt
= 2π2a3

da

dt
,

si asumimos en la primera Ley de la Termodinámica que la expansión es reversible, es decir, dS = 0

ρ
da

dt
+
a

4

dρ

dt
+

p

c2
da

dt
= 0

ρȧ+
a

4
ρ̇+

p

c2
ȧ = 0

ρ
4ȧ

a
+ ρ̇+

p

c2
4ȧ

a
= 0,

ρ̇+ 4
ȧ

a

(
ρ+

p

c2

)
= 0. (2.74)
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2.10.2. La ecuación de la aceleración
Podemos obtener la ecuación de aceleración diferenciando (2.73)

d

dt

(
ȧ

a

)2

=
d

dt

(
4πGρ

3
− kc2

a2

)
2
ȧ

a

aä− ȧ2

a2
=

4πG

3
ρ̇+

2kc2ȧ

a3
, (2.75)

y de la ecuación (2.74) podemos reemplazar ρ̇ en esta ecuación

ä

a
−
(
ȧ

a

)2

= −8πG

3

(
ρ+

p

c2

)
+
kc2

a2
,

para finalmente reemplazar (2.73) obteniendo

ä

a
− 4πGρ

3
+
kc2

a2
= −8πG

3

(
ρ+

p

c2

)
+
kc2

a2

ä

a
= −4πG

3

(
ρ+

2p

c2

)
. (2.76)



Capı́tulo 3

Álgebras no relativistas

Los denominados grupos relativistas corresponden a los grupos de invariancia de una teorı́a fı́sica que
incluyen a los generadores de la relatividad especial, es decir, describen las simetrı́as de traslaciones tempo-
rales, traslaciones espaciales, boost y rotaciones espaciales. Una investigación de estas posibles cinemáticas
fue iniciada por Bacry y Lévy–Leblond [56], donde fue mostrado que todos estos grupos pueden ser obteni-
dos a partir de los grupos Anti-de Sitter (AdS) y de Sitter (dS), a través de contracciones de Inönü–Wigner,
que envuelven tres distintos lı́mites sobre las simetrı́as.
En primer lugar el lı́mite no relativista, al hacer tender la velocidad de la luz a infinito c → ∞, además
se tiene el lı́mite plano si la constante cosmológica se anula o equivalentemente el radio cósmico tiende a
infinito l→∞ y finalmente el lı́mite ultra relativista que consiste en tomar la velocidad de la luz c→ 0.
En el siguiente esquema es mostrada la relación entre los grupos obtenidos al aplicar estos lı́mites sobre el
grupo AdS.

AdS–Carroll c→0←− Anti-de Sitter c→∞−→ Newton–Hooke
↓ ↓ ↓

l→∞ l→∞ l→∞
↓ ↓ ↓

Carroll c→0←− Poincaré c→∞−→ Galileo

Se comienza analizando el lı́mite no relativista del álgebra AdS que esta asociada al grupo especial
ortogonal SO(d, 2) cuyos generadores {Jab, Pa} satisfacen las siguientes relaciones de conmutación.[

J̃ab, J̃cd

]
= δcb ˜Jad + δdbJ̃ca + δcaJ̃db + δdaJ̃bc,[

J̃ab, P̃c

]
= δbcP̃a − δacP̃b,[

P̃a, P̃b

]
=

1

l̃2
J̃ab. (3.1)

Donde a, b, c, d = 0, . . . , d y ηµν = diag(−,+, . . . ,+), con el número de signos + equivalente a d.
Si ahora se reescalan los generadores del álgebra (3.1) junto al radio AdS l̃, en función de la velocidad de
luz tendiendo a infinito c→∞ como se muestra a continuación,

J̃i0 = cKi,

P̃0 =
1

c
H + cM,

l̃ = cl.

30
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Es obtenida el álgebra de Newton–Hooke con extensión central NHd+1(M), cuyas relaciones de con-
mutación son dadas por las siguientes expresiones.

[Jij , Jkl] = δkjJil + δljJki + δkiJlj + δliJjk,

[Jij , Pk] = δjkPi − δikPj ,
[Jij ,Kk] = δjkKi − δikKj ,

[Pi,Kj ] = δijM,

[Ki, H] = −Pi,

[Pi, H] =
1

l2
Ki. (3.2)

donde i, j, k, l = 1, . . . , d. Además se observa que al tomar el lı́mite plano l → ∞ es obtenida el álgebra
de Galileo con extensión central o bien la denominada álgebra de Bargmann [29]. La extensión central M
es agregada para establecer representaciones masivas del álgebra de Galileo.

3.1. Álgebras de Galileo generalizadas
En [3] fueron encontradas las versiones no relativistas de las álgebras de Poincaré generalizadas Bn

[23, 26] y las álgebras AdS–Lorentz generalizadas Ln [25, 45], al aplicar una particular contracción de
Inönü–Wigner. Lás álgebras no relativistas obtenidas fueron denominadas como álgebras de Galileo gene-
ralizadas tipo I y tipo II , siendo denotadas por GB

n
y GL

n
respectivamente.

En el caso del álgebra de Maxwell B
4

las relaciones de conmutación son dadas por las siguientes
expresiones [

J̃ab, J̃cd

]
= δcb ˜Jad + δdbJ̃ca + δcaJ̃db + δdaJ̃bc,[

J̃ab, P̃c

]
= δbcP̃a − δacP̃b,[

J̃ab, Z̃cd

]
= δcbZ̃ad + δdbZ̃ca + δcaZ̃db + δdaZ̃bc,[

P̃a, P̃b

]
=

1

l̃2
Z̃ab. (3.3)

al separar las componentes espaciales y temporales de los generadores {Pa, Jab, Zab}, y llevando a cabo el
siguiente reescalamiento, para luego tomar el lı́mite no relativista c→∞

J̃i0 = cKi,

P̃0 =
1

c
H + cM,

Z̃i0 = cZi0

l̃ = cl,

se obtiene el álgebra de Galileo tipo I GB4.
De manera análoga para el álgebra AdS–Lorentz que es denotada por AdSL4 y cuyas relaciones de conmu-
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tación son dadas por las siguientes expresiones[
J̃ab, J̃cd

]
= δcb ˜Jad + δdbJ̃ca + δcaJ̃db + δdaJ̃bc,[

J̃ab, P̃c

]
= δbcP̃a − δacP̃b,[

J̃ab, Z̃cd

]
= δcbZ̃ad + δdbZ̃ca + δcaZ̃db + δdaZ̃bc,[

Z̃ab, Z̃cd

]
= δcbZ̃ad + δdbZ̃ca + δcaZ̃db + δdaZ̃bc,[

P̃a, P̃b

]
=

1

l̃2
Z̃ab. (3.4)

obteniendo el álgebra de Galileo tipo II GL4.

Por otro lado las álgebras de Galileo generalizadas corresponden a la S-expansión del álgebra de
Newton–Hooke, donde si al utilizar el método de S-expansión de álgebras se considera la siguiente es-
tructura de subespacios sobre (3.2).

V0 = {Jij ,Ki} , V1 = {Pi,M,H}

[V0, V0] ⊂ V0, [V0, V1] ⊂ V1, [V1, V1] ⊂ V0.

En general las álgebras de Galileo generalizadas tipo I son definidas mediante la siguiente S-expansión(
SNE ×NHd+1(M)

)
R,0S

= GB
N+2

.

Si N = 2 y d = 3, de Cayley para el semigrupo S3
E es dada por

S3
E λ0 λ1 λ2 λ3

λ0 λ0 λ1 λ2 λ3
λ1 λ1 λ2 λ3 λ3
λ2 λ2 λ3 λ3 λ3
λ3 λ3 λ3 λ3 λ3

λ3 = 0S

Luego considerando la siguiente partición

S0 = {λ0, λ2, 0S} , S1 = {λ1, 0S}

la cual esta en resonancia con NH3+1(M) = V0 ⊕ V1.

Por lo que las relaciones de conmutación para GB
4

son dadas por

[Jij , Jkl] = δkjJil + δljJki − δkiJjl − δkiJkj ,
[Jij ,Kk] = δkjKi − δkiKj ,

[Ki, Pj ] = −δijM,

[Jij , Pk] = δkjPi − δkiPj ,
[Ki, H] = −Pi,

[Jij , Zkl] = δkjZil + δljZki − δkiZjl − δkiZkj ,
[Jij , Zk] = δkjZi0 − δkiZj0,

[Pi, H] =
1

l2
Zi0,

[Zij ,Kk] = δkjZi − δkiZj0, (3.5)

donde i, j, k, l = 1, 2, 3.
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En general las álgebras de Galileo generalizadas tipo II son definidas mediante la siguiente S-
expansión (

SNM ×NHd+1(M)
)
R

= GL
N+2

.

Si N = 2 y d = 3, la tabla de Cayley para el semigrupo S2
M es dada por

S2
M λ0 λ1 λ2

λ0 λ0 λ1 λ2
λ1 λ1 λ2 λ2
λ2 λ2 λ2 λ2

Se establece la siguiente partición

S0 = {λ0, λ2} , S1 = {λ1}

la cual se encuentra en resonancia con NH3+1(M) = V0 ⊕ V1.

Ası́ las relaciones de conmutación para GL4 son dadas por

[Jij , Jkl] = δkjJil + δljJki − δkiJjl − δkiJkj ,
[Jij ,Kk] = δkjKi − δkiKj ,

[Ki, Pj ] = −δijM,

[Jij , Pk] = δkjPi − δkiPj ,
[Ki, H] = −Pi,

[Jij , Zkl] = δkjZil + δljZki − δkiZjl − δkiZkj ,
[Jij , Zk] = δkjZi0 − δkiZj0,

[Pi, H] =
1

l2
Zi0,

[Zij ,Kk] = δkjZi0 − δkiZj0,
[Zij , Zkl] = δkjZil + δljZki − δkiZjl − δkiZkj ,
[Zij , Zk0] = δkjZi0 − δkiZj0,
[Zij , Pk] = δkjPi − δkiPj ,
[Zi0, Pj ] = −δijM,

[Zi0, H] = −Pi. (3.6)



Capı́tulo 4

Álgebras ultrarelativistas

En el capı́tulo anterior se analizó el lı́mite no relativista de las álgebras de Poincaré y el álgebra AdS,
que corresponde al álgebra de Galileo (o el álgebra de Bargmann si damos cuenta de la masa) y el álge-
bra de Newton–Hooke respectivamente. Para ello fue tomado el lı́mite c → ∞ en la velocidad de la luz,
mediante contracciones de Inönü–Wigner. En el presente capı́tulo, será calculado el lı́mite c → 0 sobre la
velocidad de la luz , al hacer tender a cero el parámetro usado en la contracción, para obtener la versión
ultra relativista del álgebra de Poincaré correspondiente al álgebra de Carroll y en el caso del álgebra AdS es
obtenida el álgebra AdS–CarrollACd+1 (también denominada como el álgebra de para-Poincaré por Bacry
and Lévy-Leblond [56]).

El álgebra AdS–Carroll se obtiene a partir del siguiente reescalamiento sobre los generadores de AdS y
tomando el lı́mite ultrarelativista c→ 0

J̃i0 =
1

c
Ki,

P̃0 =
1

c
H.

Por lo que ACd+1 presenta las siguientes relaciones de conmutación.

[Jij , Jkl] = δkjJil + δljJki + δkiJlj + δliJjk,

[Jij , Pk] = δjkPi − δikPj ,
[Jij ,Kk] = δjkKi − δikKj ,

[Pi,Kj ] = δijH,

[Pi, H] =
1

l2
Ki,

[Pi, Pj ] =
1

l2
Jij , (4.1)

donde i, j, k, l = 1, . . . , d y l es el radio AdS y en el caso de que su valor tienda a infinito l → ∞ es
obtenida el álgebra de Carroll, lo que corresponde al denominado lı́mite plano.

4.1. Álgebras de Carroll generalizadas
De manera análoga a como se encontraron las álgebras de Galileo generalizadas, ahora se mostrará un

mecanismo para la obtención de las álgebras de Carroll generalizadas, que corresponden a la S-expansión

34
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del álgebra AdS–Carroll, donde si al utilizar el método de S-expansión de álgebras es considerada la si-
guiente estructura de subespacios sobre (4.1).

V0 = {Jij ,Ki} , V1 = {Pi, H}

[V0, V0] ⊂ V0, [V0, V1] ⊂ V1, [V1, V1] ⊂ V0.

En general las álgebras de Carroll generalizadas tipo I son definidas mediante la siguiente S-expansión(
SNE ×ACd+1

)
R,0S

= CB
N+2

.

Si N = 2 y d = 3, de Cayley para el semigrupo S3
E es dada por

S3
E λ0 λ1 λ2 λ3

λ0 λ0 λ1 λ2 λ3
λ1 λ1 λ2 λ3 λ3
λ2 λ2 λ3 λ3 λ3
λ3 λ3 λ3 λ3 λ3

λ3 = 0S

Luego considerando la siguiente partición

S0 = {λ0, λ2, 0S} , S1 = {λ1, 0S}

la cual esta en resonancia con AC3+1 = V0 ⊕ V1.

Por lo que las relaciones de conmutación para CB
4

son dadas por

[Jij , Jkl] = δkjJil + δljJki − δkiJjl − δkiJkj
[Jij ,Kk] = δkjKi − δkiKj

[Ki, Pj ] = −δijH
[Jij , Pk] = δkjPi − δkiPj

[Jij , Zkl] = δkjZil + δljZki − δkiZjl − δkiZkj
[Jij , Zk] = δkjZi − δkiZj

[Pi, H] =
1

l2
Zi

[Pi, Pj ] =
1

l2
Zij

[Zij ,Kk] = δkjZi − δkiZj (4.2)

donde i, j, k, l = 1, 2, 3.

En general las álgebras de Carroll generalizadas tipo II son definidas mediante la siguiente S-
expansión (

SNM ×ACd+1

)
R

= CL
N+2

.

Si N = 2 y d = 3, la tabla de Cayley para el semigrupo S2
M es dada por

S2
M λ0 λ1 λ2

λ0 λ0 λ1 λ2
λ1 λ1 λ2 λ2
λ2 λ2 λ2 λ2
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Se establece la siguiente partición

S0 = {λ0, λ2} , S1 = {λ1}

la cual se encuentra en resonancia con AC3+1 = V0 ⊕ V1.

Encontrando que las relaciones de conmutación para CL
4

son dadas por

[Jij , Jkl] = δkjJil + δljJki − δkiJjl − δkiJkj
[Jij ,Kk] = δkjKi − δkiKj

[Ki, Pj ] = −δijH
[Jij , Pk] = δkjPi − δkiPj

[Jij , Zkl] = δkjZil + δljZki − δkiZjl − δkiZkj
[Jij , Zk] = δkjZi − δkiZj

[Pi, H] =
1

l2
Zi

[Pi, Pj ] =
1

l2
Zij

[Zij ,Kk] = δkjZi − δkiZj
[Zij , Zkl] = δkjZil + δljZki − δkiZjl − δkiZkj
[Zij , Pk] = δkjPi − δkiPj
[Zij , Zk] = δkjZi − δkiZj
[Zi, Pj ] = −δijH (4.3)

donde i, j, k, l = 1, 2, 3.

Recientemente ha sido mostrado que existe una dualidad entre el álgebra de Carroll y el álgebra de
Bargmann, al intercambiar el generador de traslacionesH por la carga centralM [57]. Pero esta dualidad no
puede ser aplicada al álgebra de Newton–Hooke y el álgebra AdS–Carroll, debido al conmutador [Pi, Pj ] ∝
Jij en las relaciones de conmutación del álgebra AdS–Carroll (4.1).
Es posible observar a priori, que para el caso de las álgebras de Carroll generalizadas (4.2) y (4.3), este
problema no es heredado ya que [Pi, Pj ] ∝ Zij . Por lo que se conjetura una dualidad entre las álgebras
de Galileo generalizadas y las álgebras de Carroll generalizadas dentro del marco de sus correspondientes
acciones Chern–Simons [58].



Capı́tulo 5

Gravedad Chern–Simons no relativista

Como fue mostrado anteriormente el lı́mite no relativista de la acción Einstein–Chern–Simons desembo-
ca en ecuaciones de movimiento que describen una ecuación de Poisson modificada (2.72), en este capı́tu-
lo será mostrado que mediante el gaugeo de álgebra GB5 , es posible obtener una acción Chern–Simons
denominada acción Newton–Chern–Simons, cuyas ecuaciones de movimiento concuerdan con los resul-
tados obtenidos para la generalización a la teorı́a de Newton (5.53). Además serán estudiadas soluciones
cosmológicas para esta ecuación de Poisson modificada al considerar una métrica de Friedman–Lemaitre–
Robertson–Walker.
También se demostrará que la cosmologı́a Newton–Chern–Simons es una especie de análogo de la versión
proyectable de la teorı́a de Hořava–Lifshitz en (3 + 1) dimensiones.

5.1. Acción Newton–Chern–Simons
En referencia [23] fue encontrado que el álgebra B5 puede ser obtenida a partir del álgebra AdS hacien-

do uso del procedimiento de S-expansión. En esta sección será mostrado que la versión no relativista del
álgebra B5, a saber el álgebra GB

5
, puede ser obtenida de manera análoga a partir del álgebra de Newton–

Hooke usando el mecanismo de S-expansión.

Como anteriormente vimos los generadores del álgebra de Newton–Hooke con extensión centralNHd+1(M),
satisfacen las siguientes relaciones de conmutación:

[J̃ij , J̃kl] = δkj J̃il + δlj J̃ki − δkiJ̃jl − δliJ̃kj
[J̃ij , P̃k] = δjkP̃i − δikP̃j
[J̃ij , K̃k] = δjkK̃i − δikK̃j

[K̃i, P̃j ] = −δijM̃
[K̃i, H̃] = −P̃i
[Pi, H] = ν2Ki (5.1)

donde i = 1, ..., d. Esta álgebra posee una extensión central M̃ , que esta relacionada con la masa de una
partı́cula libre y también una especie de constante cosmológica ν a nivel no relativista.
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En [49] fue mostrado que para que el álgebra de Newton–Hooke preserve la simetrı́a de los boost, se
debe considerar el denominado lı́mite de Newton–Hooke que consiste en tomar los lı́mites c, l → ∞ pero
manteniendo la cantidad ν2 = Λc2 finita.

Ahora siguiendo las definiciones de [46], consideramos la S-expansión del álgebra de Newton–Hooke
con extensión central NHd+1(M), usando como semigrupo a S(3)

E = {λ0, λ1, λ2, λ3, λ4}, donde la ley de
multiplicación del semigrupo viene dada por λαλβ = λα+β si α + β < 4 y α + β = λ4 si α + β ≥ 4.
Después de obtener la correspondiente sub-álgebra resonante y 0s reducida se encuentra una nueva álgebra
que llamaremos GB

5
cuyos generadores {Jij ,Ki, Pi, H,M,Zij , Zi0, Zi, Z0, N} son definidos como:

Jij = λ0 ⊗ J̃ij Ki = λ0 ⊗ K̃i H = λ1 ⊗ H̃
Pi = λ1 ⊗ P̃i M = λ1 ⊗ M̃ Zi0 = λ2 ⊗ K̃i

Zij = λ2 ⊗ J̃ij Z0 = λ3 ⊗ H̃ Zi = λ3 ⊗ P̃i
N = λ3 ⊗ M̃

Recientemente fue encontrado en [3], que en el contexto de la gravedad de Newton– Cartan, el lı́mite no
relativista de una acción Chern–Simons invariante bajo el álgebra de Poincaré Generalizada B5 es descrito
por el gaugeo del álgebra GB

5
que posee las siguientes relaciones de conmutación.

[Jij , Jkl] = ηkjJil + ηljJki − ηkiJjl − ηliJkj ,
[Jij ,Kk] = ηjkKi − ηikKj , [Ki, Pj ] = −δijM ,
[Jij , Pk] = ηjkPi − ηikPj , [Ki, H] = −Pi,

[Jij , Zkl] = ηkjZil + ηljZki − ηkiZjl − ηliZkj ,
[Jij , Zk0] = ηjkZi0 − ηikZj0, [Ki, Zj ] = −δijN ,
[Zij ,Kk] = ηjkZi0 − ηikZj0, [Ki, Z0] = −Zi,
[Jij , Zk] = ηjkZi − ηikZj , [Zi0, Pj ] = −δijN ,
[Zij , Pk] = ηjkZi − ηikZj , [Zi0, H] = −Zi,

[Pi, H] = Zi0. (5.2)

Se considera una 1-forma conexión y se observa que la constante ν no aparece en el álgebra ya que ha sido
absorvida en la definición de los generadores.

A =
c

l
τH +

1

l
eiPi +

c

l
τ̂Z0 +

1

l
hiZi +

1

cl
mM +

1

cl
nN

+
1

c
ωiKi +

1

c
kiZi0 +

1

2
ωijJij +

1

2
kijZij (5.3)

la correspondiente 2-forma curvatura asociada a A es dada por

F =
c

l
R(H)H +

1

l
Ri(Pi)Pi +

c

l
R(Z0)Z0 +

1

l
Ri(Zi)Zi +

1

cl
R(M)M

+
1

cl
R(N)N +

1

c
Ri (Ki)Ki +

1

c
Ri (Zi0)Zi0 +

1

2
Rij (Jij) Jij +

1

2
Rij (Zij)Zij (5.4)

donde l y c son parámetros con dimensiones de distancia y velocidad respectivamente, las curvaturas aso-
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ciadas a cada generador son

R(H) = dτ , Ri(Pi) = T i − ωiτ ,

R(Z0) = dτ̂ , R(M) = dm− ωiei,
Ri(Zi) = Dhi − ωiτ̂ − kiτ + kije

j ,

R(N) = dn− ωihi − kiei,
Ri(Zi0) = Dki + ν2eiτ + kijω

j , Ri(Ki) = Dωi,

Rij(Jij) = Rij , Rij(Zij) = Dkij , (5.5)

con ν = c
l , T

i = dei + ωijej , Rij = dωij + ωikω
kj .

Si Λ denota los parámetros del grupo podemos escribir

Λ =
v

l
ζ0H+

1

l
ζiPi+

v

l
ρ0Z0 +

1

l
ρiZi+

1

vl
σM+

1

vl
γN+

1

v
λiKi+

1

v
χiZi0 +

1

2
λijJij +

1

2
χijZij (5.6)

entonces los campos transforman bajo una transformación de gauge en la forma:

δA = DΛ = dΛ + [A,Λ]

=
v

l
dζ0H +

1

l
(Dζi − ωiζ0 − λijej + τλi)Pi +

v

l
dρ0Z0 +

1

l
(Dρi − ωiρ0 − λijhj + h0λi + kijζj

− kiζ0 − χijej + τχi)Zi +
1

vl
(dσ − ωiζ + eiλi)M +

1

vl
(dγ − kiζi + hiλi − ωiρi + eiχi)N

+
1

v
(Dλi − λijωj)Ki +

1

v
(Dχi − λijkj − χijωj + kijλj + eiζ0 − ζiτ)Zi0 +

1

2
DλijJij

+
1

2
(Dχij + kikλ

kj + kjkλ
ik)Zij (5.7)

de donde vemos que

δτ = dζ0

δei = Dζi − ωiζ0 − λijej + τλi

δh0 = dρ0

δhi = Dρi − ωiρ0 − λijhj + h0λi + kijζj − kiζ0 − χijej + τχi

δm = dσ − ωiζi + eiλi

δn = dγ − kiζi + hiλi − ωiρi + eiχi

δωi = Dλi − λijωj
δki = Dχi − λijkj − χijωj + kijλj + eiζ0 − ζiτ
δωij = Dλij

δkij = Dχij + kikλ
kj + kjkλ

ik (5.8)

donde D es es la derivada covariante con respecto a la conexión ωij .



CAPÍTULO 5. GRAVEDAD CHERN–SIMONS NO RELATIVISTA 40

Siguiendo a referencia [29] impondremos ahora algunos constraints sobre las curvaturas con el objetivo
de convertir las transformaciones P y H en transformaciones generales de coordenadas en el espacio y el
tiempo. Para esto escribimos el parámetro de una transformación general de coordenadas ξλ en la forma:

ξλ = eλi ζ
i + τλζ0

donde eλi es la inversa del vielbein espacial y τλ es la inversa de el vielbein temporal, los cuales son
definidos como

e iµe
µ
j = δij τµτµ = 1

τµe iµ = 0 τµe
µ
i = 0

e iµe
ν
i = δνµ − τµτν (5.9)

Observamos de 5.8 que solo los campos de gauge e iµ , τµ, mµ, h i
µ , y nµ transforman bajo las transfor-

maciones P yH . Estos campos serán considerados como independientes mientras que los campos restantes
serán dependientes de los anteriormente mencionados. Para lograr esto impondremos los siguientes cons-
traints:

R(H) = dτ = 0

Ri(Pi) = T i − ωiτ = 0

R(M) = dm− ωiei = 0

R(Z0) = dh0 = 0

Ri(Zi) = Dhi − ωih0 − kiτ + kije
j = 0

R(N) = dn− ωihi − kiei = 0 (5.10)

Las identidades de Bianchi nos entregarán las relaciones entre las curvaturas que permiten relacionar
los campos dependientes con los independientes.

De Ri(Pi) = 0 vemos que tomando la derivada covariante de esta ecuación se tiene:

DT i = Dωiτ → Rijej = Dωiτ → R ij
[λµ eν]j = (D[λωµ)iτν] (5.11)

donde [ ] significa antisimetrı́a en los ı́ndices λ y ν. Análogamente de R(M) = 0 se tiene:

e[λi(Dµων])
i = 0

El constraint R(H) = 0 nos entrega la condición dτ = 0 , es decir, ∂[µτν] = 0. Ahora podemos
encontrar una expresión para ωij en función de los campos independientes e iµ , τµ ymµ. Para esto usaremos
el siguiente resultado

R i
µν (P )eρi +R i

ρµ (P )eνi −R i
νρ (P )eµi = 0

Contrayendo con respecto a eνj se obtiene que:

ω ij
µ = (∂[µeν])

ieνj − (∂[µeν])
jeνi + eµk(∂[νeρ])

keνieρj − τµeν[iω j]
ν (5.12)

Luego podemos usar 5.12 dentro del constraint Ri(P ) = 0 y contraer con eµj y τν .
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eµ(iω j)
µ = 2eµ(i∂[µeν]

j)τν (5.13)

Donde ( ) significa simetrı́a en los ı́ndices i y j. Además del constraint R(M) = 0 se puede verificar
contrayendo con respecto a eµi y τµ que:

eµ[iω j]
µ = eµieνj∂[µmν] τµω i

µ = 2τµeνi∂[µmν] (5.14)

Ası́ de 5.13 y 5.14 se encuentra una expresión para ωi de la forma:

ω i
µ = eνi∂[µmν] + eνiτρeµj∂[νeρ]

j + τµτ
νeρi∂[νmρ] + τν∂[µeν]

i (5.15)

Para obtener los campos kµij y kµ
i seguimos un procedimiento análogo, utilizando los constraints

Ri(Zi) = 0 y Ri(N) = 0 obteniendo las siguientes expresiones:

k ij
µ =(D[µhν])

ieνj − (D[µhν])
jeνi + eµk(D[νhρ])

keνieρj − ωi[µh
0
ν]e

νj + ωj[µh
0
ν]e

νi − eµkωk[νh
0
ν]e

νieρj

− τµeν[ik j]
ν (5.16)

k i
µ =eνi∂[µnν] − eνiωk[µhν]k + eνiτρeµjD[νhρ]

j − eνiτρeµjωj [νh0ρ] + τµτ
νeρi∂[νnρ]

− τµτνeρiωk[νhρk] + τνD[µhν]
i − τνωi[µh0ν] (5.17)

5.2. Tensores invariantes de la acción Newton–Chern–Simons
Es bien sabido que los tensores invariantes para el álgebra AdS SO(4, 2), son dados por:

〈JabJcdPe〉 ∝ εabcde (5.18)

Si realizamos una contracción sobre los generadores del álgebra AdS de manera que, Ki −→ c−1Ji0;
Pi −→ l−1Pi; H −→ cl−1P0 − c2M , con i = 1, 2, 3, 4 se obtiene el álgebra de Newton–Hooke con
extension central al tomar el lı́mite c, l→∞ y mantener ν finito [48].

Por otro lado, usando el álgebra de Clifford, γµγν + γνγµ = 2gµν , donde µ = 0, 1, 2, ..., 5 para
encontrar una representación irreducible del álgebra de Newton–Hooke con extension central, se tiene que
los generadores del álgebra son:

Mµν =
1

4
[γµ, γν ] (5.19)

Que satisfacen las siguientes relaciones de conmutación:

[Mµν ,Mρσ] = ηνρMµσ − ηµρMνσ + ηνσMρµ − ηµσMρν (5.20)
[Mµν , γσ] = ηνσγµ − ηµσγν (5.21)

Donde gµν = diag(−c2, 1, 1, 1, 1,−l2), además se define Γ∗ = γ0γ1γ2γ3γ4γ5 que es la forma volumen
y conmuta con los generadores Mµν con (Γ∗)2 = det(gµν) = (lc)2 un múltiplo de la identidad, una
identificación análoga se ha realizado para 5 dimensiones).

Al identificar Jij = Mij , Mi0 = cKi, Mi5 = lPi, M05 = lP0 = lc−1(H + c2M) y Γ∗ = 2M ∝ lc,
se obtienen mediante (5.20) las relaciones de conmutación del álgebra de Newton–Hooke con extensión
central.
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Una representación para las matrices γµ viene dada por:

γ0 = c



0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0


γ1 =



0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0



γ2 =



0 0 0 0 0 0 0 −i
0 0 0 0 0 0 i 0
0 0 0 0 0 i 0 0
0 0 0 0 −i 0 0 0
0 0 0 i 0 0 0 0
0 0 −i 0 0 0 0 0
0 −i 0 0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0 0 0


γ3 =



0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0



γ4 = i



0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0


γ5 = il



0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0



Γ∗ = γ0γ1γ2γ3γ4γ5 = ilc



−1 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1



Consideremos la siguiente identidad:

tr(Γ∗Γ∗) = −8(lc)2

Γ∗ = γ0γ1γ2γ3γ4γ5 =⇒ γµγνγργσγδγτ = εµνρσδτΓ∗
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tr(γµγνγργσγδγτΓ∗) = tr(εµνρσδτΓ∗Γ∗)

= −8(lc)2εµνρσδτ (5.22)

Ahora podemos construir los tensores invariantes en función de las matrices γµ

〈...〉 = 〈Γ∗{MµνMρσMδτ}〉 = γεµνρσδτ (5.23)

donde γ es un factor númerico y {...} denota el producto de matrices simetrizado, por lo que compa-
rando (5.22) con (5.23) se observa:

〈Γ∗{MµνMρσMδτ}〉 = −8(lc)2εµνρσδτ

〈Γ∗{MµνMρσMτ5}〉 = −8(lc)2εµνρστ5

Fijamos el valor de uno de los ı́ndices por lo que a partir de ahora se usarán etiquetas a, b, c, d, e =
0, 1, ..., 4, dado que en este caso podemos trabajar con la traza normal que denotaremos por 〈...〉T en vez
de la traza simetrizada, debido a la ciclicidad de esta traza (ádemas que la traza es proporcional a εabcd5e,
es decir, a 6= b 6= c 6= d 6= e), se tiene:

〈γ0γ1γ2γ3γ4γ5MabMcdMe5〉T = −8(lc)2εabcde5

〈γ0γ1γ2γ3γ4γ5γaγbγcγdγeγ5〉T = 64(lc)2εabcde5

〈γ0γ1γ2γ3γ4(γ5γ5)γaγbγcγdγe〉T = 64(lc)2εabcde5

〈γ0γ1γ2γ3γ4γaγbγcγdγe〉T = −64c2εabcde5

Definiendo una especie de nuevo Γ∗ en una dimensión menos que denotaremos por Γ̂∗ = γ̂0γ̂1γ̂2γ̂3γ̂4,
con Γ̂∗ = −cI(4) donde estas matrices γ̂ corresponden a uno de los bloques de las matrices γ, es decir:

γa =

(
0 γ̂a
−γ̂a 0

)
Es posible verificar:

〈Γ̂∗γaγbγcγdγe〉T = −64c2εabcde5

〈γaγbγcγdγe〉T = −64cεabcde5

〈MabMcdγe〉T = −16cεabcde5

Si ahora identificamos γe = Pe, con P0 = c−1(H + c2M), Jij = Mij , Mi0 = cKi y Γ̂∗ = 2M , se
obtienen mediante (5.20) y (5.21) las relaciones de conmutación del álgebra de Bargmann [29].

Debido a la expresión (5.18), los únicos tensores invariantes no nulos del álgebra de Newton–Hooke
con extensión central tienen la forma:

〈JijJklP0〉T = −16cεijkl05

〈JijJklP0〉T =
1

c
〈JijJkl(H +Mc2)〉T (5.24)

=
1

c
〈JijJkl(H +Mc2)〉T

=
1

c
〈JijJklH〉T + c〈JijJklM〉T (5.25)
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Donde tomando el lı́mite c → ∞, nos queda que 〈JijJklM〉T = −16εijkl05, el otro tensor invariante
no nulo para el álgebra de Newton–Hooke es:

〈MijMk0γl〉T = −16cεijk0l5

〈JijJk0γl〉T = c〈JijKkPl〉T (5.26)
= c〈JijKkPl〉T (5.27)

Ası́

〈MijMk0γl〉T = −16εijk0l5

= 16εijkl05 (5.28)

Finalmente los 2 tensores invariantes del álgebra de Newton–Hooke son: 〈JijJklM〉 = −16εijkl0 y
〈JijKkPl〉 = 16εijkl0, donde 〈...〉T = 〈...〉.

Los tensores invariantes son encontrados usando el teorema V II .2 de [53] sobre los tensores invariantes
del álgebra de Newton–Hooke.

〈JijJklM〉 =
4

3
α1lcεijkl0

〈JijKkPl〉 = −4

3
α1lcεijkl0

〈JijZklM〉 =
4

3
α3lcεijkl0

〈ZijKkPl〉 = −4

3
α3lcεijkl0

〈JijZk0Pl〉 = −4

3
α3lcεijkl0

〈JijJklN〉 =
4

3
α3lcεijkl0

〈JijKkZl〉 = −4

3
α3lcεijkl0 (5.29)

Donde las constantes α1 y α3 son adimensionales 1.

5.3. Cálculo Lagrangeano Chern–Simons
El lagrangeano Chern–Simons se calculará usando el método de subespacios [47]. Se expresa el álgebra

de gauge como suma directa de sus subespacios vectoriales:

GB5
= 〈{Jij}〉+̇〈{Pi}〉+̇〈{Ki}〉+̇〈{H}〉+̇〈{M}〉+̇〈{N}〉+̇〈{Zij}〉+̇〈{Zi0}〉+̇〈{Zi}〉+̇〈{Z0}〉

1Se han introducido los factores l,c con el fin de absorber la dimensión de 〈...〉 y se ha reescalado el valor de los tensores invariantes
por un factor −1

12
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El lagrangeano de transgresión LT,GB5
= kQ(5)(A2, A0) donde:

A0 = 0

A1 = ω

A2 = ω + q + e+ h+ τ + h0 +m0 + n0 + ω0 + q0

pero A0 = 0 por lo que el mencionado lagrangeano de transgresión es una forma de Chern–Simons con:

ω =
1

2
ωijJij , ω0 =

1

c
ωiKi, e =

1

l
eiPi, e0 =

c

l
τH, m0 =

1

cl
mM,

k0 =
1

c
kiZi0, k =

1

2
kijZij , h0 =

1

c
τ̂Z0, h =

1

l
hiZi, n0 =

1

cl
nN (5.30)

Por otro lado

Q(2d+1)(A, Ā) = (d+ 1)

∫ 1

0

dt〈(A− Ā)F dt 〉 (5.31)

con
Ft(A, Ā) = dAt(A, Ā) +

1

2
[At(A, Ā), At(A, Ā)]; At(A, Ā) = Ā+ t(A− Ā)

El segundo término de la curvatura se puede escribir como el conmutador en vez de la conexión al
cuadrado, ya que se observa que para una p-forma α y una k-forma β se tiene:

[α, β] = αβ − (−1)pkβα

= (−1)pk((−1)pkαβ − βα)

= −(−1)pk(βα− (−1)pkαβ)

= −(−1)pk[β, α] (5.32)

Como la conexión es una 1-forma la relación [A,A] = 2A2. El lagrangeano puede ser calculado usando la
fórmula triangular [?] de donde se tiene que:

Q(5)(A2, A0) = Q(5)(A2, A1) +Q(5)(A1, A0) + dB(4)(A2, A1, A0)

5.3.1. Cálculo de Q(5)(A1, A0)

Se tiene que el valor de At(A1, A0) = A0 + t(A1 − A0) = tω por lo que la correspondiente curvatura
es:

Ft(A1, A0) = tdω +
t2

2
[ω, ω]

con dω = 1
2dω

ijJij ∝ Jij y [ω, ω] = 1
4ω

ijωkl[Jij , Jkl] ∝ Jij . Pero como no hay tensores invariantes de la
forma 〈J · · · J〉 se tiene que:

Q(5)(A1, A0) = 0

5.3.2. Cálculo de Q(5)(A2, A1)

Para esta conexión se tiene que:

At(A2, A1) = A1 + t(A2 −A1) = ω + t(k + e+ h+ e0 + h0 +m0 + n0 + ω0 + k0)
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Ası́ la curvatura vendrá dada por:

Ft(A2, A1) = d(ω + tk + te+ th+ te0 + th0 + tm0 + tn0 + tω0 + tk0) +
1

2
[ω, ω] + t[ω, k]

+ t[ω, e] + t[ω, h] + t[ω, ω0] + t[ω, k0] + t2[k, e] + t2[k, ω0] + t2[e, ω0]

+ t2[e, k0] + t2[e, e0] + t2[h, ω0] + t2[h0, ω0] + t2[ω0, e0] + t2[k0, e0]

= dω +
1

2
[ω, ω] + t(dk + [ω, k]) + t(dω0 + [ω, ω0]) + t(dk0 + [ω, k0]) + t2[e, h]

+ t2[k, ω0] + t(de+ [ω, e]) + t2[e0, ω0] + t(dh+ [ω, h]) + t2[k, e] + t2[h0, ω0]

+ t2[e0, k0] + tde0 + tdh0 + tdm0 + t2[e, ω0] + tdn0 + t2[h, ω0] + t2[e, k0]

= R+ tDk + tDω0 + tDk0 + t2[e, e0] + t2[k, ω0] + tT + t2[e0, ω0] + tDh+ t2[k, e]

+ t2[h0, ω0] + t2[e0, k0] + tde0 + tdh0 + tdm0 + t2[e, ω0] + tdn0 + t2[h, ω0] + t2[e, k0]

Donde se usó la relación (5.32) y las relaciones de conmutación (5.2) para descartar los términos nulos.
Además se tiene que:

Dk = dk + [ω, k] ∝ Zij Dω0 = dω0 + [ω, ω0] ∝ Ki

Dk0 = dk0 + [ω, k0] ∝ Zi0 [e, e0] =
1

c
eiτ [Pi, H] ∝ Zi0

[k, ω0] =
1

2c
kijωk[Zij ,Kk] ∝ Zi0 T = de+ [ω, e] ∝ Pi

[e0, ω0] =
1

l
τωi[H,Ki] ∝ Pi Dh = dh+ [ω, h] ∝ Zi

[k, e] =
1

2l
kijek[Zij , Pk] ∝ Zi [h0, ω0] =

1

l
τ̂ωi[Z0,Ki] ∝ Zi

[e0, k0] =
1

l
τki[H,Zi0] ∝ Zi de0 =

c

l
dτH ∝ H

dh0 =
c

l
τ̂Z0 ∝ Z0 dm0 =

1

cl
dmM ∝M

[e, ω0] =
1

cl
eiωj [Pi,Kj ] ∝M dn0 =

1

cl
dnN ∝ N

[h, ω0] =
1

cl
hiωj [Zi,Kj ] ∝ N [e, k0] =

1

2l
eikj [Pi, Zj0] ∝ N

R = dω +
1

2
[ω, ω] ∝ Jij
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Ası́ analizando los tensores invariantes (5.29) la contribución al lagrangeano toma la forma:

Q(5)(A2, A1) = 3

∫ 1

0

dt 〈(ω0 + k + k0 + e+ h+m0 + n0) (R+ tDk + tDω0 + tDk0

+t2[e, e0] + t2[k, ω0] + tT + t2[e0, ω0] + tDh+ t2[k, e] + t2[h0, ω0]

+t2[e0, k0] + tde0 + tdh0 + tdm0 + t2[e, ω0] + tdn0 + t2[h, ω0] + t2[e, k0]
)2〉

= 3

∫ 1

0

dt
〈
ω0

(
2tRT + 2t2R[e0, ω0] + 2tRDh+ 2t2R[h0, ω0] + 2t2R[e0, k0]

+2t2DkT + 2t3Dk[e0, ω0]) + k(2tRdm0 + 2t2R[e, ω0] + 2t2TDω0 + 2t3Dω0[e0, ω0])

+k0(2tRT + 2t2R[e0, ω0]) + e(2tRDω0 + 2t2R[e, e0] + 2t2R[k, ω0]

+2tR[ω, k0] + 2t2[ω, k]Dω0) + 2thRDω0 +m0(R2 + 2tR[ω, k]) + n0R
2
〉

= 3

〈
RTω0 +

2

3
R[e0, ω0]ω0 +RDhω0 +

2

3
R[h0, ω0]ω0 +

2

3
R[e0, k0]ω0

+
2

3
DkTω0 +

1

2
Dk[e0, ω0]ω0 +Rdm0k +

2

3
R[e, ω0]k +

2

3
TDω0k +

1

2
Dω0[e0, ω0]k

+RTk0 +
2

3
R[e0, ω0]k0 +RDω0e+

2

3
R[e, e0]e+

2

3
R[k, ω0]e+R[ω, k0]e

2

3
[ω, k]Dω0e+RDω0h+R2m0 +R[ω, k]m0 +R2n0

〉
(5.33)

Se ha usado el hecho de que R, T , Dh, Dk, dm0 y Dω0 son 2-formas, ya que si α y β son formas pares
se cumple que:

(α+ β)2 = (α+ β) ∧ (α+ β) = α2 + α ∧ β + β ∧ α+ β2 = α2 + 2α ∧ β + β2
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Ahora usando las relaciones de (5.30) y reemplazando (5.29) en (5.33) se obtiene que:

Q(5)(A2, A1) = 3

(
RijT kωl

2lc
〈JijPkKl〉+

Rijτωkωl

3lc
〈JijPkKl〉+

RijDhkωl

2lc
〈JijZkKl〉

+
Rij τ̂ωkωl

3lc
〈JijZkKl〉+

Rijτkkωl

3lc
〈JijZkKl〉+

DkijT kωl

3lc
〈ZijPkKl〉

+
Dkijτωkωl

4lc
〈ZijPkKl〉+

Rijkkldm

4lc
〈JijZkjM〉+

Rijkklemωm
6lc

〈JijZkjM〉

+
T iDωjkkl

3lc
〈ZijPkKl〉+

Dωiτωjkkl

4lc
〈ZijPkKl〉+

RijT kkl

2lc
〈JijPkZl0〉

+
Rijτωkkl

3lc
〈JijPkZl0〉+

RijDωkel

2lc
〈JijPkKl〉+

ν2Rijekτel

3lc
〈JijPkZl〉

+
Rijkkmωme

l

6lc
〈JijPkZl0〉+

Rijωkmkme
l

2lc
〈JijPkZl0〉+

ωimk
jmDωkel

6lc
〈ZijPkKl〉

+
RijDωkhl

2lc
〈JijZkKl〉+

RijRklm

4lc
〈JijJklM〉+

Rijωkmk
mlm

4lc
〈JijZklM〉+

RijRkln

4lc
〈JijJklN〉

)
= εijkl0

(
2α1R

ijT kωl +
4

3
α1R

ijτωkωl + 2α3R
ijDhkωl +

4

3
α3R

ij τ̂ωkωl

+
4

3
α3R

ijτkkωl +
4

3
α3Dk

ijT kωl + α3Dk
ijτωkωl − α3R

ijkkldm− 2

3
α3R

ijkklemωm

+
4

3
α3T

iDωjkkl + α3Dω
iτωjkkl + 2α3R

ijT kkl +
4

3
α3R

ijτωkkl + 2α1R
ijDωkel

+
4

3
ν2α3R

ijekτel +
2

3
α3R

ijkkmωme
l + 2α3R

ijωkmkme
l +

2

3
α3ω

i
mk

jmDωkel

+2α3R
ijDωkhl − α1R

ijRklm− α3R
ijωkmk

mlm− α3R
ijRkln

)
El lagrangeano Chern–Simons invariante bajo el álgebra GB

5
es dado por

LChS,GB5
= α1εijkl

(
−2RijT kωl − 4

3
Rijωkωlτ + 2RijDωkel −RijRklm

)
+ α3εijkl

(
4

3
ν2Rijekelτ − 2RijDhkωl − 4

3
Rijkkωlτ − 4

3
Rijωkωlτ̂

+2RijDωkhl − 4

3
DkijT kωl −Dkijωkωlτ −Rijkkldm− 2

3
Rijkklemωm

−2

3
Rijωkmk

mlm− 4

3
kijT kDωl − kijDωkωlτ − 2RijT kkl − 4

3
Rijωkklτ

+
2

3
Rijkkmωme

l +
2

3
ωimk

jmDωkel −RijRkln− 2Rijωkmkme
l

)
. (5.34)

De imponer kij = ki = 0 el lagrangeano (5.34) es reducido a la expresión

LChS,GB5
= α1εijkl

(
−2RijT kωl − 4

3
Rijωkωlτ + 2RijDωkel −RijRklm

)
+ α3εijkl

(
4

3
ν2Rijekelτ − 2RijDhkωl − 4

3
Rijωkωlτ̂ + 2RijDωkhl −RijRkln

)
.

(5.35)



CAPÍTULO 5. GRAVEDAD CHERN–SIMONS NO RELATIVISTA 49

5.4. Ecuaciones de movimiento
Ahora si consideramos que L = L

(5)
ChS + κLM , donde postulamos la uno forma energı́a momentum.

Ti = ∗
(
δLM
δei

)
T0 = ∗

(
δLM
δτ

)
.

además el tensor energı́a momentum será modelado como un fluı́do perfecto con presión, cuyas componen-
tes son

T00 = −ρ(e)

Tii =
4p(e)

c2
.

Y un tensor energı́a momentum asociado al campo ha que también será modelado como un fluı́do perfecto
con presión

T
(h)
00 = −ρ(h)

T
(h)
ii =

4p(h)

c2
.

Las ecuaciones de movimiento que nos entrega esta acción son dadas por

εijkl

(
−4

3
α1R

ijωkωl +
4

3
α3ν

2Rijekel
)

= −κδLM
δτ

(5.36)

4

3
α3εijklR

ijωkωl = κ
δLM
δτ̂

(5.37)

2εijkl

(
α1R

ijDωk − 4

3
α3ν

2Rijekτ

)
= −κδLM

δel
(5.38)

2α3εijklR
ijDωk = −κδLM

δhl
(5.39)

a1εijklR
ijRkl = κ

δLM
δm

(5.40)

a3εijklR
ijRkl = κ

δLM
δn

(5.41)

4εijkl

(
2

3
α1R

ijωkτ − α1R
ijT k +

2

3
α3R

ijωk τ̂ − α3R
ijDhk

)
= −κδLM

δωl

(5.42)

εijkl

(
−2α1R

kmemω
l − 4α1T

kDωl − 4

3
α1ω

kωldτ − 8

3
α1Dω

kωlτ + 2α1R
kmωme

l

−2α1R
kldm+

8

3
ν2α3T

kelτ +
4

3
α3e

keldτ − 2α3R
kmhmω

l − 4α3Dh
kDωl

−4

3
α3ω

kωldτ̂ − 8

3
α3Dω

kωlτ̂ + 2α3R
kmωmh

l − α3R
kldn

)
= −κδLM

δωij
. (5.43)
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Para tener una gravedad de Newton–Cartan en donde solo ei, hi, m y n son campos independientes es
necesario imponer los siguientes constraints, de manera análoga a como en relatividad general la conexión
de espı́n depende del vielbein.

R(H) = dτ = 0; Ri(Pi) = T i − ωiτ = 0

R(M) = dm− ωiei = 0; R(Z0) = dτ̂ = 0

Ri(Zi) = Dhi − ωiτ̂ − kiτ + kije
j = 0

R(N) = dn− ωihi − kiei = 0 (5.44)

Esto nos entrega las siguientes ecuaciones de Bianchi

DT i = Dωiτ → Rijej = Dωiτ → R ij
[λµ eν]j = (D[λωµ)iτν], (5.45)

e[λi(Dµων])
i = 0 (5.46)

Al ser la torsión nula la variación del lagrangeano de materia con respecto a la conexión de espı́n también
lo será y además usando los constraints de (5.44), entonces, la ecuación (5.42) se reduce a lo siguiente

4εijkl

(α1

3
Rijωkτ +

α3

3
Rijωk τ̂

)
= 0

τ̂ = −α
3
τ. (5.47)

Usando las ecuaciones de Bianchi (5.45),(5.46) en la ecuación (5.43)

εijkl

(
−10α1

3
Dωkωlτ + 2α1R

kmωme
l − 8

3
ν2α3ω

kτelτ − α1R
kldm

+2α3Rkmωmh
l − 10

3
α3Dω

kωlτ̂ − α3R
kldn

)
= 0,

y como τ2 = 0 se tiene

εijkl

(
−13α1

3
Dωkωlτ − 13

3
α3Dω

kωlτ̂

)
= 0,

luego por (5.47) la ecuación anterior se satisface idénticamente. Las ecuaciones (5.40), (5.41) implican que
el espacio es una variedad plana.
Ahora de reemplazar la ecuación de movimiento (5.37) en (5.36) y (5.39) en (5.38)

εijklR
ijekel = − 6

ν2

(
k1
δLM
δτ
− αk2

δLM
δτ̂

)
,

εijklR
ijekτ =

3

ν2

(
k1
δLM
δel
− αk2

δLM
δhl

)
.

Y calculando los siguientes duales y escribiendo en lenguaje coordenado 2

∗(T0)δτ = det(g)δσδ T
0
0 δτ

δ
σdx

5. (5.48)
εijkl0R

ijekelδτ = 2 det(g) (δσδR− 2Rσδ) δτ
δ
σdx

5. (5.49)
εijkl0R

ijekτδel = −2 det(g) (δσδR− 2Rσδ) δe
δ
σdx

5. (5.50)

2Para detalles del cálculo ver apéndice A.
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Se han tomando las siguientes consideraciones, τµ = ∂µf(xν) = δ0µ, τµ = (1, τ i) con f(xν) = t, siendo t
el tiempo absoluto. Además τµτµ = 1 y donde R = 0.
Luego al usar (5.48), (5.49) y (5.50) sobre estas ecuaciones y considerando que la componente no nula del
tensor de Ricci es R00 = ∇2φ, se tiene que lo siguiente

R00 =
3

2ν2

(
k1ρ

(e) − αk2ρ(h)
)
, (5.51)

R00 =
3

c2ν2

(
k1p

(e) − αk2p(h)
)
. (5.52)

La ecuación (5.51) es el resultado que fue encontrado en [3]

∇2φ =
3

2ν2
(k1ρ

(e) − αk2ρ(h)), (5.53)

donde las constantes fueron definidas como
ν =

c

l
,

con c la velocidad de la luz y l el radio cósmico, además las constantes β1 = β2 = κ, ası́ estas definiciones
son análogas a las usadas en [2]

k1 =
κ

8α3
= 8πG,

con G la constante de gravitación universal en 5 dimensiones,

k2 =
κ

24α3
,

α =
3α1

α3
.

De comparar estas dos ecuaciones (5.51), (5.52) podemos encontrar ecuaciones de estado, y usando que
k1 = 3k2

2k1p
(e) − 2αk2p

(h) =
(
k1ρ

(e) − αk2ρ(h)
)
c2

2k1p
(e) − 2αk1

3
p(h) =

(
k1ρ

(e) − αk1
3
ρ(h)

)
c2

2p(e) − 2α

3
p(h) =

(
ρ(e) − α

3
ρ(h)

)
c2.

Definiendo una densidad efectiva y una presión efectiva como

p =
p(e)

2
− α

6
p(h),

ρ =
ρ(e)

2
− α

6
ρ(h),

p =
ρc2

2
. (5.54)

Además por (5.47)

ρ(h) = − 3

α
ρ(e),
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ρ =
ρ(e) + ρ(e)

2

= ρ(e), (5.55)

p =
ρ(e)

2
c2. (5.56)

Por lo que la ecuación de Poisson puede ser escrita de sumar (5.51), (5.52) como

R00 =
3

4ν2

(
k1ρ

(e) − αk2ρ(h) + 2k1
p(e)

c2
− 2αk2

p(h)

c2

)
∇2φ =

3k1
2ν2

(
ρ+

2p

c2

)
. (5.57)

Podemos encontrar usando (5.55), (5.56) y (5.54) que

∇2φ =
3k1
ν2

ρ(e) =
24πG

ν2
ρ(e). (5.58)

Por otro lado la interacción entre los fluidos es descrita por las ecuaciones de estado

p(e) = ω(e)ρ(e)c2,

p(h) = ω(h)ρ(h)c2 = − 3

α
ω(h)ρ(e)c2,

2k1ω
(e)ρ(e) − 2αk2ω

(h)ρ(h) = k1ρ
(e) − αk2ρ(h)

2
(
k1ω

(e) + 3k2ω
(h)
)
ρ(e) = (k1 + 3k2) ρ(e),

ω(h) =
(k1 + 3k2)

6k2
− k1

3k2
ω(e)

=
k1
3k2

(
1

2
− ω(e)

)
+

1

2

= 1− ω(e). (5.59)



Capı́tulo 6

Cosmologı́a Newton–Chern–Simons

En el presente capı́tulo se ha considerado una acción en 5 dimensiones S = Sg+SM que esta compues-
ta por un sector gravitatorio y un sector de materia, donde el sector gravitacional, es dado por la gravedad
de Newton–Chern–Simons, en lugar de la acción de Einstein–Hilbert. Donde el sector de materia es des-
crito por un fluido perfecto. Se estudian las implicaciones en la evolución cosmológica, al reemplazar la
acción de Einstein–Hilbert por la acción Newton–Chern–Simons para una métrica de Friedman–Lemaitre–
Robertson–Walker.
También se demuestra que la cosmologı́a Newton–Chern–Simons es una especie de análogo de la versión
proyectable de la teorı́a de Hořava–Lifshitz en (3 + 1) dimensiones, aunque el término que contiene Q, no
está presente.
En particular, se demuestra que no hay solución de De Sitter, aunque el comportamiento se produce en un
futuro lejano. Además, una solución fantasma con una singularidad futura, que recuerda a un pequeño Big
Rip es encontrada. Finalmente, una breve revisión de la adiabaticidad en la evolución cósmica es realizada.

6.1. Modelando Fluı́dos
Siguiendo el formalismo usado en [9]. Al introducir coordenadas locales (t, xi) en 4 dimensiones espa-

ciales se tiene que τ = dx0, h = δij∂i⊗∂j , corresponden a la métrica temporal y espacial respectivamente.
El modelo de materia es asumido para ser un fluido de ideal con velocidad u, el cual es un vector tipo tiem-
po. La vorticidad y la tensión relativas a un vector tiempo tiempo V , donde τ(V ) = 1, τa = gαβV

β son
dadas por

Ωαβ =
1

2
(uα;λh

λβ − uβ;λh
λα),

Θαβ =
1

2
(uα;λh

λβ + uβ;λh
λα).

La velocidad de expansión es θ = hαβΘαβ y la velocidad de corte es la parte libre de traza de la tensión,
σ = Θ− 1

4θh.
Es posible mostrar que θ = uσ;σ y que la derivada covariante de la velocidad puede ser descompuesta

como se muestra a continuación

hαλu
λ
;β = Θαβ + Ωαβ + hαρV

λuρ;λgβσV
σ.
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Desde esta ecuación podemos derivar la ecuación de Raychaudhuri, para ello consideremos

uα;β;γ − uα;γ;β = Rασγβu
σ,

uβuα;α;β =
(
uβuα;β

)
;α
− uβ;αuα;β −Rαβuαuβ .

Podemos escribir los términos del lado derecho de la ecuación anterior como(
uβuα;β

)
;α

= div(∇uu),

uβ;αu
α
;β = hραhσβ(ΘρβΘσα + ΩρβΩσα),

Rαβu
αuβ =

3k1
2ν2

(
ρ+

2p

c2

)
,

donde hemos usado (5.57) junto a las ecuaciones

Rαβ =
3k1
2ν2

(
ρ+

2p

c2

)
τατβ , (6.1)

τατβ = gασgβρu
σuρ. (6.2)

Por lo que la ecuación de Raychaudhuri es dada por

div(∇uu) = ∇uθ +
1

4
θ2 + σαβσαβ − ΩαβΩαβ +

3k1
2ν2

(
ρ+

2p

c2

)
, (6.3)

R00 = −1

2
(hij ḣij),0 −

1

4
hij ḣjkh

klḣli + 2hijκ0j,i + κijκij

=
3k1
2ν2

(
ρ+

2p

c2

)
. (6.4)

La ecuación (6.4) es equivalente a la ecuación (6.3)

Rij = 0,

R0i = hjkκik,j

= 0.

Esta última ecuación es equivalente Ωij,j = 0 debido a que para algún u = V

Ωαβ =
1

2

(
hacu

c
,b − hbcuc,a − 2κab

)
.

El resto de cantidades son dadas por

Θab =
1

2

(
hacu

c
,b − hbcuc,a + ḣab

)
, (6.5)

θ = ua,a +
1

2
habḣab, (6.6)

div(∇uu) = u̇a,a + 2habκ0a,b + 2hbcκacu
a
,b + hbcua,bḣac + uaub,ab + ua,bu

b
,a. (6.7)

Para un fluido ideal con presión la ecuación de continuidad es dada por [16]

ρ̇+
[(
ρ+

p

c2

)
ui
]
,i

+
1

2
hij ḣij

(
ρ+

p

c2

)
= 0. (6.8)
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Mientras que la ecuación de Euler

u̇i + ujui,j + 2hijκ0j + 2uj
(

1

2
hikḣkj + hikκjk

)
+
(
ρ+

p

c2

)−1
hijp,j = 0. (6.9)

Si consideramos que κij = 0, entonces (6.8), (6.9) y (6.4) se reducen a

ρ̇+
[(
ρ+

p

c2

)
ui
]
,i

= 0,

u̇i + ujui,j = −
(
ρ+

p

c2

)−1
p,i + gi,

−gi,i =
3k1
2ν2

(
ρ+

2p

c2

)
,

donde gi = −2κ0i. Si asumimos que ρ y p en coordenadas adaptadas son solo funciones del tiempo y
además de usar la ecuación de Euler, esto implica que

∇uu = −
(
ρ+

p

c2

)−1
div(ph)

= 0,

por otro lado la ecuación de continuidad (6.8) muestra que ui,i solo depende del tiempo. Por lo que (6.3)
toma la forma

θ̇ +
1

4
θ2 + σabσab − ΩabΩab +

3k1
2ν2

(
ρ+

2p

c2

)
= 0. (6.10)

Pero usando que θ es una función únicamente dependiente del tiempo, ası́ (6.8) y (6.6) implican que

ρ̇+ θ
(
ρ+

p

c2

)
= 0, (6.11)

ecuación que coincide con (2.74). Finalmente si consideramos un modelo homogéneo e isotrópico Fried-
mann Lemaitre en la teorı́a de Newton–Cartan, se tiene

V = u,

hij = a2(t)δij ,

Ω = 0.

Por lo que

θ = 4
ȧ

a
,

σab = 0,

θ̇ = 4
äa− ȧ2

a2
.

Ası́ las ecuaciones (6.10), (6.11) son dadas por

θ̇ +
1

4
θ2 = −3k1

2ν2

(
ρ+

2p

c2

)
4
äa− ȧ2

a2
+

4ȧ2

a2
= −3k1

2ν2

(
ρ+

2p

c2

)
4äa

a2
= −3k1

2ν2

(
ρ+

2p

c2

)
ä

a
= −3k1

8ν2

(
ρ+

2p

c2

)
. (6.12)
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Y al reemplazar ν = 3
2 en (6.12)

ä

a
= −k1

6

(
ρ+

2p

c2

)
ä

a
= −4πG

3

(
ρ+

2p

c2

)
. (6.13)

Que coincide con (2.76) para nuestra densidad y presión efectiva.
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6.2. Soluciones cosmológicas
En esta sección, desde ahora usaremos las unidades por simplicidad como k1 = 8πG5 = 1 = c y

ν = 1/l. Las ecuaciones (6.10) y (6.11) la ecuación de conservación y la ecuación para la aceleración, res-
pectivamente, donde p es la presión, ρ es la densidad de energı́a, θ = 4H , con H = ȧ/a como el parámetro
de Hubble y a es el factor de escala cósmico.
Se visualiza inmediatamente la ausencia del constraint de Friedmann. Está situación es análoga a la que
sucede en la versión proyectable de la teorı́a de Hořava–Lifshitz en (3+1) dimensiones [3]. Desde las ecua-
ciones (6.10) y (6.11) es posible obtener la primera integral

8

3
ν2H2 = ρ+

C0

a2
, (6.14)

donde C0 es una constante de integración. El término C0/a
2 no es materia oscura en el sentido usual, pero

gravitacionalmente se comporta como un fluido cuya presión es p = − (1/2) ρ lo cual, como veremos co-
rresponde a un esquema de evolución con aceleración nula, que es un universo de Milne.
En relatividad general en (3+1) dimensiones, la materia oscura corresponde a ρ (a) = ρ (a0) (a0/a)

3. Un
término de este aspecto esta presenta en la teorı́a de Hořava–Lifshitz en (3+1) dimensiones a través de
C (t) /a3, una realización de la gravedad en Hořava–Lifshitz, como una geometrı́a dinámica en el forma-
lismo de Newton–Cartan es discutida.

ρ̇+ 3H (ρ+ p) = −Q,

3η
(

2Ḣ + 3H2
)

= p.

donde η es un parámetro constante adimensional asociado a la invariancia bajo difeomorfismos y Q repre-
senta la cantidad de energı́a no conservada [10]. No existe constraint de Friedmann en está teorı́a. Desde
estas ecuaciones, es sencillo encontrar la primera integral

3ηH2 = ρ+
C (t)

a3
y C (t) = C0 +

∫ t

t0

dta3Q,

y C (t) /a3 no es materia oscura real, pero gravitacionalmente actúa como un fluido sin presión.
Ahora se retornará a (6.10) y (6.11), escribiéndolas en la siguiente forma

ρ̇+ 4H (ρ+ p) = 0, (6.15)
ä

a
= Ḣ +H2 = − 3

8ν2
(ρ+ 2p) . (6.16)

Consideremos la relación barotrópica p = ωρ, donde podemos escribir (6.15) y (6.16) en la forma

ρ̇+ 4H (1 + ω) ρ = 0, (6.17)

desde la cual es directo obtener

ρ (a) = ρ (a0)
(a0
a

)4(1+ω)
, (6.18)

y

Ḣ +H2 = − 3

4ν2

(
ω +

1

2

)
ρ =⇒ ä R 0←→ ω S −1/2. (6.19)

De acuerdo a (6.14) y (6.17), con 1+z = a0/a donde z es el parámetro de redshift, por lo que el parámetro
de Hubble es dado por
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H (z) =

√
3ρ (0)

8ν2
(1 + z)

4(1+ω)
+

(
H2 (0)− 3ρ (0)

8ν2

)
(1 + z)

2
, (6.20)

y ahora consideraremos algunos casos particulares:

(b1) ω = 0. En este caso ρ (z) = ρ (0) (1 + z)
4 y

H (z) =

√
3ρ (0)

8ν2
(1 + z)

2
+

(
H2 (0)− 3ρ (0)

8ν2

)
(1 + z) , (6.21)

donde podemos ver que
H (z →∞)→∞ y H (z → −1)→ 0. (6.22)

(b2) ω = −1/2. En este caso ρ (z) = ρ (0) (1 + z)
2 y

H (z) = H (0) (1 + z) =⇒ ä = 0, (6.23)

lo cual corresponde a un universo de Milne.

(b3) ω = −1. En este caso ρ (z) = ρ (0), con ρ (0) constante, pero de acuerdo a (6.20)

H (z) =

√
3ρ (0)

8ν2
+

(
H2 (0)− 3ρ (0)

8ν2

)
(1 + z)

2
, (6.24)

y desde aquı́

H (z →∞)→∞ y H (z → −1)→
√

3ρ (0)

8ν2
, (6.25)

a diferencia que en relatividad general en (3+1) dimensiones, se tiene que H (z) 6= const. para ρ (z) =
const. Entonces, no hay una evolución de Sitter en la cosmologı́a Newton–Chern–Simons, aunque este tipo
de evolución se alcanza en un futuro lejano (z → −1).

(b4) ω < −1. En este caso ρ (z) = ρ (0) (1 + z)
−4(|ω|−1) y

H (z →∞)→
√
H2 (0)− 3ρ (0)

8ν2
(1 + z)→∞, (6.26)

y

H (z → −1)→
√

3ρ (0)

8ν2
(1 + z)

−2(|ω|−1) →∞. (6.27)

Es posible notar que H (z → −1) diverge, al igual que ρ (z → −1), pero no en un tiempo infinito como
sucede en relatividad general en (3+1) dimensiones, cuando pensamos, por ejemplo, en una singularidad
futura como un pequeño Big Rip [21].
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6.3. Termodinámica
La primera y segunda ley de la termodinámica, nos dicen respectivamente que,

TdS = d (ρV ) + pdV = (ρ+ p) dV + V dρ, (6.28)

T
dS

dt
= V [ρ̇+ 4H (ρ+ p)] . (6.29)

Dado que, según (6.15),

ρ̇+ 4H (ρ+ p) = 0

tenemos una evolución adiabática.
En la cosmologı́a Newton–Chern–Simons no hay constraint de Friedmann y tenemos una evolución adiabáti-
ca. En la teorı́a de Hořava–Lifshitz en (3 + 1) dimensiones no hay constraint de Friedmann, pero a diferencia
de la cosmologı́a de Newton–Chern–Simons, la evolución no es adiabática desde

ρ̇+ 4H (ρ+ p) = −Q 6= 0

y por lo tanto dS/dt 6= 0.



Capı́tulo 7

Acción
Chern–Simons–Antoniadis–Savvidy no
relativista

En este capı́tulo es utilizado una extensión del principio de gauge, donde se incluyen campos de gauge
tensoriales, para encontrar acciones en cuatro dimensiones invariantes bajo álgebras de Galileo generaliza-
das, en este contexto son utilizadas formas invariantes cerradas similares a las formas de Pontryaguin–Chern
en teorı́as de campos de gauge no abelianas, en particular existe un invariante de gauge independiente de la
métrica en (2n+3) dimensiones, lo que permite construir acciones en 4 dimensiones para el caso n = 1, de-
nominadas acciones Cher–Simon–Antoniadis–Savvidy. Se busca conectar los resultados con la dinámica de
Newton modificada (MOND) con el objetivo de interpretar la materia oscura como un lı́mite no relativista
de la energı́a oscura.

7.1. Álgebra de Galileo tipo I GB4

El lı́mite no relativista del álgebra de Maxwell corresponde a una S-expansión del álgebra de Newton–
Hooke con extensión central [48], como fue mostrado anteriormente (3.5).

[Jij , Jkl] = δkjJil + δljJki − δkiJjl − δkiJkj
[Jij ,Kk] = δkjKi − δkiKj

[Ki, Pj ] = −δijM
[Jij , Pk] = δkjPi − δkiPj
[Ki, H] = −Pi

[Jij , Zkl] = δkjZil + δljZki − δkiZjl − δkiZkj
[Jij , Zk] = δkjZi − δkiZj
[Pi, H] = Zi

[Zij ,Kk] = δkjZi − δkiZj

donde i, j, k, l = 1, 2, 3. Estas ecuaciones corresponde al denominado lı́mite eléctrico encontrado por Le
Bellac y Levy–Leblond [59].
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La representación de esta álgebra puede ser obtenida desde el álgebra SO(3, 2) algebra usando las
matrices Γ

Γµν =
1

4
[γµ, γν ] ,

donde γµ satisface las relaciones de conmutación del álgebra de Clifford

γµγν + γνγµ = 2ηµν ,

con µ, ν = 0, 1, . . . , 4 y se ha considerado la siguiente signatura para la métrica de Minkowski

ηµν = diag
(
−c2, 1, 1, 1,−l2

)
.

La identificación Jij = Γij , Γi0 = cKi, Γi4 = lPi, Γ04 = lP0 = lc−1
(
H + c2M

)
y Γ∗ = 2M con

Γ∗ = γ0γ1γ2γ3γ4, entrega las relaciones de conmutación para el álgebra de Newton–Hooke con extensión
central (3.2), lo que nos permite obtener los tensores invariantes de las álgebras de Galileo generalizadas
mediante el método de S-expansión [46, 47], como fue mostrado en (5.29).
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7.2. Acción (ChSAS) para el álgebra GB4

La 1-forma conexión evaluada en el álgebra GB4 es dada por

A =
c

l
τH +

1

l
eiPi +

1

cl
mM +

1

c
ωiKi +

1

2
ωijJij +

1

2
kijZij +

1

c
kiZi

donde ν, l tienen dimensiones de velocidad y distancia respectivamente. La correspondiente 2-forma curva-
tura 1

F = dA+
1

2
[A,A]

=
c

l
dτH +

1

l
(T i − ωiτ)Pi +

1

cl
(dm− ωiei)M +

1

c
DωiKi +

1

2
RijJij

+
1

c
(Dki +

c2

l2
eiτ + kijω

j)Zi +
1

2
DkijZij .

Donde T i = Dei yRij = dωij +ωikω j
k , y la derivadaD es covariante con respecto al grupo de rotaciones

SO(3). Por otro lado la 2-forma potencial de gauge viene dada por

B = BiPi +B0H +B(m)M +
1

2
BijJij +GiKi +

1

2
βijZij + βiZi

y su correspondiente 3-forma curvatura

H = DB = dB + [A,B]

= dB +

[
c

l
τH +

1

l
eiPi +

1

cl
mM +

1

c
ωiKi +

1

2
ωijJij +

1

2
kijZij +

1

c
kiZi,

BkPk +B0H +B(m)M +
1

2
BklJkl +GkKk +

1

2
βklZkl + βkZk

]
= dB +

c

l
τBk[H,Pk] +

c

l
τGk[H,Kk] +

1

l
eiB0[Pi, H] +

1

2l
eiBkl[Pi, Jkl] +

1

l
eiGk[Pi,Kk]

+
1

c
ωiBk[Ki, Pk] +

1

c
ωiB0[Ki, H] +

1

2c
ωiBkl[Ki, Jkl] +

1

2c
ωiβkl[Ki, Zkl]

+
1

2
ωijBk[Jij , Pk] +

1

4
ωijBkl[Jij , Jkl] +

1

2
ωijGk[Jij ,Kk] +

1

4
ωijβkl[Jij , Zkl]

+
1

2
ωijβk[Jij , Zk] +

1

4
kijBkl[Zij , Jkl] +

1

2
kijGk[Zij ,Kk] +

1

2c
kiBkl[Zi, Jkl]

= dB0H +

(
DBi +

c

l
τGi − 1

l
Bijej −

1

c
ωiB0

)
Pi +

(
dB(m) +

1

l
eiGi −

1

c
ωiBi

)
M

+
1

2
DBijJij +

(
DGi − 1

c
Bijωj

)
Ki +

1

2

(
Dβij − kikBkj + kjkB

ki
)
Zij +

(
Dβi − c

l
τBi

+
1

l
eiB0 − 1

c
Bijkj + kijGj −

1

c
βijωj

)
Zi

H = H0H +HiPi +H(m)M +
1

2
HijJij + LiKi +

1

2
ΘijZij + ΘiZi

1Para detalles del cálculo ver apéndice B.
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H0 = dB0

Hi = DBi +
c

l
τGi − 1

l
Bijej −

1

c
ωiB0

H(m) = dB(m) +
1

l
eiGi −

1

c
ωiB

i

Hij = DBij

Li = DGi − 1

c
Bijωj

Θij = Dβij − kikBkj + kjkB
ki

Θi = Dβi − c

l
τBi +

1

l
eiB0 − 1

c
Bijkj + kijGj −

1

c
βijωj .

Postulamos un ansatz para expresar las 2-formas {Bi, B0, B(m), Bij , Gi, βij , βi} como producto cuña de
las 1-formas {τ, ei,m, ωij , ωi, kij , ki}.

Bi =
a1
2l
ωijej +

a2
2l
ωiτ +

a3
2l
kijej +

a4
2l
kiτ +

a5
2c2l

ωim+
a6

2c2l
kim

B0 =
b1
2cl

ωiei +
b2
2cl

kiei

B(m) =
c1
2cl

ωiei +
c2
2cl

kiei

Bij =
d1
2l2

eiej +
d2
2
ωikω

kj +
d3
2c2

ωiωj +
d4
2
kikk

kj +
d5
2c2

kikj

+
d6
2
ωikk

kj +
d7
2
kikω

kj +
d8
2c2

ωikj +
d9
2c2

kiωj

Gi =
f1c

2l2
eiτ +

f2
2cl2

eim+
f3
2c
ωijω

j +
f4
2c
kijω

j +
f5
2c
ωijk

j +
f6
2c
kijk

j

βij =
g1
2l2

eiej +
g2
2
ωikω

kj +
g3
2c2

ωiωj +
g4
2
kikk

kj +
g5
2c2

kikj

+
g6
2
ωikk

kj +
g7
2
kikω

kj +
g8
2c2

ωikj +
g9
2c2

kiωj

βi =
h1c

2l2
eiτ +

h2
cl2

eim+
h3
2c
ωijω

j +
h4
2c
kijω

j +
h5
2c
ωijk

j +
h6
2c
kijk

j .
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Introduciendo el ansatz en las ecuaciones para la 3-forma H.

H0 = DB0

=
b1
2cl

(Dωiei − ωiTi) +
b2
2cl

(Dkiei − kiTi)

Hi = DBi +
c

l
τGi − 1

l
Bijej −

1

c
ωiB0

=
a1
2l

(Rijej − ωijTj) +
a1 + d2

2l
ωikω

kjej +
a2
2l

(Dωiτ − ωidτ) +
a3
2l

(
Dkijej − kijTj

)
+
a4
2l

(
Dkiτ − kidτ

)
+

a5
2c2l

(
Dωim− ωidm

)
+

a6
2c2l

(
Dkim− kidm

)
− d3 + b1

2c2l
ωiωjej

−d8 + b2
2c2l

ωikjej −
d4
2l
kikk

kjej −
d5

2c2l
kikjej −

d6
2l
ωikk

kjej −
d7
2l
kikω

kjej

− d9
2c2l

kiωjej +
c

l
τ

(
f2
cl2

eim+
f3
2c
ωijω

j +
f4
2c
kijω

j +
f5
2c
ωijk

j +
f6
2c
kijk

j

)
H(m) = DB(m) +

1

l
eiGi −

1

c
ωiBi

=
c1
2cl

(Dωiei − ωiTi) +
c2
2cl

(Dkiei − kiTi)

+
1

l

(
f3
2c
ωijω

jei +
f4
2c
kijω

jei +
f5
2c
ωijk

jei +
f6
2c
kijk

jei

)
−1

c
ωi

(a1
2l
ωijej +

a3
2l
kijej +

a4
2l
kiτ +

a6
2c2l

kim
)

Hij = DBij

=
d1
2l2

(T iej − eiT j) +
d2
2

(Rikω
kj − ωikRkj) +

d3
2c2

(Dωiωj − ωiDωj)

+
d4
2

(Dkikk
kj − kikDkkj) +

d5
2c2

(Dkikj − kiDkj)

+
d6
2

(Rikk
kj + ωikω

klklj − ωikDkkj) +
d7
2

(Dkikω
kj − kikRkj − kikωklωlj)

+
d8
2c2

(Dωikj − ωiDkj) +
d9
2c2

(Dkiωj − kiDωj)

Li = DGi − 1

c
Bijωj

=
f1c

2l2
(T iτ − eidτ) +

f2
2cl2

(T im− eidm) +
f3
2c

(Rijω
j + ωikω

k
jω

j − ωijDωj)

+
f4
2c

(Dkijω
j − kijDωj) +

f5
2c

(Rijk
j + ωikω

k
jk
j − ωijDkj) +

f6
2c

(Dkijk
j − kijDkj)

− d1
2cl2

eiejωj −
d2
2c
ωikω

kjωj −
d4
2c
kikk

kjωj −
d5
2c3

kikjωj −
d6
2c
ωikk

kjωj −
d7
2c
kikω

kjωj

− d8
2c3

ωikjωj
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Θij = Dβij − kikBkj + kjkB
ki

=
g1
2l2

(T iej − eiT j) +
g2
2

(Rikω
kj − ωikRkj) +

g3
2c2

(Dωiωj − ωiDωj)

+
g4
2

(Dkikk
kj − kikDkkj) +

g5
2c2

(Dkikj − kiDkj) +
g6
2

(Rikk
kj − ωikDkkj)

+
g6
2
ωikω

k
lk
lj +

g7
2

(Dkikω
kj − kikRkj)−

g7
2
kikω

k
lω
lj

+
g8
2c2

(Dωikj − ωiDkj) +
g9
2c2

(Dkiωj − kiDωj)− kikBkj + kjkB
ki

Θi = Dβi − c

l
τBi +

1

l
eiB0 − 1

c
Bijkj + kijGj −

1

c
βijωj

=
h1c

2l2
(T iτ − eidτ) +

h2
cl2

(T im− eidm) +
h3
2c

(Rijω
j − ωijDωj)

+
h4
2c

(Dkijω
j − kijDωj) +

h5
2c

(Rijk
j − ωijDkj) +

h6
2c

(Dkijk
j − kijDkj)

−c
l
τ
(a1

2l
ωijej +

a3
2l
kijej +

a5
2c2l

ωim+
a6

2c2l
kim

)
+

1

l
ei
(
b1
2cl

ωjej +
b2
2cl

kjej

)
−1

c

(
d1
2l2

eiej +
d4
2
kikk

kj +
d6
2
ωikk

kj +
d7
2
kikω

kj

)
kj

+kij
(
f1c

2l2
ejτ +

f2
cl2

ejm+
f3
2c
ωjkω

k +
f4
2c
kjkω

k +
f5
2c
ωjkk

k +
f6
2c
kjkk

k

)
−1

c

( g1
2l2

eiej +
g4
2
kikk

kj +
g6
2
ωikk

kj +
g7
2
kikω

kj
)
ωj

+
h5−d2

2c
ωikω

k
jk
j +

h3 − g2
2c

ωikω
k
jω

j +
g8−d3

2c3
ωiωjkj +

g5−d9
2c3

kiωjkj .

Donde las constantes son arbitrarias. Con el objeto de fijar estas constantes debemos exigir que los campos
deben satisfacer las (FDA), es decir, si F = 0, entonces,H = 0. La condición F = 0 nos deja las siguientes
ecuaciones

dτ = 0

T i = ωiτ

dm = ωiei

Dωi = 0

Rij = 0

Dki = −c
2

l2
eiτ − kijωj

Dkij = 0.
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Al reemplazar esto en H

H0 = − b2
2cl

(
kijω

jei + kiωiτ
)

Hi =
f3 − a1

2l
ωijωjτ +

a1 + d2
2l

ωikω
kjej +

f4 − a3 − a4
2l

kijωjτ +
f2 − a6

2l3
eiτm

+
d9 − a6

2c2l
kiωjej −

d3 + b1 + a5
2c2l

ωiωjej −
d8 + b2

2c2l
ωikjej −

d4
2l
kikk

kjej −
d5

2c2l
kikjej

−d6
2l
ωikk

kjej −
d7
2l
kikω

kjej +
c

l
τ

(
f5
2c
ωijk

j +
f6
2c
kijk

j

)
H(m) =

a4 − c2
2cl

kiωiτ +
f3 − a1

2cl
ωijω

jei +
f4 − c2 − a3

2cl
kijω

jei +
1

l

(
f5
2c
ωijk

jei +
f6
2c
kijk

jei

)
+
a6

2c3l
kiωim

Hij =
d1 + d8

2l2
ωiτej − d1 + d9

2l2
eiωjτ +

d5
2c2

(
c2

l2
eiτ + kikω

k

)
kj − d5

2c2
ki
(
c2

l2
ejτ + kjkω

k

)
+
d6
2
ωikω

klklj − d7
2
kikω

k
lω
lj − d8

2c2
ωikjkω

k +
d9
2c2

kikω
kωj

Li =
f2

2cl2
ωiτm+

f3
2c
ωikω

k
jω

j +
f5
2c

(
ωikω

k
jk
j +

c2

l2
ωije

jτ

)
+
f6c

2l2
kije

jτ

+
f2 − d1

2cl2
eiejωj +

f6 − d4
2c

kikk
kjωj −

d5
2c3

kikjωj +
f5 − d6

2c
ωikk

kjωj

−d7
2c
kikω

kjωj −
d8
2c3

ωikjωj

Θij =
g1 − g8

2l2
ωiτej − g1 − g9

2l2
eiωjτ − g5

2c2

(
c2

l2
eiτ + kikω

k

)
kj +

g5
2c2

ki
(
c2

l2
ejτ + kjkω

k

)
+

(
g6
2

+
d2
2

)
ωikω

k
lk
lj −

(
g7
2

+
d2
2

)
kikω

k
lω
lj +

g8 − d3
2c2

ωikjkω
k

+
g9 − d3

2c2
kikω

kωj − kik
(
d1
2l2

ekej +
d4
2
kklk

lj +
d5
2c2

kkkj +
d6
2
ωklk

lj

+
d7
2
kklω

lj +
d8
2c2

ωkkj +
d9
2c2

kkωj
)

+ kjk

(
d1
2l2

ekei +
d4
2
kklk

li +
d5
2c2

kkki

+
d6
2
ωklk

li +
d7
2
kklω

li +
d8
2c2

ωkki +
d9
2c2

kkωi
)
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Θi =
h2 + a5

2cl2
ωiτm+

b1 + g1 − h2
2cl2

eiωjej +
h5 − a1

2l2
cωije

jτ +
h5 − g6

2c
ωijk

j
kω

k

−c
l

a6
2c2l

kimτ +
b2 + d1

2cl2
eikjej +

c(h6 + f1 − a3)
2l2

kije
jτ

−1

c

(
d4 − f6

2
kikk

kj +
d6
2
ωikk

kj +
d7 − f5

2
kikω

kj

)
kj

+kij
(
f2
cl2

ejm+
f4 + h6 − g4

2c
kjkω

k

)
+

(
h5
2c
− d2

2c

)
ωikω

k
jk
j

−g7−f3
2c

kikω
kjωj +

(
h3
2c
− g2

2c

)
ωikω

k
jω

j

+

(
g8
2c3
− d3

2c3

)
ωiωjkj +

(
g5
2c3
− d9

2c3

)
kiωjkj .

Ahora de H = 0 es posible obtener que el sistema de ecuaciones para las constantes es dado por

a1 = a6 = 0

a4 = c2

b1 = −(a5 + d3)

b2 = 0

d1 = d2 = d4 = d5 = d6 = d7 = d8 = d9 = 0

d3 = g1 = g8 = g9

f2 = f3 = f5 = f6 = 0

f1 = a3 − h6
f4 = a4 + a3

g5 = g6 = g7 = 0

h2 = −a5
h3 = g2

h5 = 0

y nuestro ansatz se reduce a

Bi =
a2
2l
ωiτ +

a3
2l
kijej +

a4
2l
kiτ +

a5
2c2l

ωim

B0 = −a5 + d3
2cl

ωiei

B(m) =
c1
2cl

ωiei +
a4
2cl

kiei

Bij =
d3
2c2

ωiωj

Gi =
a3 − h6

2l2
ceiτ +

a3 + a4
2c

kijω
j

βij =
d3
2l2

eiej +
g2
2
ωikω

kj +
g3
2c2

ωiωj +
g4
2
kikk

kj +
d3
2c2

ωikj +
d3
2c2

kiωj

βi =
h1c

2l2
eiτ − a5

cl2
eim+

g2
2c
ωijω

j +
h4
2c
kijω

j +
h6
2c
kijk

j .
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La acción Chern–Simons–Antoniadis–Savvidy viene dada

L
(4)
ChSAS = 〈FB〉 .

Donde usando el teorema VII.2 de [46] (ver sección 2.3) es posible mostrar que los únicos tensores inva-
riantes para GB4 son

〈JijKk〉 = α0cεijk

〈JijZk〉 = α2cεijk

〈KiZkl〉 = α2cεikl

〈FB〉 =

〈(
c

l
dτH +

1

l
(T i − ωiτ)Pi +

1

cl
(dm− ωiei)M +

1

c
DωiKi +

1

2
RijJij +

1

2
DkijZij

+
1

c
(Dki +

c2

l2
eiτ + kijω

j)Zi

)(
BkPk +B0H +B(m)M +

1

2
BklJkl

+GkKk +
1

2
βklZkl + βkZk

)〉
=

1

2c
DωiBkl 〈KiJkl〉+

1

2c
Dωiβkl 〈KiZkl〉+

1

2
RijGk 〈JijKk〉

+
1

2
Rijβk 〈JijZk〉+

1

4
DkijBkl 〈ZijJkl〉+

1

2
DkijGk 〈ZijKk〉

+
1

2c
(Dki +

c2

l2
eiτ + kijω

j)Bkl 〈ZiJkl〉

=
α0

2
εiklDω

iBkl +
α2

2
εiklDω

iβkl +
α0

2
cεijkR

ijGk +
α2

2
cεijkR

ijβk

+
α2

2
cεijkDk

ijGk +
α2

2
εiklDk

iBkl +
α2

2

c2

l2
εikle

iτBkl +
α2

2
εiklk

i
jω

jBkl.

Introduciendo nuestro ansatz

〈FB〉 =
α2

2
εiklDω

i

(
d3
2l2

ekel +
g2
2
ωkmω

ml +
g3
2c2

ωkωl +
g4
2
kkmk

ml +
d3
2c2

ωkkl +
d3
2c2

kkωl
)

+
α0

2
cεijkR

ij

(
a3 − h6

2l2
cekτ +

a3 + a4
2c

kklω
l

)
+
α0

2

d3
2c2

εiklDω
iωkωl

+
α2

2
cεijkR

ij

(
h1c

2l2
ekτ − a5

cl2
ekm+

g2
2c
ωklω

l +
h4
2c
kklω

l +
h6
2c
kklk

l

)
+
α2

2
cεijkDk

ij

(
a3 − h6

2l2
cekτ +

a3 + a4
2c

kklω
l

)
+
α2

2

d3
2c2

εiklDk
iωkωl

+
α2

2

d3
2l2

εikle
iτωkωl +

α2

2

d3
2c2

εiklk
i
jω

jωkωl.
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De donde observamos que cuando c, l→∞ la acción se reduce

〈FB〉 =
α2

2
εijkR

ij

(
h1
2

c2

l2
ekτ +

g2
2
ωklω

l +
h4
2
kklω

l +
h6
2
kklk

l

)
+
α2

2

g2
2
εijkDω

iωjmω
mk +

α2

2

g4
2
εijkDω

ikjmk
mk

+
α0

2
εijkR

ij

(
a3 − h6

2

c2

l2
ekτ +

a3 + a4
2

kklω
l

)
+
α2

2
εijkDk

ij

(
a3 − h6

2

c2

l2
ekτ +

a3 + a4
2

kklω
l

)
.
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7.2.1. Ecuaciones de movimiento:

δe 〈FB〉 =
α2h1 + α0(a3 − h6)

4

v2

l2
εijkR

ijδekτ +
α2(a3 − h6)

4

v2

l2
εijkDk

ijδekτ.

δωi 〈FB〉 =
α2g2

4
εijkR

ijωklδω
l +

α2h4 + α0(a3 + a4)

4
εijkR

ijkklδω
l +

α2g2
4

εijkδ(Dω
i)ωjmω

mk

+
α2g4

4
εijkδ(Dω

i)kjmk
mk +

α2(a3 + a4)

4
εijkDk

ijkkmδω
m

=
α2g2

4
εijkR

ijωklδω
l +

α2h4 + α0(a3 + a4)

4
εijkR

ijkklδω
l +

α2g2
2

εijkδω
iDωjmω

mk

+
α2g4

2
εijkδω

iDkjmk
mk +

α2(a3 + a4)

2
εijkDk

ijkkmδω
m

Dkεijk = 0,

k f
i εfjk + k f

j εifk + k f
k εijf = 0,

k f
i Dk

ijδωkεfjk + k f
j Dk

ijδωkεifk + k f
k Dk

ijδωkεijf = 0,

δωiDkjmk k
m εijk − δωiDkjmk k

m εijk −Dkijkkmδωmεijk = 0,

εijk
[
2δωiDkjmk k

m +Dkijkkmδω
mε
]

= 0,

2εijkδω
iDkjmk k

m = −εijkDkijkkmδωm

δωi 〈FB〉 =
α2g2

4
εijkR

ijωklδω
l +

α2h4 + α0(a3 + a4)

4
εijkR

ijkklδω
l − α2g2

4
εijkDω

ijωkmδω
m

−α2g4
4

εijkDk
ijkkmδω

m +
α2(a3 + a4)

2
εijkDk

ijkkmδω
m

=
α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkR

ijkkmδω
m +

α2(a4 − a2)

4
εijkDk

ijkkmδω
m

+
α2(a4 − a2 + 2a3)

4
εijkk

imk j
mk

k
mδω

m

δki 〈FB〉 =
α2h6

4
εijkR

ijkklδk
l

δωij 〈FB〉 =
α2

4
εijkδω

ij

(
h1v

2

l2
T kτ + g2Dω

k
lω
l − g2ωklDωl + h4Dk

k
lω
l − h4kklDωl

)
+
α2

4
εijkδω

ij
(
h6Dk

k
lk
l − h6kklDkl

)
+
α2g2

4
εijkδω

i
lω
lωjmω

mk

+
α2g2

2
εijkDω

iωjmδω
mk +

α2g4
4

εijkδω
i
lω
lkjmk

mk

+
α0

4
εijkδω

ij

(
(a3 − h6)

v2

l2
T kτ + (a3 + a4)Dkklω

l − (a3 + a4)kklDω
l

)
+
α2

2
εijkδω

i
lk
lj

(
(a3 − h6)

v2

l2
ekτ + (a3 + a4) kklω

l

)
.
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Dδωεijk = 0,

δωfiεfjk + δωfjεifk + δωfkεijf = 0,

δωfiω
iωjmω

mkεfjk + δωfjω
iωjmω

mkεifk + δωfkω
iωjmω

mkεijf = 0,

δωfiω
iωjmω

mkεfjk + 2δωfjω
iωjmω

mkεifk = 0,

εijk

[
δωifω

fωjmω
mk + 2δωjfω

iωfmω
mk
]

= 0,

2εijkδω
j
fω

iωfmω
mk = −εijkδωifωfωjmωmk

Dδωεijk = 0,

δωfiεfjk + δωfjεifk + δωfkεijf = 0,

δωfiω
mωimω

jkεfjk + δωfjω
mωimω

jkεifk + δωfkω
mωimω

jkεijf = 0,

δωfiω
mωimω

jkεfjk + 2δωfjω
mωimω

jkεifk = 0,

εijk

[
δωifω

mωfmω
jk + 2δωjfω

mωimω
fk
]

= 0,

2εijkδω
j
fω

mωimω
fk = −εijkδωifωmωfmωjk

Dδωεijk = 0,

δωfiεfjk + δωfjεifk + δωfkεijf = 0,

δωfiω
ijωmω

mkεfjk + δωfjω
ijωmω

mkεifk + δωfkω
ijωmω

mkεijf = 0,

2δωfiω
ijωmω

mkεfjk + δωfkω
ijωmω

mkεifk = 0,

εijk
[
2δωifω

fjωmω
mk + δωkfω

ijωmω
mf
]

= 0,

2εijkδω
i
fω

fjωmω
mk = −εijkδωkfωijωmωmf

Dδωεijk = 0,

ωfiεfjk + ωfjεifk + ωfkεijf = 0,

ωfiδω
ijωmω

mkεfjk + ωfjδω
ijωmω

mkεifk + ωfkδω
ijωmω

mkεijf = 0,

2ωfiδω
ijωmω

mkεfjk + ωfkδω
ijωmω

mkεijf = 0,

εijk

[
2ωfiδω

ijωmω
mkεfjk + ωfkδω

ijωmω
mkεijf

]
= 0,

2εijkδω
fjωifωmω

mk = −εijkδωijωkfωmωmf

Dδωεijk = 0,

ωfiεfjk + ωfjεifk + ωfkεijf = 0,

ωfiδω
ijωkεfjk + ωδωijωkεifk + ωfkδω

ijωkεijf = 0,

2ωfiδω
ijωkεfjk + ωfkδω

ijωkεijf = 0,

εijk
[
2ωifδω

fjωk + ωkfδω
ijωf

]
= 0,

2εijkδω
fjωifω

k = −εijkδωijωkfωf
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εijkδω
i
fω

fωjmω
mk = −2εijkδω

j
fω

iωfmω
mk

= −2εkjiδω
j
fω

kωfmω
mi

= −2εijkδω
fjωkωfmω

mi

= −2εmjkδω
fjωkωifω

m
i

= εmjkδω
ijωfωkfω

m
i

= εijkδω
mjωfωkfω

i
m

= −1

2
εijkδω

ijωmω
k
fω

mf

2εijkδω
j
fω

mωimω
fk = −εijkδωifωmωfmωjk

2εijkδω
i
fωmω

fjωmk = −εijkδωkfωmωijωmf

∗2εijkδωfjωmωifωmk = −εijkδωijωmωkfωmf

2εijkδω
mjωfω

i
mω

fk = −εijkδωijωmωkfωmf

2εijkδω
fjωkωif = −εijkδωijωfωkf

εijkδω
i
fω

fωjmω
mk = −1

2
εijkδω

ijωmω
k
fω

mf

δωij 〈FB〉 =
α2

4
εijkδω

ij

(
h1v

2

l2
T kτ + g2Dω

k
lω
l − g2ωklDωl + h4Dk

k
lω
l − h4kklDωl

)
+
α2

4
εijkδω

ij
(
h6Dk

k
lk
l − h6kklDkl

)
− α2g2

8
εijkδω

ijωmω
k
fω

mf

+
α2g2

2
εijkDω

iωjmδω
mk − α2g4

8
εijkδω

ijωmk
k
fk

mf

+
α0

4
εijkδω

ij

(
(a3 − h6)

v2

l2
T kτ + (a3 + a4)Dkklω

l − (a3 + a4)kklDω
l

)
+
α2

4
εijkδω

ijk k
m

(
(a3 − h6)

v2

l2
emτ + (a3 + a4) kml ω

l

)
.

δkij 〈FB〉 =
α2

4
εijkR

ij
(
h4δk

k
lω
l + h6δk

k
lk
l
)

+
α2g4

2
εijkDω

iδkjmk
mk

+
α0 (a3 + a4)

4
εijkR

ijδkklω
l +

α2 (a3 + a4)

4
εijkDk

ijδkklω
l

+
α2

4
εijkδk

ij

(
(a3 − h6)

v2

l2
T kτ + (a3 + a4)Dkklω

l − (a3 + a4) kklDω
l

)
.

La variación con respecto a δτ es dada por

δτ 〈FB〉 =

[
c2

l2

(
α2h1

4
+ α0

a3 − h6
4

)
εijkR

ijek + α2
c2

l2
a3 − h6

4
εijkDk

ijek
]
δτ

Por lo que si consideramos que L = LM + L
(4)
ChSAS , donde postulamos la uno forma energı́a momentum.

Ta = ∗
(
δLM
δea

)
T0 = ∗

(
δLM
δτ

)
.



CAPÍTULO 7. ACCIÓN CHERN–SIMONS–ANTONIADIS–SAVVIDY NO RELATIVISTA 73

La ecuación de movimiento es dada por

δτL =

[
c2

l2

(
α2h1

4
+ α0

a3 − h6
4

)
εijkR

ijek + α2
c2

l2
a3 − h6

4
εijkDk

ijek − κ ∗ T0
]
δτ = 0

Luego de calcular los siguientes duales 2, tenemos que,

∗(T0)δτ = −det(g)δσδ T
0
0 δτ

δ
σdx

4

εijkDk
ijekδτ = 2 det(g)

(
δσδDαk

αβ
β −Dδk

σβ
β +Dβk

σβ
δ

)
δτ δσdx

4

εijkR
ijekδτ = det(g) (δσδR− 2Rσδ) δτ

δ
σdx

4.

Ası́ nuestra ecuación de movimiento es[(
α2h1

4
+ α0

a3 − h6
4

)
(δσδR− 2Rσδ) + α2

a3 − h6
2

(
δσδDαk

αβ
β −Dδk

σβ
β +Dβk

σβ
δ

)
+
l2

c2
κδσδ T

0
0 det(g)

]
δτ δσdx

4 = 0 (7.1)

[(
α2h1

4
+ α0

a3 − h6
4

)
(δσδR− 2Rσδ) + α2

a3 − h6
2

(
δσδDαk

αβ
β −Dδk

β
σ β +Dβk

β
σ δ

)
+
l2

c2
κδσδT

0
0

]
det(g)δτ δσdx4 = 0.

Multiplicando la ecuación anterior por gσδ[(
α2h1

4
+ α0

a3 − h6
4

)
(4R− 2R) + α2

a3 − h6
2

(
4Dαk

αβ
β −Dδk

δβ
β +Dβk

δβ
δ

)
+

4l2

c2
κT 0

0

]
det(g)δτ δσdx4 = 0.

Podemos despejar R(
α2h1

4
+ α0

a3 − h6
4

)
R = α2

a3 − h6
4

(
4Dαk

αβ
β − 2Dδk

δβ
β

)
+

2l2

c2
κT 0

0

= α2
a3 − h6

2
Dαk

αβ
β +

2l2

c2
κT00

Tomando las las componentes 00 de (7.1)(
α2h1

4
+ α0

a3 − h6
4

)
(R− 2R00) + α2

a3 − h6
2

(
Dαk

αβ
β −D0k

β
0 β +Dβk

β
0 0

)
+
l2

c2
κT00 = 0

ahora reemplazando R en esta ecuación se tiene

−
(
α2h1

2
+ α0

a3 − h6
2

)
R00 + α2

a3 − h6
2

(
2Dαk

αβ
β −D0k

β
0 β +Dβk

β
0 0

)
+

3l2

c2
κT00 = 0

2Para detalles del cálculo ver apéndice D.
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Teniendo en cuenta que debemos hacer las consideraciones de la gravedad de Newton–Cartan [29], es decir,
R00 = ∇2φ y la métrica se descompone en una parte temporal y otra espacial, g00 = τ0τ0 = 1. Por otro
lado T00 = ρ

∇2φ =
6

α2h1 + α0(a3 − h6)

l2

c2
κρ− 2α2 (a3 − h6)

α2h1 + α0(a3 − h6)

(
2Dαk

αβ
β −D0k

β
0 β +Dβk

β
0 0

)
. (7.2)
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7.3. Álgebras de Galileo tipo II GL
4

El lı́mite no relativista del álgebra AdS–Lorentz corresponde a una S-expansión del álgebra de Newton–
Hooke con extensión central [48], como fue mostrado anteriormente (3.6).

[Jij , Jkl] = δkjJil + δljJki − δkiJjl − δkiJkj
[Jij ,Kk] = δkjKi − δkiKj

[Ki, Pj ] = −δijM
[Jij , Pk] = δkjPi − δkiPj
[Ki, H] = −Pi

[Jij , Zkl] = δkjZil + δljZki − δkiZjl − δkiZkj
[Jij , Zk] = δkjZi − δkiZj
[Pi, H] = Zi

[Zij ,Kk] = δkjZi − δkiZj
[Zij , Zkl] = δkjZil + δljZki − δkiZjl − δkiZkj
[Zij , Zk] = δkjZi − δkiZj
[Zij , Pk] = δkjPi − δkiPj
[Zi, Pj ] = −δijM
[Zi, H] = −Pi.

Podemos demostrar que el álgebra GL
4

puede ser escrita como una suma directa del álgebra de Newton–
Hooke con extensión central y el álgebra Euclidiana en 3 dimensiones E(3). El álgebra GL4 corresponde
al lı́mite no relativista del álgebra L4 ≡ SO(D − 1, 1)⊕ SO(D − 1, 2), ver Ref. [3]. Esto significa que el
álgebra AdSL4 puede ser escrita como suma directa del álgebra de Lorentz y el álgebra Anti De Sitter, los
generadores de la llamada álgebra AdS Lorentz satisfacen las siguientes relaciones de conmutación.

[Jab, Jcd] = ηbcJad + ηadJbc − ηacJbd − ηbdJac, (7.3)
[Jab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac, (7.4)
[Jab, Pc] = ηbcPa − ηacPb, (7.5)

[Zab, Zcd] = ηbcZad + ηadZbc − ηacZbd − ηbdZac, (7.6)
[Zab, Pc] = ηbcPa − ηacPb; [Pa, Pb] = Zab. (7.7)

Esta álgebra fue introducida en Refs. [27, 28]. También fue obtenida desde el álgebra de Maxwell en Ref.
[55] usando un método conocido como deformación de álgebras de Lie y luego desde el álgebra AdS en
Ref. [25] usando el método de S-expansión.

La correspondiente álgebra no relativista el álgebra GL4, entonces es la suma directa GL4 = NH3+1(M)⊕
E(3), dondeNH3+1(M) es el álgebra de Newton–Hooke con extensión central yE(3) es el álgebra Eucli-
diana en 3 dimensiones. Podemos obtener los siguientes sectores del álgebra al realizar el siguiente cambio
de base

K̃i = Ki − Zi, Z̃ij = Jij − Zij
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(a) El álgebra de Newton–Hooke con extensión central

[Jij , Jkl] = δjkJil + δilJjk − δjlJik − δikJjl
[Jij , Pk] = δkjPi − δkiPj
[Jij , Zk] = δkjZi − δkiZj
[Zi, Pj ] = −δijM
[Zi, H] = −Pi
[Pi, H] = Zi (7.8)

(b) El álgebra Euclidiana en 3 dimensiones E(3)

[Z̃ij , Z̃kl] = δjkZ̃il + δilZ̃jk − δjlZ̃ik − δikZ̃jl
[Z̃ij , K̃k] = δkjK̃i − δkiK̃j[
K̃i, K̃j

]
= 0 (7.9)

(c) Y las respectivas relaciones de conmutación entre el resto de generadores con Jij , ya que deben trans-
formar como vectores

[Jij , Pk] = δkjPi − δkiPj
[Jij , Zk] = δkjZi − δkiZj
[Jij , Z̃kl] = δjkZ̃il + δilZ̃jk − δjlZ̃ik − δikZ̃jl
[Jij , K̃k] = δkjK̃i − δkiK̃j (7.10)
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7.4. Acción (ChSAS) para el álgebra GL4

La 1-forma conexión evaluada en esta álgebra es dada por

A =
c

l
τH +

1

l
eiPi +

1

cl
mM +

1

c
ωiKi +

1

2
ωijJij +

1

2
kijZij +

1

c
kiZi

y su correspondiente 2-forma curvatura 3

F = dA+
1

2
[A,A]

=
c

l
dτH +

1

l
(T i − ωiτ + kije

j − kiτ)Pi +
1

cl
(dm− ωiei − kiei)M +

1

c
DωiKi +

1

2
RijJij

+
1

c
(Dki +

c2

l2
eiτ + kijω

j + kijk
j)Zi +

1

2
(Dkij + kikk j

k )Zij .

La 2-forma potencial de gauge

B = BiPi +B0H +B(m)M +
1

2
BijJij +GiKi +

1

2
βijZij + βiZi

y su correspondiente 3-forma curvatura

H = DB = dB + [A,B]

= dB +

[
c

l
τH +

1

l
eiPi +

1

cl
mM +

1

c
ωiKi +

1

2
ωijJij +

1

2
kijZij +

1

c
kiZi,

BkPk +B0H +B(m)M +
1

2
BklJkl +GkKk +

1

2
βklZkl + βkZk

]
= dB +

c

l
τBk[H,Pk] +

c

l
τGk[H,Kk] +

c

l
τβk[H,Zk] +

1

l
eiB0[Pi, H] +

1

2l
eiBkl[Pi, Jkl]

+
1

l
eiGk[Pi,Kk] +

1

2l
eiβkl[Pi, Zkl] +

1

l
eiβk[Pi, Zk] +

1

c
ωiBk[Ki, Pk] +

1

c
ωiB0[Ki, H]

+
1

2c
ωiBkl[Ki, Jkl] +

1

2c
ωiβkl[Ki, Zkl] +

1

2
ωijBk[Jij , Pk] +

1

4
ωijBkl[Jij , Jkl]

+
1

2
ωijGk[Jij ,Kk] +

1

4
ωijβkl[Jij , Zkl] +

1

2
ωijβk[Jij , Zk] +

1

4
kijBkl[Zij , Jkl]

+
1

4
kijβkl[Zij , Zkl] +

1

2
kijβk[Zij , Zk] +

1

2
kijBk[Zij , Pk] +

1

2
kijGk[Zij ,Kk]

+
1

2c
kiBk[Zi, Pk] +

1

c
kkB0[Zk, H] +

1

2c
kiBkl[Zi, Jkl] +

1

2
kiβkl[Zi, Zkl]

= dB0H +

(
DBi +

c

l
τGi +

c

l
τβi − 1

l
Bijej −

1

2
βijej −

1

c
ωiB0 − 1

c
kiB0 + kijBj

)
Pi

+

(
dB(m) +

1

l
eiGi +

1

l
eiβi −

1

c
ωiBi −

1

c
kiBi

)
M +

1

2
DBijJij +

(
DGi − 1

c
Bijωj

)
Ki

+
1

2

(
Dβij − kikBkj + kjkB

ki + kikβ
kj − kjkβ

ki
)
Zij +

(
Dβi − c

l
τBi +

1

l
eiB0

−1

c
Bijkj + kijGj −

1

c
βijωj + kijβj −

1

c
βijkj

)
Zi

3Para detalles del cálculo ver apéndice C.
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H = H0H +HiPi +H(m)M +
1

2
HijJij + LiKi +

1

2
ΘijZij + ΘiZi

H0 = dB0

Hi = DBi +
c

l
τGi +

c

l
τβi − 1

l
Bijej −

1

2
βijej −

1

c
ωiB0 − 1

c
kiB0 + kijBj

H(m) = dB(m) +
1

l
eiGi +

1

l
eiβi −

1

c
ωiBi −

1

c
kiBi

Hij = DBij

Li = DGi − 1

c
Bijωj

Θij = Dβij − kikBkj + kjkB
ki + kikβ

kj − kjkβ
ki

Θi = Dβi − c

l
τBi +

1

l
eiB0 − 1

c
Bijkj + kijGj −

1

c
βijωj + kijβj −

1

c
βijkj .

Postulamos un ansatz para expresar las 2-formas {Bi, B0, B(m), Bij , Gi, βij , βi} como producto cuña de
las 1-formas {τ, ei,m, ωij , ωi, kij , ki}.

Bi =
a1
2l
ωijej +

a2
2l
ωiτ +

a3
2l
kijej +

a4
2l
kiτ +

a5
2c2l

ωim+
a6

2c2l
kim

B0 =
b1
2cl

ωiei +
b2
2cl

kiei

B(m) =
c1
2cl

ωiei +
c2
2cl

kiei

Bij =
d1
2l2

eiej +
d2
2
ωikω

kj +
d3
2c2

ωiωj +
d4
2
kikk

kj +
d5
2c2

kikj

+
d6
2
ωikk

kj +
d7
2
kikω

kj +
d8
2c2

ωikj +
d9
2c2

kiωj

Gi =
f1c

2l2
eiτ +

f2
2cl2

eim+
f3
2c
ωijω

j +
f4
2c
kijω

j +
f5
2c
ωijk

j +
f6
2c
kijk

j

βij =
g1
2l2

eiej +
g2
2
ωikω

kj +
g3
2c2

ωiωj +
g4
2
kikk

kj +
g5
2c2

kikj

+
g6
2
ωikk

kj +
g7
2
kikω

kj +
g8
2c2

ωikj +
g9
2c2

kiωj

βi =
h1c

2l2
eiτ +

h2
cl2

eim+
h3
2c
ωijω

j +
h4
2c
kijω

j +
h5
2c
ωijk

j +
h6
2c
kijk

j .
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Introduciendo el ansatz en las ecuaciones para la 3-forma H.

H0 = DB0

=
b1
2cl

(Dωiei − ωiTi) +
b2
2cl

(Dkiei − kiTi)

Hi = DBi +
c

l
τGi +

c

l
τβi − 1

l
Bijej −

1

l
βijej −

1

c
ωiB0 − 1

c
kiB0 + kijBj

=
a1
2l

(Rijej − ωijTj) +
a1 + d2

2l
ωikω

kjej +
a2
2l

(Dωiτ − ωidτ) +
a3
2l

(
Dkijej − kijTj

)
+
a4
2l

(
Dkiτ − kidτ

)
+

a5
2c2l

(
Dωim− ωidm

)
+

a6
2c2l

(
Dkim− kidm

)
− d3 + b1

2c2l
ωiωjej

−d8 + b2
2c2l

ωikjej −
d4
2l
kikk

kjej −
d5

2c2l
kikjej −

d6
2l
ωikk

kjej −
d7
2l
kikω

kjej

− d9
2c2l

kiωjej +
c

l
τ

(
f2
cl2

eim+
f3
2c
ωijω

j +
f4
2c
kijω

j +
f5
2c
ωijk

j +
f6
2c
kijk

j

)
−1

l

(g2
2
ωikω

kj +
g3
2c2

ωiωj +
g4
2
kikk

kj +
g5
2c2

kikj +
g6
2
ωikk

kj +
g7
2
kikω

kj

+
g8
2c2

ωikj +
g9
2c2

kiωj
)
ej +

c

l
τ

(
h2
cl2

eim+
h3
2c
ωijω

j +
h4
2c
kijω

j +
h5
2c
ωijk

j +
h6
2c
kijk

j

)
−1

c
ωi
(
b1
2cl

ωkek +
b2
2cl

kkek

)
− 1

c
ki
(
b1
2cl

ωkek +
b2
2cl

kkek

)
+kik

(a1
2l
ωkjej +

a2
2l
ωkτ +

a3
2l
kkjej +

a4
2l
kkτ +

a5
2c2l

ωkm+
a6

2c2l
kkm

)

H(m) = DB(m) +
1

l
eiGi −

1

c
ωiBi +

1

l
eiβi −

1

c
kiBi

=
c1
2cl

(Dωiei − ωiTi) +
c2
2cl

(Dkiei − kiTi)

+
1

l

(
f3
2c
ωijω

jei +
f4
2c
kijω

jei +
f5
2c
ωijk

jei +
f6
2c
kijk

jei

)
−1

c
ωi

(a1
2l
ωijej +

a3
2l
kijej +

a4
2l
kiτ +

a6
2c2l

kim
)

+
1

l
ei

(
h3
2c
ωijω

j +
h4
2c
kijω

j +
h5
2c
ωijk

j +
h6
2c
kijk

j

)
−1

c
ki

(a1
2l
ωijej +

a2
2l
ωiτ +

a3
2l
kijej +

a5
2c2l

ωim
)

Hij = DBij

=
d1
2l2

(T iej − eiT j) +
d2
2

(Rikω
kj − ωikRkj) +

d3
2c2

(Dωiωj − ωiDωj)

+
d4
2

(Dkikk
kj − kikDkkj) +

d5
2c2

(Dkikj − kiDkj)

+
d6
2

(Rikk
kj + ωikω

klklj − ωikDkkj) +
d7
2

(Dkikω
kj − kikRkj − kikωklωlj)

+
d8
2c2

(Dωikj − ωiDkj) +
d9
2c2

(Dkiωj − kiDωj)
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Li = DGi − 1

c
Bijωj

=
f1c

2l2
(T iτ − eidτ) +

f2
2cl2

(T im− eidm) +
f3
2c

(Rijω
j + ωikω

k
jω

j − ωijDωj)

+
f4
2c

(Dkijω
j − kijDωj) +

f5
2c

(Rijk
j + ωikω

k
jk
j − ωijDkj) +

f6
2c

(Dkijk
j − kijDkj)

− d1
2cl2

eiejωj −
d2
2c
ωikω

kjωj −
d4
2c
kikk

kjωj −
d5
2c3

kikjωj −
d6
2c
ωikk

kjωj −
d7
2c
kikω

kjωj

− d8
2c3

ωikjωj

Θij = Dβij − kikBkj + kjkB
ki + kikβ

kj − kjkβ
ki

=
g1
2l2

(T iej − eiT j) +
g2
2

(Rikω
kj − ωikRkj) +

g3
2c2

(Dωiωj − ωiDωj)

+
g4
2

(Dkikk
kj − kikDkkj) +

g5
2c2

(Dkikj − kiDkj) +
g6
2

(Rikk
kj − ωikDkkj)

+
g6
2
ωikω

k
lk
lj +

g7
2

(Dkikω
kj − kikRkj)−

g7
2
kikω

k
lω
lj

+
g8
2c2

(Dωikj − ωiDkj) +
g9
2c2

(Dkiωj − kiDωj)− kikBkj + kjkB
ki

+kikβ
kj − kjkβ

ki

Θi = Dβi − c

l
τBi +

1

l
eiB0 − 1

c
Bijkj + kijGj −

1

c
βijωj + kijβj −

1

c
βijkj

=
h1c

2l2
(T iτ − eidτ) +

h2
cl2

(T im− eidm) +
h3
2c

(Rijω
j − ωijDωj)

+
h4
2c

(Dkijω
j − kijDωj) +

h5
2c

(Rijk
j − ωijDkj) +

h6
2c

(Dkijk
j − kijDkj)

−c
l
τ
(a1

2l
ωijej +

a3
2l
kijej +

a5
2c2l

ωim+
a6

2c2l
kim

)
+

1

l
ei
(
b1
2cl

ωjej +
b2
2cl

kjej

)
−1

c

(
d1
2l2

eiej +
d4
2
kikk

kj +
d6
2
ωikk

kj +
d7
2
kikω

kj

)
kj

+kij
(
f1c

2l2
ejτ +

f2
cl2

ejm+
f3
2c
ωjkω

k +
f4
2c
kjkω

k +
f5
2c
ωjkk

k +
f6
2c
kjkk

k

)
−1

c

( g1
2l2

eiej +
g4
2
kikk

kj +
g6
2
ωikk

kj +
g7
2
kikω

kj
)
ωj

+
h5 − d2

2c
ωikω

k
jk
j +

h3 − g2
2c

ωikω
k
jω

j +
g8 − d3

2c3
ωiωjkj +

g5 − d9
2c3

kiωjkj

+kij
(
h1c

2l2
ejτ +

h2
cl2

ejm+
h3
2c
ωikω

k +
h4
2c
kikω

k +
h5
2c
ωikk

k +
h6
2c
kikk

k

)
−1

c

( g1
2l2

eiej +
g2
2
ωikω

kj +
g3
2c2

ωiωj +
g4
2
kikk

kj
)
kj .

Donde las constantes son arbitrarias. Con el objeto de fijar estas constantes debemos exigir que los campos
deben satisfacer las FDA, es decir, si F = 0, entonces, H = 0. La condición F = 0 nos deja las siguientes
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ecuaciones

dτ = 0

T i = ωiτ − kijej + kiτ

dm = ωiei + kiei

Dωi = 0

Rij = 0

Dki = −c
2

l2
eiτ − kijωj − kijkj

Dkij = −kikk j
k .

Al reemplazar esto en H

H0 = − b2
2cl

(
kijω

jei + kiωiτ
)

Hi =
f3 + h3 − a1

2l
ωijωjτ +

a1 + d2 − g2
2l

ωikω
kjej +

f4 + h4 − a3 − a4 + a2
2l

kijωjτ

+
f2 − a6 − h2

2l3
eiτm+

d9 − a6 − b1 − g9
2c2l

kiωjej −
d3 + b1 + a5 + g3

2c2l
ωiωjej

−d8 + b2 + g8 + a5
2c2l

ωikjej −
d4 + g4 − a3

2l
kikk

kjej −
d5 + g5 + a6

2c2l
kikjej

−d6 + g6 − a1
2l

ωikk
kjej −

d7 + g7 − a1
2l

kikω
kjej +

f5 + h5 − a1
2l

ωijk
jτ

+
f6 + h6 − a3

2l
kijk

jτ +
a5

2c2l
kikω

km

H(m) =
a4 + c1 − c2 − a2

2cl
kiωiτ +

f3 + h3 − a1
2cl

ωijω
jei +

f4 + h4 − c2 − a3 + c1
2cl

kijω
jei

+
f5 + h5 − a1

2cl
ωijk

jei +
f6 + h6 − a3

2cl
kijk

jei +
a6 − a5

2c3l
kiωim

Hij =
d1
2l2

(−kikekej + eikjkek) +
d4
2

(−kilklkkkj + kikk
k
lk
lj)

+
d5 + d1

2l2
eiτkj − d5 + d1

2l2
kiejτ +

d5
2c2

(
kikω

k + kikk
k
)
kj − d5

2c2
ki
(
kjkω

k + kjkk
k
)

+
d6
2
ωikω

k
lk
lj +

d6
2
ωikk

k
lk
lj − d7

2
kikω

k
lω
lj − d7

2
kilk

l
kω

kj − d8 + d1
2l2

ωiejτ

− d8
2c2

ωi
(
kjkω

k + kjkk
k
)

+
d9 + d1

2l2
eiτωj +

d9
2c2

(
kikω

k + kikk
k
)
ωj

Li =
f6 + f5 − f1

2l2
ckijejτ +

f2
2cl2

(
ωiτm− kijejm+ kiτm− eikjej

)
+
f3
2c
ωikω

k
jω

j

+
f5
2c

(
ωikω

k
jk
j + ωijk

j
kk
k
)

+
f2 − d1

2cl2
eiejωj +

f6 − d4 − f4
2c

kikk
kjωj

− d5
2c3

kikjωj +
f5 − d6

2c
ωikk

kjωj −
d7
2c
kikω

kjωj −
d8
2c3

ωikjωj
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Θij =
g1 − g8

2l2
ωiτej − g1 − g9

2l2
eiωjτ − g5 − g1

2l2
eiτkj − g5

2c2
kikω

kkj +
g5 − g1

2l2
kiejτ

+
g5
2c2

kikjkω
k +

(
g6
2

+
d2
2
− g2

2

)
ωikω

k
lk
lj −

(
g7
2

+
d2
2
− g2

2

)
kikω

k
lω
lj

+
g8 − d3 − g3

2c2
ωikjkω

k +
g9 + g3 − d3

2c2
kikω

kωj − kik
(
d1
2l2

ekej +
d5
2c2

kkkj

+
d6 − g6

2
ωklk

lj +
d7
2
kklω

lj +
d8 − g8

2c2
ωkkj +

d9
2c2

kkωj
)

+ kjk

(
d1
2l2

ekei +
d5
2c2

kkki

+
d6 − g6

2
ωklk

li +
d7 + g6 − g7

2
kklω

li +
d8 − g8

2c2
ωkki +

d9 + g8 − g9
2c2

kkωi
)

Θi =
h2 + a5

2cl2
ωiτm+

b1 + g1 − h2
2cl2

eiωjej +
h5 − a1

2l2
cωije

jτ +
h5 − g6

2c
ωijk

j
kω

k

−c
l

a6
2c2l

kimτ +
b2 + d1 + g1 − h2

2cl2
eikjej +

c(h6 + h1 + f1 − a3)

2l2
kije

jτ

−1

c

(
d4 + g4 − f6 − h6

2
kikk

kj +
d6 + g6

2
ωikk

kj +
d7 + g7 − f5 − h5

2
kikω

kj

)
kj

+kij
(
f2 + h2
cl2

ejm+
f4 + h6 + h4 − g4

2c
kjkω

k

)
−1

c

(
g7 − f3 − h3

2
kikω

kj

)
ωj +

h5 − d2 − g2
2c

ωikω
k
jk
j

+

(
h3
2c
− g2

2c

)
ωikω

k
jω

j +
g8 − d3 − g3

2c3
ωiωjkj +

g5 − d9 − g9
2c3

kiωjkj .

Ahora de H = 0 se obtiene que el sistema de ecuaciones para las constantes es dado por

a1 = a5 = a6 = 0

b1 = b2 = 0

c2 = a4 − a2 + c1

d1 = d2 = d4 = d5 = d6 = d7 = d8 = d9 = 0

d3 = g1 = g8 = g9

f2 = f3 = f5 = 0

f1 = f4 = f6 = a4 − a2 + a3

g1 = g2 = g5 = g6 = g7 = g8 = g9 = 0

g3 = −d3
g4 = a3

h1 = h2 = h3 = h4 = h5 = 0

h6 = a2 − a4
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Ası́ nuestro ansatz se reduce a

Bi =
a2
2l
ωiτ +

a3
2l
kijej +

a4
2l
kiτ

B0 = 0

B(m) =
c1
2cl

ωiei +
a4 − a2 + c1

2cl
kiei

Bij =
d3
2c2

ωiωj

Gi = (a4 − a2 + a3)

(
c

2l2
eiτ +

1

2c
kijω

j +
1

2c
kijk

j

)
βij = − d3

2c2
ωiωj +

a3
2
kikk

kj

βi =
a2 − a4

2c
kijk

j .

La acción Chern–Simons–Antoniadis–Savvidy viene dada

L
(4)
ChSAS = 〈FB〉 .

Donde usando el teorema VII.2 de [46] (ver sección 2.3) es posible mostrar que los únicos tensores inva-
riantes para GL

4
son

〈JijKk〉 = α0cεijk

〈JijZk〉 = α2cεijk

〈KiZkl〉 = α2cεikl

〈ZijZk〉 = α2cεijk

〈FB〉 =

〈(
c

l
dτH +

1

l
(T i − ωiτ + kije

j − kiτ)Pi +
1

cl
(dm− ωiei − kiei)M +

1

c
DωiKi

+
1

2
RijJij +

1

c
(Dki +

c2

l2
eiτ + kijω

j + kijk
j)Zi +

1

2
(Dkij + kimk j

m)Zij

)
(
BkPk +B0H +B(m)M +

1

2
BklJkl +GkKk +

1

2
βklZkl + βkZk

)〉
=

1

2c
DωiBkl 〈KiJkl〉+

1

2c
Dωiβkl 〈KiZkl〉+

1

2
RijGk 〈JijKk〉+

1

2
Rijβk 〈JijZk〉

+
1

2c
(Dki +

c2

l2
eiτ + kijω

j + kijk
j)Bkl 〈ZiJkl〉

+
1

2c
(Dki +

c2

l2
eiτ + kijω

j + kijk
j)βkl 〈ZiZkl〉

+
1

2
DkijGk 〈ZijKk〉+

1

2
kimk j

mG
k 〈ZijKk〉

+
1

2
Dkijβk 〈ZijZk〉+

1

2
kimk j

mβ
k 〈ZijZk〉
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〈FB〉 =
α0d3
4c2

εiklDω
iωkωl +

α2

4
εiklDω

i

(
−d3
c2
ωkωl + a3k

k
mk

ml

)
+
α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkR

ij

(
c2

l2
eiτ + kijω

j + kijk
j

)
+α2

a2 − a4
4

εijkR
ijkkmk

m +
α2d3
4c2

εiklDk
iωkωl +

α2d3
4l2

εikle
iτωkωl

+
α2d3
4c2

εiklk
i
jω

jωkωl +
α2d3
4c2

εiklk
i
jk
jωkωl +

α2

4
εiklDk

i

(
−d3
c2
ωkωl + a3k

k
mk

ml

)
+
α2

4

c2

l2
εikle

iτ

(
−d3
c2
ωkωl + a3k

k
mk

ml

)
+
α2

4
εiklk

i
jω

j

(
−d3
c2
ωkωl + a3k

k
mk

ml

)
+
α2

4
εiklk

i
jk
j

(
−d3
c2
ωkωl + a3k

k
mk

ml

)
+ α2

a2 − a4
4

εijkDk
ijkkmk

m

+
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkDk

ij

(
c2

l2
eiτ + kijω

j + kijk
j

)
+
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkk

imk j
m

(
c2

l2
eiτ + kijω

j + kijk
j

)
+α2

a2 − a4
4

εijkk
imk j

mk
k
mk

m.

Introduciendo nuestro ansatz

〈FB〉 =
α0d3
4c2

εiklDω
iωkωl +

α2

4
εiklDω

i

(
−d3
c2
ωkωl + a3k

k
mk

ml

)
+
α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkR

ij

(
c2

l2
ekτ + kkmω

m + kkmk
m

)
+α2

a2 − a4
4

εijkR
ijkkmk

m +
α2d3
4c2

εiklDk
iωkωl +

α2d3
4l2

εikle
iτωkωl

+
α2d3
4c2

εiklk
i
jω

jωkωl +
α2d3
4c2

εiklk
i
jk
jωkωl

+
α2

4
εiklDk

i

(
−d3
c2
ωkωl + a3k

k
mk

ml

)
+
α2

4

c2

l2
εikle

iτ

(
−d3
c2
ωkωl + a3k

k
mk

ml

)
+
α2

4
εiklk

i
jω

j

(
−d3
c2
ωkωl + a3k

k
mk

ml

)
+
α2

4
εiklk

i
jk
j

(
−d3
c2
ωkωl + a3k

k
mk

ml

)
+
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkDk

ij

(
c2

l2
ekτ + kkmω

m + kkmk
m

)
+
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkk

imk j
m

(
c2

l2
ekτ + kkmω

m + kkmk
m

)
+α2

a2 − a4
4

εijkDk
ijkkmk

m + α2
a2 − a4

4
εijkk

imk j
mk

k
mk

m.
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De donde observamos que cuando c, l→∞ la acción se reduce

〈FB〉 =
α2a3

4
εiklDω

ikkmk
ml +

α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkR

ij

(
c2

l2
ekτ + kkmω

m + kkmk
m

)
+α2

a2 − a4
4

εijkR
ijkkmk

m +
α2a3

4
εiklDk

ikkmk
ml

+
α2a3

4

c2

l2
εikle

iτkkmk
ml +

α2a3
4

εiklk
i
jω

jkkmk
ml +

α2a3
4

εiklk
i
jk
jkkmk

ml

+
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkDk

ij

(
c2

l2
ekτ + kkmω

m + kkmk
m

)
+
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkk

imk j
m

(
c2

l2
ekτ + kkmω

m + kkmk
m

)
+α2

a2 − a4
4

εijkDk
ijkkmk

m + α2
a2 − a4

4
εijkk

imk j
mk

k
mk

m

〈FB〉 =
α2a3

4
εijkDω

ikjmk
mk +

α0(a4 − a2 + a3)

4

c2

l2
εijkR

ijekτ

+
α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkR

ijkkmω
m +

(
α0(a4 − a2 + a3)

4
+ α2

a2 − a4
4

)
εijkR

ijkkmk
m

+
α2a3

4
εijkDk

ikjmk
mk +

α2a3
4

c2

l2
εijke

iτkjmk
mk +

α2a3
4

εijkk
i
lω
lkjmk

mk

+
α2a3

2
εijkk

ilk j
l k

k
mk

m +
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkDk

ij

(
c2

l2
ekτ + kkmω

m

)
+
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkk

imk j
m

(
c2

l2
ekτ + kkmω

m

)
+
α2a3

4
εijkDk

ijkkmk
m.
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7.4.1. Ecuaciones de movimiento:

δe 〈FB〉 =
α0(a4 − a2 + a3)

4

v2

l2
εijkR

ijδekτ +
α2(a4 − a2 + a3)

4

v2

l2
εijkDk

ijδekτ

+
α2(a4 − a2 + 2a3)

4

v2

l2
εijkk

imk j
mδe

kτ.

δωi 〈FB〉 =
α2a3

4
εijkδ(Dω

i)kjmk
mk +

α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkR

ijkkmδω
m

+
α2(a4 − a2 + 2a3)

4
εijkk

imk j
mk

k
mδω

m +
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkDk

ijkkmδω
m

=
α2a3

2
εijkδω

iDkjmk
mk +

α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkR

ijkkmδω
m

+
α2(a4 − a2 + 2a3)

4
εijkk

imk j
mk

k
mδω

m +
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkDk

ijkkmδω
m

Dkεijk = 0,

k f
i εfjk + k f

j εifk + k f
k εijf = 0,

k f
i Dk

ijδωkεfjk + k f
j Dk

ijδωkεifk + k f
k Dk

ijδωkεijf = 0,

δωiDkjmk k
m εijk − δωiDkjmk k

m εijk −Dkijkkmδωmεijk = 0,

εijk
[
2δωiDkjmk k

m +Dkijkkmδω
mε
]

= 0,

2εijkδω
iDkjmk k

m = −εijkDkijkkmδωm

δωi 〈FB〉 = −α2a3
4

εijkDk
ijkkmδω

m +
α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkR

ijkkmδω
m

+
α2(a4 − a2 + 2a3)

4
εijkk

imk j
mk

k
mδω

m +
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkDk

ijkkmδω
m

=
α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkR

ijkkmδω
m +

α2(a4 − a2)

4
εijkDk

ijkkmδω
m

+
α2(a4 − a2 + 2a3)

4
εijkk

imk j
mk

k
mδω

m

δki 〈FB〉 =

(
α0(a4 − a2 + a3)

4
+ α2

a2 − a4
4

)
εijkR

ijkkmδk
m +

α2a3
4

εijkδ(Dk
i)kjmk

mk

+
α2a3

4
εijkDk

ijkkmδk
m +

α2a3
2

εijkk
imk j

mk
k
mδk

m

=

(
α0(a4 − a2 + a3)

4
+ α2

a2 − a4
4

)
εijkR

ijkkmδk
m +

α2a3
2

εijkδk
iDkjmk

mk

+
α2a3

4
εijkDk

ijkkmδk
m +

α2a3
2

εijkk
imk j

mk
k
mδk

m

=

(
α0(a4 − a2 + a3)

4
+ α2

a2 − a4
4

)
εijkR

ijkkmδk
m − α2a3

4
εijkDk

ijkkmδk
m

+
α2a3

4
εijkDk

ijkkmδk
m +

α2a3
2

εijkk
imk j

mk
k
mδk

m

=

(
α0(a4 − a2 + a3)

4
+ α2

a2 − a4
4

)
εijkR

ijkkmδk
m +

α2a3
2

εijkk
imk j

mk
k
mδk

m
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δωij 〈FB〉 =
α2a3

4
εijkδ(Dω

i)kjmk
mk +

α0(a4 − a2 + a3)

4

v2

l2
εijkδR

ijekτ

+
α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkδR

ijkkmω
m +

α2a3
4

εijkδ(Dk
ij)kkmk

m

+
α2a3

4
εijkδ(Dk

i)kjmk
mk +

α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkδ(Dk

ij)

(
v2

l2
ekτ + kkmω

m

)
+

(
α0(a4 − a2 + a3)

4
+ α2

a2 − a4
4

)
εijkδR

ijkkmk
m

=
α2a3

4
εijkδω

ilωlk
j
mk

mk +
α0(a4 − a2 + a3)

4

v2

l2
εijkδω

ijT kτ

+
α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkδω

ijDkkmω
m +

α2a3
2

εijkδω
imk j

mk
k
mk

m

−α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkδω

ijkkmDω
m +

α2a3
4

εijkδω
ilklk

j
mk

mk

+

(
α0(a4 − a2 + a3)

4
+ α2

a2 − a4
4

)
εijkδω

ijDkkmk
m

−
(
α0(a4 − a2 + a3)

4
+ α2

a2 − a4
4

)
εijkδω

ijkkmDk
m

+
α2(a4 − a2 + a3)

2
εijkδω

imk j
m

(
v2

l2
ekτ + kkmω

m

)

Dkεijk = 0,

k f
i εfjk + k f

j εifk + k f
k εijf = 0,

k f
i δω

ijωmk
mkεfjk + k f

j δω
ijωmk

mkεifk + k f
k δω

ijωmk
mkεijf = 0,

δωiDkjmk k
m εijk − δωiDkjmk k

m εijk −Dkijkkmδωmεijk = 0,

εijk
[
2δωiDkjmk k

m +Dkijkkmδω
mε
]

= 0,

2εijkδω
iDkjmk k

m = −εijkDkijkkmδωm

δkij 〈FB〉 =
α2a3

2
εijkDω

ikjmδk
mk +

α0(a4 − a2 + a3)

4

v2

l2
εijkR

ijekτ

+

(
α0(a4 − a2 + a3)

4
+ α2

a2 − a4
4

)
εijkR

ijδkkmk
m

+
α0(a4 − a2 + a3)

4
εijkR

ijδkkmω
m +

α2a3
2

εijkDk
ikjmδk

mk

+
α2a3

2

v2

l2
εijke

iτkjmδk
mk +

3

2
α2a3εijkk

imk j
mδk

k
mk

m

+
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkδ(Dk

ij)

(
v2

l2
ekτ + kkmω

m

)
+
α2(a4 − a2 + a3)

4
εijkDk

ijδkkmω
m +

α2(a4 − a2 + a3)

2

v2

l2
εijkδk

imk j
me

kτ

+
3

4
α2(a4 − a2 + 2a3)εijkk

imk j
mδk

k
mω

m +
α2a3

4
εijkδ(Dk

ij)kkmk
m

+
α2a3

4
εijkDk

ijδkkmk
m.
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La variación con respecto a δτ escrito en lenguaje coordenado es dada por

δτ 〈FB〉 =

[
(a4 − a2 + a3)

4

c2

l2
εijk

(
α0R

ijek + α2Dk
ijek

)
+ α2

c2

l2

(
a4 − a2

4
+
a3
2

)
εijkk

imk j
me

k

]
δτ.

Por lo que si consideramos que L = LM + L
(4)
ChSAS , donde postulamos la uno forma energı́a momentum.

Ta = ∗
(
δLM
δea

)
T0 = ∗

(
δLM
δτ

)
.

La ecuación de movimiento es dada por

δτL =

[
(a4 − a2 + a3)

4

c2

l2
εijk

(
α0R

ijek + α2Dk
ijek

)
+α2

c2

l2

(
a4 − a2

4
+
a3
2

)
εijkk

imk j
me

k − κ ∗ T0
]
δτ

= 0

Luego de calcular los siguientes duales 4, tenemos que,

∗(T0)δτ = −det(g)δσδ T
0
0 δτ

δ
σdx

4

εijkDk
ijekδτ = 2 det(g)

(
δσδDαk

αβ
β −Dδk

σβ
β +Dβk

σβ
δ

)
δτ δσdx

4

εijkR
ijekδτ = det(g) (δσδR− 2Rσδ) δτ

δ
σdx

4

εijkk
imk j

me
kδτ = det(g)

[
δσδ

(
kαγαk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α

)
−
(
kσγδk

β
γ β − k

σγ
βk

β
γ δ

)
+
(
kαβδk

σ
β α − kαβαk σ

β δ

)]
δτ δσdx

4.

Ası́ nuestra ecuación de movimiento es[
α0(a4 − a2 + a3)

2
(δσδR− 2Rσδ) + α2(a4 − a2 + a3)

(
δσδDαk

αβ
β −Dδk

β
σ β +Dβk

β
σ δ

)
+α2 (a4 − a2 + 2a3)

(
δσδ

(
kαγαk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α

)
−
(
kσγδk

β
γ β − k

σγ
βk

β
γ δ

)
+
(
kαβδk

σ
β α − kαβαk σ

β δ

))
+

2l2

c2
κδσδT

0
0 det(g)δτ δσdx4

]
= 0. (7.11)

Multiplicando la ecuación anterior por gσδ[
α0(a4 − a2 + a3)

4
(4R− 2R) +

α2(a4 − a2 + a3)

2

(
4Dαk

αβ
β −Dδk

δβ
β +Dβk

δβ
δ

)
+2α2 (a4 − a2 + 2a3)

((
kαγαk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α

)
−
(
kσγδk

β
γ β − k

σγ
βk

β
γ δ

)
+
(
kαβδk

σ
β α − kαβαk σ

β δ

))
+

4l2

c2
κT 0

0

]
det(g)δτ δσdx

4 = 0.

4Para detalles del cálculo ver apéndice D.
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Podemos despejar R

α0(a4 − a2 + a3)

2
R =

α2(a4 − a2 + a3)

2

(
4Dαk

αβ
β − 2Dδk

δβ
β

)
+α2 (a4 − a2 + a3)

((
kαγαk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α

)
−
(
kσγδk

β
γ β − k

σγ
βk

β
γ δ

)
+
(
kαγδk

σ
γ α − kαγαk σ

γ δ

)
+

4l2

c2
κT 0

0

= α2(a4 − a2 + a3)Dαk
αβ
β + α2 (a4 − a2 + 2a3)

((
kαγαk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α

)
−
(
kσγδk

β
γ β − k

σγ
βk

β
γ δ

)
+
(
kαβδk

σ
β α − kαβαk σ

β δ

))
+

4l2

c2
κT 0

0

Si tomamos las componentes 00 de la ecuación (7.11)[
α0(a4 − a2 + a3)

2
(R− 2R00) + α2(a4 − a2 + a3)

(
Dαk

αβ
β −D0k

β
0 β +Dβk

β
0 0

)
+α2 (a4 − a2 + 2a3)

((
kαγαk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α

)
−
(
k0γ0k

β
γ β − k

0γ
βk

β
γ 0

)
+
(
kαβ0k

0
β α − kαβαk 0

β 0

))
+

2l2

c2
κT 0

0

]
= 0

ahora reemplazando R en esta ecuación se tiene[
−α0(a4 − a2 + a3)R00 + α2(a4 − a2 + a3)

(
2Dαk

αβ
β −D0k

β
0 β +Dβk

β
0 0

)
+2α2 (a4 − a2 + 2a3)

((
kαγαk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α

)
−
(
k0γ0k

β
γ β − k

0γ
βk

β
γ 0

)
+
(
kαβ0k

0
β α − kαβαk 0

β 0

))
+

6l2

c2
κT00

]
= 0.

Teniendo en cuenta que debemos hacer las consideraciones de la gravedad de Newton–Cartan [29], es decir,
R00 = ∇2φ y la métrica se descompone en una parte temporal y otra espacial, g00 = τ0τ0 = 1. Por otro
lado T00 = ρ

∇2φ =
6

α0(a4 − a2 + a3)

l2

c2
κρ+

α2

α0

(
2Dαk

αβ
β −D0k

β
0 β +Dβk

β
0 0

)
+

2α2

α0

(
1 +

a3
(a4 − a2 + a3)

)((
kαγαk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α

)
−
(
k0γ0k

β
γ β − k

0γ
βk

β
γ 0

)
+
(
kαβ0k

0
β α − kαβαk 0

β 0

))
. (7.12)



Capı́tulo 8

Teorı́a Mond desde gravedad (ChSAS)

La ecuaciones de Poisson modificadas (7.2) y (7.12) sugieren una posible conexión con la llamada
teorı́a de Newton modificada o (Mond) por sus siglas en inglés. Está teorı́a fue formulada por primera vez
por Milgrom y Bekenstein en Ref. [54] y consiste en una modificación en la ecuación de Poisson y puede
ser derivada desde el siguiente lagrangeano

LMond = −
∫
d3r

ρϕ+
a20

8πG
F


(
~∇ϕ
)2

a20




donde F(x2) es una función arbitraria. La variación de LMond con respecto a ϕ nos entrega la ecuación de
movimiento

~∇ ·

µ

∣∣∣~∇ϕ∣∣∣
a0

 ~∇ϕ

 = 4πGρ

con µ(x) = F
′
(x2). La expresión anterior puede ser escrita como

µ(x)∇2ϕ(x) = 4πGρ− ~∇µ(x) · ~∇ϕ(x). (8.1)

Si se define un ansatz para el campo kµνρ , donde las componentes no nulas son dadas por

ki00 = −k0i0 = σ(x)δij∂jφ(x).

Notemos que kµνρ no depende del tiempo.
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8.1. Caso para el álgebra de Galileo tipo I GB
4

Introduciendo este ansatz en (7.2) nostros tenemos

2Dµk
µν
ν −D0k

β
0 β −Dµk

µ
00 = 2D0k

0ν
ν + 2Dik

iν
ν −D0k

0
0 0 −D0k

k
0 k +D0k

0
00 −Dik

i
00

= 2D0k
00
0 + 2D0k

0k
k + 2Dik

i0
0 + 2Dik

ik
k −Dik

i
00

= 2Dik
i0
0 −Dik

i
00

= Dik
i0
0.

La derivada covariante es D = ∂ + Γ, donde Γ es el sı́mbolo de Christoffel. Pero siguiendo a [29] y
usando la siguiente expresión para la componente no nula de la conexión de espı́n

Γi00 = δij∂jφ(x).

Podemos encontrar que

Dik
i0
0 = ∂ik

i0
0 + Γiiρk

ρ0
0 + Γ0

iρk
iρ
0

= ∂ik
i0
0

= ∂i
[
σ(x)δij∂jφ(x)

]
= ∂iσ(x)δij∂jφ(x) + σ(x)δij∂i∂jφ(x)

= ~∇σ(x) · ~∇φ(x) + σ(x)∇2φ(x). (8.2)

Además, si definimos por simplicidad las constantes en la ecuación (7.2) como

α =
1

a2h1 + a0(a3 − h6)

β = 2a2(a3 − h6)

e introduciendo (8.2) en la ecuación de Poisson modificada, obtenemos lo siguiente

∇2φ(x) = 6α
l2

c2
κρ− αβ

[
~∇σ(x) · ~∇φ(x) + σ(x)∇2φ(x)

]
[1 + αβσ(x)]∇2φ(x) = 6α

l2

c2
κρ− αβ~∇σ(x) · ~∇φ(x). (8.3)

Si ahora se compara (8.1) con (8.3), podemos ver que φ(x) = ϕ(x) y la función σ(x) depende de µ(x) de
la siguiente manera

µ(x) = 1 + αβσ(x)

σ(x) =
µ(x)− 1

αβ
.

Entonces, la ecuación (8.3) corresponde a la ecuación de la teorı́a (Mond) (8.1) si realizamos la siguiente
identificación de las constantes

α =
4πGc2

6l2κ
=

c2

12l2

β = 1

con κ = 8πG, c la velocidad de la luz y l es el radio cósmico.

µ(x)∇2ϕ(x) = 4πGρ− ~∇µ(x) · ~∇ϕ(x)
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8.2. Caso para el álgebra de Galileo tipo II GL
4

Introduciendo este ansatz en (7.12), se puede ver que esta ecuación es reducida a la misma expresión de
(7.2) excepto por el último término. Si se calcula el último término de (7.12) se tiene que

kαγαk
β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α = k0γ0k

β
γ β + kiγik

β
γ β − k

0γ
βk

β
γ 0 − k

iγ
βk

β
γ i

= k0γ0k
β
γ β − k

0γ
βk

β
γ 0

= k000k
β

0 β + k0i0k
β
i β − k

00
βk

β
0 0 − k0iβk

β
i 0

= k0i0k
β
i β − k

0i
βk

β
i 0

= k0i0k
0
i 0 + k0i0k

j
i j − k

0i
0k

0
i 0 − k0ijk

j
i 0

= k0i0k
0
i 0 − k0i0k 0

i 0

= 0

k0γ0k
β
γ β − k

0γ
βk

β
γ 0 = k000k

β
0 β + k0i0k

β
i β − k

00
βk

β
0 0 − k0iβk

β
i 0

= k0i0k
β
i β − k

0i
βk

β
i 0

= k0i0k
0
i 0 + k0i0k

j
i j − k

0i
0k

0
i 0 − k0ijk

j
i 0

= k0i0k
0
i 0 − k0i0k 0

i 0

= 0

kαγ0k
0
γ α − kαγαk 0

γ 0 = k0γ0k
0
γ 0 + kiγ0k

0
γ i − k

0γ
0k

0
γ 0 − k

iγ
ik

0
γ 0

= k0γ0k
0
γ 0 − k

0γ
0k

0
γ 0

= 0

Ahora si definimos por simplicidad las constantes en la ecuación (7.12) como

α =
1

α0(a4 − a2 + a3)

β =
α2

α0

podemos encontrar que

∇2φ(x) = 6α
l2

c2
κρ+ β

[
~∇σ(x) · ~∇φ(x) + σ(x)∇2φ(x)

]
[1− βσ(x)]∇2φ(x) = 6α

l2

c2
κρ+ β~∇σ(x) · ~∇φ(x) (8.4)

Al comparar (8.1) con (8.4), se observa que φ(x) = ϕ(x) y la función σ(x) dependen de µ(x) de la
siguiente manera

µ(x) = 1− βσ(x)

σ(x) =
1− µ(x)

β
.
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Entonces, la ecuación (8.3) corresponde a la ecuación de la teorı́a (Mond) (8.1) si realizamos la siguiente
identificación de las constantes

α =
4πGc2

6l2κ
=

c2

12l2

β = −1

con κ = 8πG, c la velocidad de la luz y l es el radio cósmico.

µ(x)∇2ϕ(x) = 4πGρ− ~∇µ(x) · ~∇ϕ(x).



Capı́tulo 9

Conclusiones

En esta tesis fue analizada una acción en 5 dimensiones S = Sg+SM que esta compuesta por un sector
gravitatorio y un sector de materia, donde el sector gravitacional, es dado por la gravedad de Newton–
Chern–Simons, en lugar de la acción de Einstein–Hilbert. El sector de materia es descrito por un fluido per-
fecto. Fueron estudiadas las implicaciones en la evolución cosmológica, al reemplazar la acción de Einstein–
Hilbert por la acción Newton–Chern–Simons para una métrica de Friedman–Lemaitre–Robertson–Walker.
También se demuestra que la cosmologı́a Newton–Chern–Simons es una especie de análogo de la versión
proyectable de la teorı́a de Hořava–Lifshitz en (3 + 1) dimensiones, aunque el término que contiene Q, no
está presente.
En particular, fue demostrado que no hay solución de De Sitter, aunque el comportamiento se produce en un
futuro lejano. Además, se encuentra una solución fantasma con una singularidad futura, que recuerda a un
pequeño Big Rip. Finalmente, una breve revisión de la adiabaticidad en la evolución cósmica fue realizada.

Por otro lado fueron calculadas acciones Chern–Simons–Antoniadis–Savvidy no relativistas en 4 di-
mensiones para teorı́as de gauge de alto orden, en el contexto de la formulación de Newton–Cartan, me-
diante el gaugeo de las álgebras de Galileo generalizadas GB4 y GL4 , lo cual conduce a ecuaciones de
Poisson modificadas que en algunos casos particulares, nos vinculan con el enfoque de la gravedad MOND.
Estas modificaciones a las ecuaciones de Poisson podrı́an entenderse como consecuencia de los efectos de
la materia oscura. Este resultado podrı́a llevarnos a pensar que la materia oscura puede interpretarse como
un lı́mite no relativista de la energı́a oscura.
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Apéndice A

Cáculo duales de Hodge para la acción
(CS)

∗(T0)δτ =
1

4!
ε0ijklT

0
0e
iejekelδτ

=
1

4!
ε0ijklT

0
0e
i
µe
j
νe
k
ρe
l
φδτσdx

µdxνdxρdxφdxσ

=
1

4!
εijkl0T

0
0e
i
µe
j
νe
k
ρe
l
φτδδτ

δ
σdx

µdxνdxρdxφdxσ

=
det(g)

4!
εµνρφδε

µνρφσT 0
0δτ

δ
σdx

5

=
det(g)

4!
δµνρφσµνρφδ T

0
0δτ

δ
σdx

5

=
det(g)

4!
4!δσδ T

0
0δτ

δ
σdx

5

= det(g)δσδ T
0
0 δτ

δ
σdx

5.

y al escribir en lenguaje coordenado y tomando las siguientes consideraciones, τµ = ∂µf(xν) = δ0µ,
τµ = (1, τ i) con f(xν) = t, siendo t el tiempo absoluto. Además τµτµ = 1.

∗(Ti)δei =
1

4!
εijkl0T

i
ie
jekelτδei

=
1

4!
εijkl0T

i
ie
j
µe
k
νe
l
ρτ φδe

i
σdx

µdxνdxρdxφdxσ

=
1

4!
εijkl0T

i
ie
j
µe
k
νe
l
ρτ φe

i
δδe

δ
σdx

µdxνdxρdxφdxσ

=
det(g)

4!
εµνρφδε

µνρφσT iiδe
δ
σdx

5

=
det(g)

4!
δµνρφσµνρφδ T

i
iδe

δ
σdx

5

=
det(g)

4!
4!δσδ T

i
iδe

δ
σdx

5

= det(g)δσδ T
i
i δe

δ
σdx

5.
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εijkl0R
ijekelδτ = εijkl0R

ijekelδτ

=
1

2
εijkl0R

αβ
µνe

i
αe
j
βe
k
ρe
l
φτδδτ

δ
σdx

udxνdxρdxφdxσ

=
det(g)

2
εijkl0ε

µνρφσRαβµνe
i
αe
j
βe
k
ρe
l
φτδδτ

δ
σdx

5

=
det(g)

2
εαβρφδε

µνρφσRαβµνδτ
δ
σdx

5

=
det(g)

2
δµνρφσαβρφδR

αβ
µνδτ

δ
σdx

5

=
det(g)

2
2!δσµνδαβR

αβ
µνδτ

δ
σdx

5

= det(g)
(
δσδ δ

µν
αβ − δ

σ
αδ

µν
δβ + δσβδ

µν
δα

)
Rαβµνδτ

δ
σdx

5

= det(g)
(
δσδ 2!Rαβαβ − δ

σ
α2!Rαβδβ + δσβ2!Rαβδα

)
δτ δσdx

5

= 2 det(g)
(
δσδR

αβ
αβ −R

σβ
δβ +Rασδα

)
δτ δσdx

5

= 2 det(g) (δσδR− 2Rσδ) δτ
δ
σdx

5

= 2 det(g) (δσδR− 2Rσδ) δτ
δ
σdx

5.

εijkl0R
ijekτδel = εijkl0R

ijekτδel

=
1

2
εijkl0R

αβ
µνe

i
αe
j
βe
k
ρτφe

l
δδe

δ
σdx

udxνdxρdxφdxσ

=
det(g)

2
εijkl0ε

µνρφσRαβµνe
i
αe
j
βe
k
ρτφe

l
δδe

δ
σdx

5

= −det(g)

2
εαβρφδε

µνρφσRαβµνδe
δ
σdx

5

= −det(g)

2
δµνρφσαβρφδR

αβ
µνδe

δ
σdx

5

= −det(g)

2
2!δσµνδαβR

αβ
µνδe

δ
σdx

5

= − det(g)
(
δσδ δ

µν
αβ − δ

σ
αδ

µν
δβ + δσβδ

µν
δα

)
Rαβµνδe

δ
σdx

5

= − det(g)
(
δσδ 2!Rαβαβ − δ

σ
α2!Rαβδβ + δσβ2!Rαβδα

)
δeδσdx

5

= −2 det(g)
(
δσδR

αβ
αβ −R

σβ
δβ +Rασδα

)
δeδσdx

5

= −2 det(g) (δσδR− 2Rσδ) δe
δ
σdx

5

= −2 det(g) (δσδR− 2Rσδ) δe
δ
σdx

5.



Apéndice B

Curvatura álgebra GB4

F = dA+
1

2
[A,A]

= d

(
c

l
τH +

1

l
eiPi +

1

cl
mM +

1

c
ωiKi +

1

2
ωijJij +

1

2
kijZij +

1

c
kiZi

)
+

1

2

[(
c

l
τH +

1

l
eiPi +

1

cl
mM +

1

c
ωiKi +

1

2
ωijJij +

1

2
kijZij +

1

c
kiZi

)
,

(
c

l
τH +

1

l
ekPk

+
1

cl
mM +

1

c
ωkKk +

1

2
ωklJkl +

1

2
kklZkl +

1

c
kkZk

)]
=

c

l
dτH +

1

l
deiPi +

1

cl
dmM +

1

c
dωiKi +

1

2
dωijJij +

1

2
dkijZij +

1

c
dkiZi +

c2

2l2
τ2[H,H]

+
c

2l2
τek[H,Pk] +

1

2l2
τm[H,M ] +

1

2l
τωk[H,Kk] +

c

4l
τωkl[H,Jkl] +

c

4l
τkkl[H,Zkl]

+
1

2l
τkk[H,Zk] +

c

2l2
eiτ [Pi, H] +

1

2cl
eiek[Pi, Pk] +

1

2cl2
eim[Pi,M ] +

1

2cl
eiωk[Pi,Kk]

+
1

4l
eiωkl[Pi, Jkl] +

1

4l
eikkl[Pi, Zkl] +

1

2cl
eikk[Pi, Zk] +

1

2cl
m[M,A] +

1

2l
ωiτ [Ki, H]

+
1

2cl
ωiek[Ki, Pk] +

1

2c2l
ωim[Ki,M ] +

1

2c2
ωiωk[Ki,Kk] +

1

4c
ωiωkl[Ki, Jkl]

+
1

4c
ωikkl[Ki, Zkl] +

1

2c2
ωikk[Ki, Zk] +

c

4l
ωijτ [Jij , H] +

1

4l
ωijek[Jij , Pk]

+
1

4cl
ωijm[Jij ,M ] +

1

4c
ωijωk[Jij ,Kk] +

1

8
ωijωkl[Jij , Jkl] +

1

8
ωijkkl[Jij , Zkl]

+
1

4c
ωijkk[Jij , Zk] +

c

4l
kijτ [Zij , H] +

1

4l
kijek[Zij , Pk] +

1

4cl
kijm[Zij ,M ]

+
1

4c
kijωk[Zij ,Kk] +

1

8
kijωkl[Zij , Jkl] +

1

8
kijkkl[Zij , Zkl] +

1

4c
kijkk[Zij , Zk]

+
1

2l
kiτ [Zi, H] +

1

2cl
kiek[Zi, Pk] +

1

2c2l
kim[Zi,M ] +

1

2c2
kiωk[Zi,Kk] +

1

4c
kiωkl[Zi, Jkl]

+
1

4c
kikkl[Zi, Zkl] +

1

2c2
kikk[Zi, Zk]
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F =
c

l
dτH +

1

l
deiPi +

1

cl
dmM +

1

c
dωiKi +

1

2
dωijJij +

1

2
dkijZij +

1

c
dkiZi +

c

2l2
τek[H,Pk]

+
1

2l
τωk[H,Kk] +

c

2l2
eiτ [Pi, H] +

1

2cl
eiωk[Pi,Kk] +

1

4l
eiωkl[Pi, Jkl] +

1

2l
ωiτ [Ki, H]

+
1

2cl
ωiek[Ki, Pk] +

1

4c
ωiωkl[Ki, Jkl] +

1

4c
ωikkl[Ki, Zkl] +

1

4l
ωijek[Jij , Pk]

+
1

4c
ωijωk[Jij ,Kk] +

1

8
ωijωkl[Jij , Jkl] +

1

8
ωijkkl[Jij , Zkl] +

1

4c
ωijkk[Jij , Zk]

+
1

4c
kijωk[Zij ,Kk] +

1

8
kijωkl[Zij , Jkl] +

1

4c
kiωkl[Zi, Jkl]

F =
c

l
dτH +

1

l
deiPi +

1

cl
dmM +

1

c
dωiKi +

1

2
dωijJij +

1

2
dkijZij +

1

c
dkiZi +

c

l2
eiτ [Pi, H]

+
1

cl
eiωk[Pi,Kk] +

1

l
ωiτ [Ki, H] +

1

2l
ωijek[Jij , Pk] +

1

2c
ωijωk[Jij ,Kk] +

1

8
ωijωkl[Jij , Jkl]

+
1

4
ωijkkl[Jij , Zkl] +

1

2c
ωijkk[Jij , Zk] +

1

2c
kijωk[Zij ,Kk]

=
c

l
dτH +

1

l

(
deiPi +

1

2
ωijek[Jij , Pk] + ωiτ [Ki, H]

)
+

1

cl

(
dmM + eiωk[Pi,Kk]

)
+

1

c

(
dωiKi

+
1

2
ωijωk[Jij ,Kk]

)
+

1

2

(
dωijJij +

1

4
ωijωkl[Jij , Jkl]

)
+

1

c

(
dkiZi +

1

2
ωijkk[Jij , Zk]

+
c2

l2
eiτ [Pi, H] +

1

2
kijωk[Zij ,Kk]

)
+

1

2

(
dkijZij +

1

2
ωijkkl[Jij , Zkl]

)

F =
c

l
dτH +

1

l
(T i − ωiτ)Pi +

1

cl
(dm− ωiei)M +

1

c
DωiKi +

1

2
RijJij

+
1

c
(Dki +

c2

l2
eiτ + kijω

j)Zi +
1

2
DkijZij .



Apéndice C

Curvatura álgebra GL4

F = dA+
1

2
[A,A]

= d

(
c

l
τH +

1

l
eiPi +

1

cl
mM +

1

c
ωiKi +

1

2
ωijJij +

1

2
kijZij +

1

c
kiZi

)
+

1

2

[(
c

l
τH +

1

l
eiPi +

1

cl
mM +

1

c
ωiKi +

1

2
ωijJij +

1

2
kijZij +

1

c
kiZi

)
,

(
c

l
τH +

1

l
ekPk

+
1

cl
mM +

1

c
ωkKk +

1

2
ωklJkl +

1

2
kklZkl +

1

c
kkZk

)]
=

c

l
dτH +

1

l
deiPi +

1

cl
dmM +

1

c
dωiKi +

1

2
dωijJij +

1

2
dkijZij +

1

c
dkiZi +

c2

2l2
τ2[H,H]

+
c

2l2
τek[H,Pk] +

1

2l2
τm[H,M ] +

1

2l
τωk[H,Kk] +

c

4l
τωkl[H,Jkl] +

c

4l
τkkl[H,Zkl]

+
1

2l
τkk[H,Zk] +

c

2l2
eiτ [Pi, H] +

1

2cl
eiek[Pi, Pk] +

1

2cl2
eim[Pi,M ] +

1

2cl
eiωk[Pi,Kk]

+
1

4l
eiωkl[Pi, Jkl] +

1

4l
eikkl[Pi, Zkl] +

1

2cl
eikk[Pi, Zk] +

1

2cl
m[M,A] +

1

2l
ωiτ [Ki, H]

+
1

2cl
ωiek[Ki, Pk] +

1

2c2l
ωim[Ki,M ] +

1

2c2
ωiωk[Ki,Kk] +

1

4c
ωiωkl[Ki, Jkl]

+
1

4c
ωikkl[Ki, Zkl] +

1

2c2
ωikk[Ki, Zk] +

c

4l
ωijτ [Jij , H] +

1

4l
ωijek[Jij , Pk]

+
1

4cl
ωijm[Jij ,M ] +

1

4c
ωijωk[Jij ,Kk] +

1

8
ωijωkl[Jij , Jkl]

+
1

8
ωijkkl[Jij , Zkl] +

1

4c
ωijkk[Jij , Zk] +

c

4l
kijτ [Zij , H] +

1

4l
kijek[Zij , Pk]

+
1

4cl
kijm[Zij ,M ] +

1

4c
kijωk[Zij ,Kk] +

1

8
kijωkl[Zij , Jkl] +

1

8
kijkkl[Zij , Zkl]

+
1

4c
kijkk[Zij , Zk] +

1

2l
kiτ [Zi, H] +

1

2cl
kiek[Zi, Pk] +

1

2c2l
kim[Zi,M ] +

1

2c2
kiωk[Zi,Kk]

+
1

4c
kiωkl[Zi, Jkl] +

1

4c
kikkl[Zi, Zkl] +

1

2c2
kikk[Zi, Zk]
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F =
c

l
dτH +

1

l
deiPi +

1

cl
dmM +

1

c
dωiKi +

1

2
dωijJij +

1

2
dkijZij +

1

c
dkiZi +

c

2l2
τek[H,Pk]

+
1

2l
τωk[H,Kk] +

1

2l
τkk[H,Zk] +

c

2l2
eiτ [Pi, H] +

1

2cl
eiωk[Pi,Kk] +

1

4l
eiωkl[Pi, Jkl]

+
1

4l
eikkl[Pi, Zkl] +

1

2cl
eikk[Pi, Zk] +

1

2l
ωiτ [Ki, H] +

1

2cl
ωiek[Ki, Pk] +

1

4c
ωiωkl[Ki, Jkl]

+
1

4c
ωikkl[Ki, Zkl] +

1

4l
ωijek[Jij , Pk] +

1

4c
ωijωk[Jij ,Kk] +

1

8
ωijωkl[Jij , Jkl]

+
1

8
ωijkkl[Jij , Zkl] +

1

4c
ωijkk[Jij , Zk] +

1

4l
kijek[Zij , Pk] +

1

4c
kijωk[Zij ,Kk]

+
1

8
kijωkl[Zij , Jkl] +

1

8
kijkkl[Zij , Zkl] +

1

4c
kijkk[Zij , Zk] +

1

2l
kiτ [Zi, H]

+
1

2cl
kiek[Zi, Pk] +

1

4c
kiωkl[Zi, Jkl] +

1

4c
kikkl[Zi, Zkl]

F =
c

l
dτH +

1

l
deiPi +

1

cl
dmM +

1

c
dωiKi +

1

2
dωijJij +

1

2
dkijZij +

1

c
dkiZi +

c

l2
eiτ [Pi, H]

+
1

l
ωiτ [Ki, H] +

1

cl
ωiek[Ki, Pk] +

1

2l
ωijek[Jij , Pk] +

1

2c
ωijωk[Jij ,Kk] +

1

8
ωijωkl[Jij , Jkl]

+
1

4
ωijkkl[Jij , Zkl] +

1

2c
ωijkk[Jij , Zk] +

1

2l
kijek[Zij , Pk] +

1

2c
kijωk[Zij ,Kk]

+
1

8
kijkkl[Zij , Zkl] +

1

2c
kijkk[Zij , Zk] +

1

l
kiτ [Zi, H] +

1

cl
kiek[Zi, Pk]

=
c

l
dτH +

1

l

(
deiPi +

1

2
ωijek[Jij , Pk] + ωiτ [Ki, H] +

1

2
kijek[Zij , Pk] + kiτ [Zi, H]

)
+

1

cl

(
dmM + ωiek[Ki, Pk] + kiek[Zi, Pk]

)
+

1

c

(
dωiKi +

1

2
ωijωk[Jij ,Kk]

)
+

1

2

(
dωijJij

+
1

4
ωijωkl[Jij , Jkl]

)
+

1

c

(
dkiZi +

1

2
ωijkk[Jij , Zk] +

c2

l2
eiτ [Pi, H] +

1

2
kijωk[Zij ,Kk]

+
1

2
kijkk[Zij , Zk]

)
+

1

2

(
dkijZij +

1

2
ωijkkl[Jij , Zkl] +

1

4
kijkkl[Zij , Zkl]

)

F =
c

l
dτH +

1

l
(T i − ωiτ + kije

j − kiτ)Pi +
1

cl
(dm− ωiei − kiei)M +

1

c
DωiKi +

1

2
RijJij

+
1

c
(Dki +

c2

l2
eiτ + kijω

j + kijk
j)Zi +

1

2
(Dkij + kikk j

k )Zij .



Apéndice D

Cálculo duales de Hogde para la acción
(ChSAS)

∗(T0)δτ =
1

3!
ε0ijkT

0
0e
iejekδτ

=
1

3!
ε0ijkT

0
0e
i
µe
j
νe
k
ρδτσdx

µdxνdxρdxσ

= − 1

3!
εijk0T

0
0e
i
µe
j
νe
k
ρτδδτ

δ
σdx

µdxνdxρdxσ

= −det(g)

3!
εµνρδε

µνρσT 0
0δτ

δ
σdx

4

= −det(g)

3!
δµνρσµνρδ T

0
0δτ

δ
σdx

4

= −det(g)

3!
3!δσδ T

0
0δτ

δ
σdx

4

= −det(g)δσδ T
0
0 δτ

δ
σdx

4

y al escribir en lenguaje coordenado y tomando las siguientes consideraciones, τµ = ∂µf(xν) = δ0µ,
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APÉNDICE D. CÁLCULO DUALES DE HOGDE PARA LA ACCIÓN (CHSAS) 102

τµ = (1, τ i) con f(xν) = t, siendo t el tiempo absoluto. Además τµτµ = 1.

εijkDk
ijekδτ

= εijk0Dk
ijekδτ

= εijk0Dµk
αβ
νe
i
αe
j
βe
k
ρτδδτ

δ
σdx

udxνdxρdxσ

= det(g)εαβρδDµk
αβ
νδτ

δ
σdx

udxνdxρdxσ

= det(g)εαβρδε
µνρσDµk

αβ
νδτ

δ
σdx

4

= det(g)δµνρσαβρδDµk
αβ
νδτ

δ
σdx

4

= det(g)1!δσµνδαβDµk
αβ
νδτ

δ
σdx

4

= det(g)
(
δσδ δ

µν
αβ − δ

σ
αδ

µν
δβ + δσβδ

µν
δα

)
Dµk

αβ
νδτ

δ
σdx

4

= det(g)
[
δσδ 2!Dαk

αβ
β − δ

σ
α

(
Dδk

αβ
β −Dβk

αβ
δ

)
+ δσβ

(
Dδk

αβ
α −Dαk

αβ
δ

)]
δτ δσdx

4

= det(g)
[
δσδ 2!Dαk

αβ
β −

(
Dδk

σβ
β −Dβk

σβ
δ

)
+ (Dδk

ασ
α −Dαk

ασ
δ)
]
δτ δσdx

4

= det(g)
[
δσδ 2!Dαk

αβ
β −

(
Dδk

σβ
β −Dβk

σβ
δ

)
− (Dδk

σα
α −Dαk

σα
δ)
]
δτ δσdx

4

= 2 det(g)
(
δσδDαk

αβ
β −Dδk

σβ
β +Dβk

σβ
δ

)
δτ δσdx

4

εijkR
ijekδτ = εijk0R

ijekδτ

=
1

2
εijk0R

αβ
µνe

i
αe
j
βe
k
ρτδδτ

δ
σdx

udxνdxρdxσ

=
det(g)

2
εαβρδε

µνρσRαβµνe
k
ρτδδτ

δ
σdx

4

=
det(g)

2
δµνρσαβρδR

αβ
µνδτ

δ
σdx

4

=
det(g)

2
1!δσµνδαβR

αβ
µνδτ

δ
σdx

4

=
det(g)

2

(
δσδ δ

µν
αβ − δ

σ
αδ

µν
δβ + δσβδ

µν
δα

)
Rαβµνδτ

δ
σdx

4

=
det(g)

2

(
δσδ 2!Rαβαβ − δ

σ
α2!Rαβδβ + δσβ2!Rαβδα

)
δτ δσdx

4

= det(g)
(
δσδR

αβ
αβ −R

σβ
δβ +Rασδα

)
δτ δσdx

4

= det(g) (δσδR− 2Rσδ) δτ
δ
σdx

4

= det(g) (δσδR− 2Rσδ) δτ
δ
σdx

4.
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εijkk
imk j

me
kδτ

= εijk0k
imk j

me
kδτ

= εijk0k
im
µk

j
m νe

k
ρτδδτ

δ
σdx

µdxνdxρdxσ

= εijk0k
αγ
µk

β
γ νe

i
αe
j
βe
k
ρτδδτ

δ
σdx

µdxνdxρdxσ

= det(g)εαβρδk
αγ
µk

β
γ νδτ

δ
σdx

µdxνdxρdxσ

= det(g)εαβρδε
µνρσkαγµk

β
γ νδτ

δ
σdx

4

= det(g)δµνρσαβρδk
αγ
µk

β
γ νδτ

δ
σdx

4

= det(g)1!δσµνδαβk
αγ
µk

β
γ νδτ

δ
σdx

4

= det(g)
(
δσδ δ

µν
αβ − δ

σ
αδ

µν
δβ + δσβδ

µν
δα

)
kαγµk

β
γ νδτ

δ
σdx

4

= det(g)
[
δσδ

(
kαγαk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α

)
− δσα

(
kαγδk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ δ

)
+δσβ

(
kαγδk

β
γ α − kαγαk

β
γ δ

)]
δτ δσdx

4

= det(g)
[
δσδ

(
kαγαk

β
γ β − k

αγ
βk

β
γ α

)
−
(
kσγδk

β
γ β − k

σγ
βk

β
γ δ

)
+
(
kαβδk

σ
β α − kαβαk σ

β δ

)]
δτ δσdx
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[26] P. K. Concha, D. M. Peñafiel, E. K. Rodriguez and P. Salgado, “Even-dimensional General Relativity
from Born–Infeld gravity”, Phys. Lett. B 725 (2013) 419.

[27] D. V. Soroka and V. A. Soroka, “Tensor extension of the Poincaré algebra”, Phys. Lett. B 607 (2005)
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