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RESUMEN

En esta tesis se estudia una teoria de gravedad no relativista en cinco dimensiones, la de-
nominada gravedad Newton—Chern—Simons, donde el sector de materia es un fluido perfecto.
Ademads, una generalizacion del teorema de Chern—Weil nos permite mostrar que las acciones
extendidas para gravedad Chern—Simons en d = 4 invariantes bajo algunos especificos gru-
pos no relativistas nos conducen a ecuaciones de Poisson modificadas. Algunos interesantes
resultados relacionados con estos topicos son

= Las ecuaciones de campo obtenidas para la gravedad Newton—Chern—Simons en 5 dimen-
siones, muestran que su cosmologia corresponde a una especie de andlogo de la versién
proyectable de la teorfa de Horava—Lifshitz en (3 + 1)-dimensiones.

= Las soluciones y los limites asintéticos de las ecuaciones de movimiento son encontradas.
En particular, se muestra que no hay solucién de De Sitter, aunque este comportamiento se
produce en un futuro lejano. Ademads una solucién fantasma con una singularidad futura
que recuerda a una singularidad futura de Litlle Big Rip es obtenida.

= En el contexto de las denominadas teorias de gauge de alto orden las acciones Chern—
Simons extendidas, en algunos casos particulares, nos vinculan con el enfoque de la
dindmica Newtoniana modificada (MOND) para gravedad.

= Las modificaciones a las ecuaciones de Poisson podrian entenderse como consecuencia
de los efectos de la materia oscura. Este resultado podria llevarnos a pensar que la materia
oscura puede interpretarse como un limite no relativista de la energia oscura.

Iv



ABSTRACT

In this thesis is studied a five-dimensional non-relativistic gravity theory the so called
Newton—Chern—Simons gravity, where the matter sector is a perfect fluid. Moreover, a genera-
lization of the Chern—Weil theorem allows us to show that extended Chern—Simons actions for
gravity in d = 4 invariant under some specific non-relativistic groups lead to modified Poisson
equations. Some interesting results related with these topics are

= The field equations for a five dimensional Newton—Chern—Simons gravity shown that
its cosmology correspond a sort of analogue of the projectable version of the Hotava—
Lifshitz theory in (3 + 1)-dimensions.

= Solutions and the asymptotic limits of the movement equations are found. In particular,
is showed that there is not De Sitter solution, although this behavior occurs in the distant
future. Additionally a phantom solution with a future singularity reminiscent of a Litlle
Big Rip future singularity is obtained.

= In the context of the so called high order gauge theories the extended Chern—Simons
actions, in some particular cases, give us a link with the modified Newtonian dynamics
(MOND) approach to gravity.

= The modifications to Poisson equations could be understood as a consequence of the ef-
fects of dark matter. This result could leads us to think that dark matter can be interpreted
as a non-relativistic limit of dark energy.



Capitulo 1

Introduccion

Recientemente el avance en el estudio de teorfas de campos no relativista ha tomado interés
en el contexto de la geometria de Newton—Cartan. Como es sabido las teorias de campos rela-
tivistas invariantes bajo el dlgebra de Poincaré, se definen en el espacio-tiempo de Minkowski.
Este background plano se puede convertir en una geometria curvada mediante el acoplamiento
de una métrica a la teoria. Es posible comprender la geometria del limite de bajas energias del
principio de equivalencia de Einstein sustituyendo el dlgebra de Poincaré, por el dlgebra de Ga-
lileo, o mds bien su extension central, la llamada dlgebra de Bargmann, con el fin de dar cuenta
de la masa. Una forma elegante de describir las geometrias no-relativistas covariantemente es
a través del gaugeo de las dlgebras de simetria no relativistas.

Asi como la relatividad general puede ser vista como un gaugeo del algebra de Poincaré,
donde el vielbein y la conexién de espin se identifican como campos de gauge asociados a las
traslaciones y rotaciones de Lorentz respectivamente, sin embargo, la conexién de espin no es
un campo de gauge independiente, sino que depende del vielbein, donde esta dependencia se
expresa a través de la denominada restriccién de torsién. En la geometria de Newton—Cartan
una estrategia similar se emplea en ausencia de torsion, para obtener el gaugeo del dlgebra de
Bargmann, es decir, incluyendo una extension central al dlgebra de Galileo. La inclusién de la
carga central es crucial, ya que permite introducir los andlogos no relativistas de la restriccion
de torsién que determinan como las conexiones de espin asociadas a las rotaciones espaciales
y boost galileanos dependen de los otros campos de gauge. El gaugeo del dlgebra Bargmann
produce entonces una descripcion libre de torsién en la geometria de Newton—Cartan en térmi-
nos de vielbein y un campo de de carga central, que es equivalente a la formulacién original
de Cartan. Resumiendo, se puede decir que el espacio tiempo de Newton—Cartan son para las
teorias de campo no relativistas lo que las geometrias de Riemann son para las teorias de campo
relativistas.

Por otro lado el estudio de la gravedad como una teoria de gauge, donde el espacio tiempo
es considerado como un objeto que posee dindmica la cual es gobernada por las ecuaciones
de campo de Einstein, ha sido estudiada usando lagrangeanos escritos como formas Chern—
Simons en dimensiones impares. Es posible obtener las versiones no relativistas de estas teorias
dentro del marco de la gravedad de Newton—Cartan “gaugeando”las dlgebras de Galileo gene-
ralizadas G®B, y G£ , encontradas a partir del dlgebra de Newton—-Hooke mediante el meca-
nismo de S-expansion, obteniendo generalizaciones de la teoria de Newton.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

La presente tesis esta organizada de la siguiente manera, en el segundo capitulo se hace una
revisién preliminar de conceptos necesarios para comprender el enfoque de la investigacion
propuesta, comenzando con el problema de la gravedad como una teoria de gauge, el cual se
ha intentado resolver con la adicidon de dimensiones extras a las cuatros percibidas por nuestros
sentidos, las tres espaciales mas la coordenada temporal. Dentro de este contexto son estudia-
das teorfas Chern—Simons invariantes bajo las dlgebras de Poincaré generalizadas, como un
buen candidato en dimensiones impares para describir la gravedad, considerando que el espa-
cio tiempo es un ente con dindmica y hace contacto con relatividad general en un determinado
limite de las constantes de acoplamiento. Ademads es introducido el concepto de dlgebra dife-
rencial libre lo que implica extender el principio de gauge incluyendo campos tensoriales de
alto orden, lo cual nos permite encontrar acciones en dimensiones pares (en particular 4 dimen-
siones) andlogas a teorias Chern—Simons en dimensiones impares. En el capitulo tres y cuatro
se muestra la obtencion de las denominadas algebras de Galileo generalizadas y las dlgebras de
Carroll generalizadas respectivamente, conjeturando una posible dualidad entre estas dlgebras.
En el capitulo cinco serd mostrado que el limite no relativista de la acciéon Einstein—Chern—
Simons hace contacto con la ecuacién de Poisson, generalizando la ley de Newton, esta accién
en el limite de bajas velocidades fue denominada accién Newton—Chern—Simons, la cual es
invariante bajo las dlgebras de Galileo generalizadas. En el sexto capitulo son estudiadas solu-
ciones cosmoldgicas para las ecuaciones de movimiento de la accién Newton—Chern—Simons
al considerar un fluido perfecto, una breve revisién termodindmica también es realizada. En
el capitulo siete es empleada una extension del principio de gauge al incluir campos de gau-
ge tensoriales, para encontrar acciones invariantes bajo algebras de Galileo generalizadas, en
este contexto son utilizadas formas invariantes cerradas similares a las formas de Pontryaguin-
Chern en teorias de campos de gauge no abelianas y en particular existe un invariante de gauge
independiente de la métrica en (2n+3) dimensiones, lo cual nos permite construir acciones en
4 dimensiones para el caso n=1, denominadas acciones Chern—Simons—Antoniadis—Savvidy.
En el capitulo ocho se busca conectar los resultados del capitulo anterior con la dindmica de
Newton modificada (MOND), con el objetivo de interpretar la materia oscura como un limite
no relativista de la energia oscura. Finalmente son expuestas las conclusiones y resultados del
trabajo realizado en esta tesis.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Teoria de Gauge para la Gravedad

Uno de los grandes desafios que enfrenta la fisica tedrica en los dias de hoy, estd relacionado con la
biisqueda de una teorfa para la gravedad que sea compatible con la formulacion del resto de las fuerzas
que describen la naturaleza. La interaccion electromagnética junto a las fuerzas nucleares fuerte y débil
han sido descritas exitosamente por teorias de campos de Yang—Mills en el modelo estandar de la materia,
por esta razén los esfuerzos por describir la gravedad como una teoria de gauge, donde el background es
considerado como un objeto que posee dindmica.

En el formalismo de Cartan la accion de Einstein—Hilbert (EH) puede escribirse en la forma

Ce= /eabcdR“beced,

donde R es la 2-forma curvatura de Lorentz y e® corresponde a la 1-forma vielbein.
Dado que en este formalismo la accién es un escalar de Lorentz escrito en términos de formas diferen-
ciales, tenemos que la accion es:

= Invariante bajo rotaciones locales de Lorentz.

= Invariante bajo transformaciones generales de coordenadas.

En principio, una teoria de gauge para la gravedad deberia ser construida utilizando el grupo de iso-
metrias del espacio de Minkowski, cuyos generadores satisfacen el dlgebra

[Jab7 ch] = nchad + nadec - ndeac - nachch
[Jaln Pc] - 7]bcPa - nachv
[P, Py] = 0.

Dado que {e“7wab} es un multiplete en la representacién adjunta de grupo de Poincaré, podemos
escribir

1
A, = §wzbJab + el Py,
donde A, es el correspondiente campo de gauge.

Sin embargo, a diferencia de las teorias de Yang—Mills, ahora la accion no es invariante bajo el grupo
de Poincaré.
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Recordemos que bajo transformaciones de gauge

SA=—dA —[A,A],
1

A:2

K Jap + p* Py,

= En el caso de rotaciones locales de Lorentz

Set = k%e® | dw® = Dk — 05=0

= En el caso de traslaciones locales de Poincaré

de? = Dp® , dw® =0

55 =2 [ concaBRT!
= La accidn es invariante solo si imponemos la condicién libre de torsion.

7% =0.

2.2. Gravedad en dimensiones mayores

Desde que apareci6 la Teoria Especial de la Relatividad, la fisica se enfrent6 directamente con las dimen-
siones del espacio tiempo, nos movemos en un mundo de cuatro dimensiones, a saber, las tres dimensiones
espaciales x, y, z (ancho, largo y alto) y el tiempo considerado como una cuarta dimensién. En la mecani-
ca clasica pueden separarse estas entidades claramente, para un tiempo ¢ fijo, la posicion esta totalmente
determinada para cualquier suceso o acontecimiento del mundo fisico. De igual forma, en una localizacién
del espacio, un suceso o acontecimiento se produce en el instante ¢ de forma totalmente determinista. Esto
ocurre para cualquier observador, sea cual sea su estado de movimiento.

Con la aparicion de las transformaciones de Lorentz, se consigue dar explicacion a la paradoja que surge
de la experiencia de Michelson—Morley. Estas transformaciones se deducen a partir de dos principios de la
relatividad especial:

= Laluz se propaga con una velocidad limite c para todos los sistemas de referencia.

= Los sistemas de referencia son equivalentes, en el sentido de que existe una perfecta reciprocidad
entre sus observaciones fisicas.

Donde la linea de mundo o intervalo espacio temporal s = ¢*t?> — (22 + y* + 22) es un invariante.

La idea de este tratamiento llevé a Kaluza en 1919 y posteriormente a Klein en 1926, a generalizar la teoria
de la Relatividad, construida sobre las cuatro dimensiones anteriormente mencionadas, usando un modelo
geométrico en un espacio-tiempo de cinco dimensiones, es decir, introduciendo una dimensién extra, lo
que les permitié unificar gravitacién y campo electromagnético. Sin embargo, esta generalizacion presenta
varias dificultades fundamentales.

Con estas cinco dimensiones Kaluza demostré que el campo gravitatorio de este universo pentadimensional
se comporta exactamente como la gravedad conocida més el campo electromagnético de Maxwell, si es
contemplado desde la perspectiva de las cuatro dimensiones. En los trabajos de Kaluza—Klein se considera
a la quinta coordenada compacta, es decir, que estd enrollada en un circulo muy pequefio con un radio del
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tamafio de la escala de Planck 10733 ¢m. La minima distancia presumible del universo. Esta dimension ex-
tra seria tan pequefia que no podria verse, o detectarse de forma sencilla, pero a priori sus efectos si podrian
ser cuantificados.

En la actualidad, la posibilidad de que el espacio-tiempo posea mds de cuatro dimensiones es una su-
posicién aceptada en fisica de altas energias. En efecto, las actuales teorfas de uni?ficacién contemplan un
espacio-tiempo de dimensiéon mucho maés alta para describir las cuatros interacciones en una nica teoria [?].

Al estudiar la generalizacién de Relatividad General a dimensiones mds altas. Una de las vias posibles
fue propuesta a través de la accién de Lanczos-Lovelock la cual describe la dindmica de la gravitacién en
términos de los mismos grados de libertad que la teoria de Einstein [5, 6, 7].

= Esta accion es formulada para teorias de gravedad en dimensiones mayores que 4, como un funcional
de 1-formas e®, w® y sus derivadas exteriores.

= Lovelock postula que la generalizacion para la accién de Einstein Hilbert en D # 4 debe contener a
lo mas segundas derivadas de la métrica y que no incluya la torsién

D
_ E ' (p)
ID = k’/ Osz
M,
L®  — €arap-ap R¥192 <+« RO2r—1020 002041 . . . g@D

Debido a que la accion esta escrita en formas diferenciales podemos asegurar que el lagrangeano sera in-
variante bajo transformaciones generales de coordenadas y es un invariante de Lorentz.

Asi para contraer los indices de nuestro lagrangeano debemos usar los invariantes del grupo Lorentz ),
Y €ayay.-ap - Al extremar la accién de Lovelock con respecto a e y w® médulo términos de borde.

§Ip = / [e€, + dw™Eqp] = 0
Donde se tiene que

]
ap(D — 2p)fz(1p) =0

Iy

Q

Il
3 y)
NgER
<) o

o]

[251]
€ = app(D — 2p)E®) =0

]
Il
—

y las cantidades ¢y 5557) son dadas por

5((11’) = €a1b2-~bDRb2b3 <o Rb2pb2p+1pa2p42 L paD
gii) = Cabbsbp Rbsba ... Rbzp—1b2ppazpi1gazpt2 . gap

Notemos que diferentes elecciones de los «, corresponden a teorias con diferente nimero de grados de
libertad fisicos.
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Es posible demostrar usando la identidad de Bianchi que las ecuaciones del movimiento son compatibles
con las siguientes ecuaciones de consistencia

28]
Z ap_1(D—=2p+2)(D—-2p+1) ebgg) _—
p=1
25
ST ap(D-2p)ete? = 0.
p=1

= En dimensiones impares es posible notar que ambas series tienen el mismo nimero de coeficientes
por lo cual deben anularse uno a uno.

app (D —2p) =vya,—1 (D—2p+2)(D—2p+1).

= Podemos encontrar una relacion de recurrencia de la forma

0y = 0 (27)7 (2n —1) (n—l >

(2n—2p—1) P

= Donde las constantes

k
%= p=1p
l2
V= —sgn(A);
_ . D-1)(D-2)
A = == 572

= Al exigir el maximo nimero de grados de libertad en dimensiones impares, la accion toma la forma
de la accién de Chern—Simons.

= Esta accion es cuasi invariante AdS.

= Unicamente es posible reobtener la relatividad general en el formalismo de Cartdn en D = 3.

2.3. Teorias Chern-Simons

La Relatividad General no es una teoria de gauge debido a que el campo fundamental no es una co-
nexioén, sino un tensor métrico. Aunque en Relatividad General existe una conexion, esta no es el campo
fundamental ya que, dada una métrica, la conexién de LeviCivita queda completamente determinada. El
formalismo de Palatini es un intento por evitar este problema, sin embargo, no logra resolverlo. Un tipo
de accién donde el campo fundamental es una conexién y no considera un background fijo son las teorfas
Chern-Simons, que bajo ciertos limites en las constantes de acoplamiento de la teoria nos conduce a la
accion de Einstein—Hilbert [23, 24].

Una forma Chern—Simons es una forma diferencial que puede ser obtenida a partir del invariante to-
poldgico de Chern—Pontrjaguin. Sea P(F’) un polinomio invariante definido como la suma

N
P(F) =Y antr(F"™)
n=0
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donde tr(T™ ... T1n+1) = gliIn+1 corresponde a una traza simétrica invariante en el dlgebra g.

Los polinomios invariantes son cerrados
dP(F) =0

y por lo tanto localmente exactos
P(F) =dQan+1(A, F)
donde Qs,11(A, F') es la forma Chern-Simons

1
Qont1(A, F)=(n+1) /tr(AF;”)ds

0

con Ay = tAy F; = dA; + A?, una relacion similar pero que vale globalmente es la férmula de trasgresion
que involucra dos potenciales de gauge Ay y A; en la misma fibra, con curvaturas Fy y F} respectivamente.

tr(FPY) — tr(Fy ) = dTanga (A1, Ao)

con la forma de trasgresion definida como
1
Ton+1(A1,Ap) = (n+ 1) /dt tr((Ay — Ag)F1")
0

con At = tAl + (1 — t)AO y Ft = dAt + A%

En [39, 40] A. H. Chamseddine construy6 acciones topoldégicas para gravedad en todas las dimensio-
nes. Ademads fue encontrado que en dimensiones impares es posible construir acciones Chern—Simons cuasi
invariantes, en donde todos los campos dindmicos son componentes de una 1-forma conexidn de gauge eva-
luada en un algebra de Lie, de modo que bajo una transformacién de gauge off-shell gauge, el lagrangeano
Chern—Simons cambia solo por una forma cerrada. En dimensiones pares fue mostrado que la gravedad to-
poldgica invariante bajo el grupo de Poincaré corresponde a un término de Wess—Zumino—Witten gaugeado,
salvo una constante multiplicativa [30].

2.3.1. Teorema de Chern—Weil

Sea P(G, M) un fibrado principal dotado de una 1-forma conexién A de curvatura F' = dA + A? y sea
ademads P un polinomio G—invariante de grado r. Se satisface que

(F™) = P(F,...,F) es unaforma cerrada, es decir, d (F") = 0.
Si F'y F' son 2-formas curvaturas correspondientes a las conexiones A y A’ definidas sobre P(G, M),

entonces, (F") — (F'") es una forma exacta, es decir, (F") — (F'") = d¥(A’, A) es llamada forma trasgre-
sién del polinomio (F") y es dada por,

T(A,A) = r/<(A/ — A)F 1) dt
0
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donde F; = dA; + A? es la intensidad de campo interpolante correspondiente a la conexion interpolante
A, definida como A; = A+ #(A’ — A),con0 <t < 1.

Para demostrar el teorema se considera F' = A;, Vi se tiene que p; = 2.

d(F7) = Y (-1)*"""*(F-..FdFF---F)
i=1
= Z(FFdFFF>
i=1
y la segunda parte del teorema, para ¢ = A se tiene p = 1, luego

i<F"'F[A,F]F---F>:O

i=1
al sumar esta ecuacién con la de la primera parte

d(F’”):i(F-~-F(dF+[A,F])F~--F>:O

=1

por la identidad de Bianchi DF' = 0.

Denotando § = A’ — A se tiene que Ag = Ay Ay = A’ = A+ 6. La intensidad de campo correspon-
diente a A; es dada por F; = dA; + A? de maneraque Fy = F'y Fy = F’

(F7) —(F) ) = (F7)
d
dt

(Lrr)a
i dFy
/< -1 >dt
0

ya que 6 es una 1-forma, se tiene [A, 0] = A0 — (—1)110A = A0 + A,

(FY) dt

SN

| I
O\H O\»—- ;FE

F, = dA + A?
= dA+tdf+ (A+t0)(A +t0)
= dA+tdd+ A% +tAO 4 tOA + 1262
= F+tDf+t26*

por lo que Ff = D + 2t6?

1
(F™)y — (F'") = / (F{~H(D6 + 2t6%)) dt
0
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por otro lado de la primera parte del teorema de Chern—-Weyl, para A; =0y A; = Fy,coni =2,...,7,se
tienep; = 1lyp; = 2.

d{OF ") = d(OF,---F) +Z 1042+-42) (9, ... F,dF,F, - - - F))

= (doF/™") - (r— 1) (0dF,F{ %)

y de la segunda parte para ) = A, Ay =0y A; = Fy,coni =2,...,r,setienep = 1,pp =1y
pi = 2.

([A01F ") + fj(— W22 (OF, - R[A, FJF,--F) = 0
i=1

([A,0)F] ) — i (OF; - F[A FF---Fy) = 0

([A,01F] ") — (r = 1) (0[A, FJF; ) = 0

sumando luego las ecuaciones antes encontradas
d(0F] ") = (DOF; ') — (r — 1) (§DEF,F %)

y dado que la diferencia entre 2 conexiones es un tensor. Ademds, una conexién mas un tensor define una
nueva conexion, por lo que A; determina una nueva conexion para el fibrado y le corresponde una derivada
covariante D, F; = 0, por la identidad de Bianchi. As{ se tiene que

d(0F ") = (DOF; ") —t(r — 1) (9]0, F,]F} %)

Por dltimo, nuevamente de la segunda parte del teorema de Chern—-Weyl, para ¢ = 6, Ay = 0y
A;=Fy,coni=2,...,r,setienep=1,p; = 1y p; = 2. Como 6 es 1-forma [, 0] = 262, luego,

2 (6257~ 1 +Z DI GF, R0, FF---F) = 0
2(0°F7 1) — (r—1) (010, KIF; %) = 0
20 (0PF) 1) —t(r = 1) (016, F]F{ %) = 0

asi sumando nuevamente las ecuaciones obtenemos que
d(OF] ") = (DO + 2t0*)F; ')

Para finalmente reemplazar este resultado en (F") — (F'")
1
<FT>7<F/T> /d 0F7 1
0

1
d r/<9F[—1>dt
0
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24. Algebra diferencial libre

Como punto de partida para introducir el concepto de dlgebra diferencial libre, se analizaran las ecua-
ciones de Maurer—Cartan. Estas ecuaciones corresponden a la formulacién dual de un dlgebra de Lie. Dado
un grupo de Lie G, su correspondiente algebra de Lie estd definida en el espacio tangente a la identidad de
la variedad del grupo. Si {Ta}gi:"{g es base del dlgebra de Lie g, entonces los generadores T, satisfacen las
siguientes relaciones de conmutacion

[To, Tp] = C5 T, (2.1)

donde los coeficientes C¢, corresponden a las constante de estructura del dlgebra y deben satisfacer la
identidad de Jacobi, es decir,

(Ta, [Ty, Te]] + [Te, [Ta, To]] + [Tb, [Te, Ta]) = 0, 22

Sea g(x) = exp(xz*T,) € G un elemento del grupo, por o que la I-forma invariante izquierda vendrd da-
da por
w(z) = g dg(x), (2.3)

y pertenece al dlgebra de Lie g, por lo que puede ser escrita en la base
w(z) = wTy, (2.4)

el conjunto de 1-formas w(x) genera una base cotangente sobre g. Asi podemos usar esta base de 1-formas
{w“}gl:"{g en vez del espacio tangente, que satisfacen la siguiente propiedad, w®T;, = 6, por lo que los
elementos de la base dual satisfacen las ecuaciones de Maurer—Cartan

1
dw® + iogcwbwc =0, (2.5)

la identidad de Jacobi puede ser obtenida desde d> = 0 y la ecuacién de Maurer—Cartan. Al tomar la
derivada exterior de (2.5)

1
d*w® = —§Cl’chgfwewfwc = 0. (2.6)

Aunque ambas descripciones de un dlgebra de Lie son equivalentes, las dlgebras duales tienen la ventaja
que poder ser extendidas para el caso de p-formas, con p > 1. A partir de esta generalizacién es posible
introducir el concepto de algebra diferencial libre. Es importante poner énfasis en el hecho de que la 2-forma
curvatura al ser escrita en términos de los campos de gauge A® asociados a los generadores del dlgebra de
Lie T,

F=dA+ [AA] @7

F* =dA® + %C;}C[Ab, A9, (2.8)

se observa que cuando la 2-forma curvatura es nula la ecuacion (2.8) corresponde a la ecuacién de Maurer—
Cartan escrita en términos de los campos de gauge.

Las élgebras diferenciales libres generalizan el concepto de dlgebra de Lie, donde las ecuaciones de
Maurer—Cartan se satisfacen para p-formas, [50, 51].

Sea M una variedad arbitraria y {©41(1) @41(p1) @A)} un conjunto base de formas exte-
riores definidas sobre M, rotuladas por un indice A y el grado p de las formas, el cual puede variar para
diferentes valores de A. Asi cada indice puede tomar valores p; = 0,1,..., Nconi=0,1,...,n.

La derivada exterior de d©“(®) puede ser expresada como una combinacién lineal de los elementos de
la base, por lo que la ecuaciéon de Maurer—Cartan es generalizada en la forma
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A(p) A(p) Bi(p1) Bn(pn) —
de p+z C&(m) B O P AL AP = (2.9)

con Cp, (p1)...Bn(py) 188 constantes de estructura generalizadas. El valor de N = piaz+1, siendo ppae
es el grado maximo en el conjunto {@A(p)} . La simetria de las constantes de estructura Cg, (p,)...B,, (p,)

es dada por la regla de permutacion de las formas {@A(p)} en el producto cufia y son distintas de cero si se
satisface
ptp2t+--+pn=p+1L

Las condiciones de integrabilidad son obtenidas de d?©4(®) = 0y la ecuacién de Maurer—Cartan (2.9)

d*04™ 1 4 (Z oty a @7 /\.../\@B"(p")> =0, (2.10)
por lo que
N
( Cot) by dOT I A /\@B"(p")> =0, (2.11)
n=1

pero de (2.9) podemos escribir

N

1
B (p ) — e Bl(pl) D (q ) Dm(Qm)
dePi () — Z_:lmCD1<P1>-~~Dm<Pm>@ ) A A B , (2.12)
si usamos (2.11) y (2.12)
= 1 ap (r)
R A(p A(p Dl( 1) Dm( m) B ( ) Bn(’n) —
g mCBl(pl)___Bn(pn)CBl(pl)mBn(pn)@ BIN. . NQTmAn) NQP2P2I A ANQTnPr) = (), (2.13)

n,m=1

Asf la ecuacién de Jacobi generalizada es dada por (2.13). Si un conjunto de formas exteriores {©4(P)}
sobre M, donde {©4(P)} satisface la ecuacién de Maurer—Cartan y las constantes de estructura cumplen
la ecuacién de Jacobi generalizada, entonces, las ecuaciones (2.9) y (2.13) definen un élgebra diferencial
libre.

Un 4lgebra de Lie ordinaria puede ser obtenida desde una 4lgebra diferencial libre para el caso donde
todas las formas {©4(”)} tienen el grado p = 1.

deAM) 4 021(8 () @Bl(l)@BQ(l) =0. (2.14)

La identidad de Jacobi generalizada toma la forma usual para un dlgebra de Lie

1
58 (05 Cpr (1) pay @ OP2 MO =, (2.15)

2.5. Formalismo de Dauria-Fre

Al gaugear las dlgebras diferenciales libres podemos considerar las curvaturas F¢ y FA®+1) como el
lado izquierdo de las ecuaciones (2.5) y (2.14) respectivamente, por lo que las p-formas tendrian curvatura
nula. En el caso de un élgebra de Lie usual podriamos pensar que esto corresponde a una variedad “rigi-
da”del grupo G = exp g. Una teoria dindmica de las p-formas de un algebra diferencial libre puede ser



CAPITULO 2. PRELIMINARES 12

construida relajando las condiciones F¢ = 0, FA®+1D = 0, es decir, considerando que los potenciales
A, AA®) tienen curvatura no nula. En ese caso, los potenciales A® forman una base cotangente en una
variedad “blanda’que puede ser interpretada como una deformacion de la variedad original.

Como vimos en (2.8) es conveniente utilizar las ecuaciones de Maurer—Cartan para describir un dlgebra,

ya que solo debemos reemplazar las formas w® por un campo potencial de gauge A para tener la ecuacién
de la curvatura, la identidad de Bianchi serd dada en este formalismo por

1
F% = dF° + 5C,;chch =0. (2.16)

Al extender estos conceptos al caso de las dlgebras diferenciales libres, se tiene

N
1
A(p+1) — 744 ®) 2oAW) Bi(p1) Bn(pn) —
FAPTD = gAA®P) 4 %" ~C o)) AT AN AB ) =, (2.17)
n=1
Donde el conjunto de potenciales { AB1(P1) . ABn(Pr)} es rotulado por el indice B; coni = 0,...,n

yel gradop =1,...,n de la forma.
La respectiva identidad Bianchi generalizada para estos potenciales es dada por

DFAGH)  _ dFA(p+1)+Z Cgff’;1+1> o) PP A AP A A ABRn)
b (—pprtetpa XN: 1oam ABI®D A A ABn-1(Pro) pBa(petl)
nzln B1(p1)...Bn(pn)
N (2.18)

Ahora, si HA®+1 esun conjunto de (p + 1)-formas, entonces la combinacién

VAP _ pgAG+D +Z 1 gl(pzl) . (pn)HBl(p1+1) A AB2®2) A A ABa(en) 4
n= 1
o~ 1A
_ +oo P = A Bi(p1) Bn_1(pn—1) gyB2(p2+1)
+ ( 1)171 Pn—1 Z nCBl(pl)...Bn(pn)A 1(P1 /\'“/\A 1(Pn—1 H?P?2 P2 ,

n=1

(2.19)

es llamada derivada covariante adjunta de H*(®*+1). Con la definicién anterior la identidad de Bianchi
establece que la derivada covariante adjunta de la curvatura es nula de la misma manera que sucede con los
grupos ordinarios.

Para que la variedad M sea la un grupo de Lie usual, las ecuaciones de Maurer—Cartan generalizadas
deben poder escribirse como las de un algebra de Lie ordinaria. Esto quiere decir que la variedad M debe
tener una dimensién minima d = dim{ M} y debe admitir las formas potenciales A") y que ademdas una
base T'(M) de vectores tangentes invariantes izquierdos de un dlgebra de Lie g, que verifiquen las relaciones
de conmutacién

[To, Tp) = C5 T, (2.20)

a

también es necesario que ©“(P) al actuar sobre una combinacién de p vectores tangentes 7,, resulte en
A
una constante Ko ),
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eAP(T,,,...\ T, )= };K;‘IEZ_’?M, (2.21)
al considerar la representacién dual se tiene
4P = %Kg‘l{?)’%wal A Awde, (2.22)
ahora diferenciando esta ecuaciéon
dOAW) = KAW) | dw™ AL AW, (2.23)
podemos utilizar la ecuacion de Maurer—Cartan (2.5)
dOAP) = KAP) | Coiwb Aw® Aw® AL AW, (2.24)

comparando con (2.5) al escribir en términos de la base {©“(P)}, es posible identificar los potenciales
del algebra diferencial libre en términos de los potenciales del dlgebra de Lie [38],

1
B = _gE) bt A A (2.25)
p1 it
4 1 . .
@Bn(pn) — 7K1§L"(p7;)24, wbl AL /\wbpn (226)
Pn 11

2.6. Formas Pontryagin—Chern y Chern-Simons—Antoniadis—Savvidy

En Refs. [31, 32, 33, 34] es propuesta una extension del principio de gauge, la cual incluye campos
de gauge tensoriales. En esta extension de la teoria de de Yang Mills, el vector de gauge bosdnico es
reemplazado por una familia de campos de gauge de alto orden.

Para formular esta construccidn, se debe primero considerar una 1-forma conexién de gauge evaluada en el
algebra de Lie.
Ar=A=Audat = AT, da,

y una 2-forma potencial de gauge
1
Ay = B:iBm,dac“dx” = By, T,dx"dx",

con sus correspondientes 2-forma y 3-forma curvaturas de gauge.

Fy = F=F,ds"dx" = DA=dA+ A%
F, = H=Hy,drz'dx"ds* = DB =dB + [A, B],

las cuales deben satisfacer las identidades de Bianchi

DH +[B,F| =
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La correspondientes transformaciones infinitesimales de los campos son definidas como

6A = D&,
0B = D&+ [B,&]

donde & = "1y, y &1 = &, T, dz" son una O-forma y una 1-forma parametros de gauge respectivamente.
Bajo estas transformaciones de gauge, las curvaturas cambian como

SF = D(5A),
SH = D(5B)+[6A,B.

Ademas en Refs. [31, 32, 33, 34] fueron encontradas algunas formas invariantes cerradas, similares a las
formas de Pontryaguin—Chern en teorias de gauge no abelianas. En particular, fue encontrado que existe un
invariante de gauge independiente de la métrica en 2n + 3 dimensiones

Donys = (F"H).
Aqui, '3, 43 es una forma cerrada

dlgpss = d (F"H) = 0.

Entonces, por significado de el lema de Poincaré, I's,, 3 puede ser escrita localmente como una derivada
exterior de una 2n + 2 forma

Tonys = doano,

donde 04,12 es identificado como una forma Chern—Simons (CS) la cual es llamada forma Chern—Simons—
Antoniadis—Savvidy (ChSAS). La variacion de I'y,, 3 es dada por

0Ton4s =d(0AF"'"H +---+ F" '6AH + F"B). (2.27)

Si nosotros introducimos una familia de pardmetros homotdpicos ¢, 0 < ¢ < 1, la parametrizacién de los
campos de gauge extendidos y sus curvaturas, son dadas por la siguientes expresiones

Ay =tA, F, =tdA+t>A2
By =tB, H;=1tdB+t*[A, B,

la variacién (2.27) con respecto a los pardmetros homotdpicos es dada por
6 (F{'Hy) = d(§AF" "Hy +---+ F{""'6AH + F['0B) .

Aqui, 6 = (0/0¢t)dt, so
dAy = Ad, 6B, = Bt.

Entonces, la 2n + 2 forma (ChSAS) llega a
1
Oont2(A, B) = / dt <5AtFt”—1Ht 4+t Ft"_l(SAtH + Ft"63t> . (2.28)
0

Desde (2.28) nosotros podemos ver que paran = 1

1
o4 = / dt (AH, + F,B) = (FB). (2.29)
0
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Esta accion 4-dimensional es andloga a la accién (CS) 3-dimensional Ref. [35].

La idea de extender los campos de Yang—Mills a tensores de gauge de alto orden fue usada para construir
invariantes de gauge y formas independientes de la métrica en altas dimensiones. Estas formas son andlogas
a las formas Pontryagin—Chern en la teoria de Yang—Mills y son dadas por,

Ponys = (F",F3> =dc¢ ci?stfs)’
Danis = (F", Fy) = d€Grgid,
m n—1 (2n+5)
Eonte = (F", Fg) + n(F" 1 F}) = d€gad, (2.30)
Youts = (F", Fs) +3n(F" 1, Fy, Fo) + n(n — 1)(F" 2, F2) = deG60,

donde Fj, Fy, Fg, Fg son los tensores de fuerza de campo, para los potenciales de gauge Ao, Az, As, y

. 2n+2 2n43 2n+5 2n+7 .
A7 respectivamente, y donde ng}?stxs?v Q:E}}:LS—;S)’ Q(Chnsls)’ Qﬁé:szs), son las correspondientes formas Chern—

Simons-Antoniads Savvidy (ChSAS), las cuales son dadas por,

Q(CQI:LSJ;QS) (F™, A2) + dpan+1,
Corana = (F", A3) + dgan 1,
Corand = (F™ As) +n (F"™' Fy, Ag), 2.31)
CChsas = (F" Ar) +n(n — 1) (Fa, Fy, Ay, F" %) 4 n (Fo, Ay, F"™') + 20 (Fy, A5, F")

En Ref. [42] fue mostrado que los invariantes (ChSAS) encontrados en Refs. [32, 33, 34] pueden ser
construidos desde una estructura algebraica conocida como élgebra diferencial libre 6 (FDA) por sus siglas
en inglés. Ademas fue estudiada la relacién que existe entre la gravedad topoldgica en dimensiones pares
de Chamseddine [39] y un caso particular de teorias (ChSAS).

2.7. S-expansion

Es posible obtener nuevas dlgebras a partir de un dlgebra conocida, a través de métodos de contraccion,
deformacién y extension de dlgebras. El ejemplo mas conocido de contraccion corresponde al de tomar el
limite no relativista de un algebra, haciendo tender la velocidad de la luz al infinito, como es el caso del
algebra de Poincaré, que luego de reescalar algunos de sus generadores se obtiene el dlgebra de Galileo. En
el caso del las deformaciones tenemos el camino inverso, como ejemplo, a partir del dlgebra de Galileo es
posible obtener el dlgebra de Poincaré. Finalmente las extensiones consisten en agregar a un 4lgebra g otra
dlgebra ¢, donde el dlgebra obtenida g contiene a ¢ como un ideal, g/e = g, por lo que la dimensién de la
nueva dlgebra corresponde a la suma de los generadores de ambas algebras, dimg = dimg + dime. Pode-
mos observar que los tres métodos antes mencionado, nos entregan nuevas algebras, pero estas conservan
la dimension de las dlgebras de la cuales provienen.

Hatsuda y Sakaguchi crearon un mecanismo para obtener nuevas dlgebras de dimensién mayor a partir
de un dlgebra g, el cual consiste en considerar el dlgebra g descrita por las formas de Maurer-Cartan (MC)
sobre la variedad de su grupo asociado G, para luego reescalar algunos pardmetros del grupo por un factor
A, y asi expandir las formas de (MC) como series de potencia sobre el pardmetro \. Este procedimiento es
conocido como el método de expansion en serie de potencias [9].
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En el método de S-expansion de dlgebras estd basado en operar directamente sobre los generadores
del algebra, a través del producto directo de una representacion de un semigrupo dado y los generadores
del 4lgebra de Lie. El dlgebra obtenida es conocida como algebra S-expandida y en general posee una di-
mension mayor que la del dlgebra original. Ademds existe ademds una formulacién dual del método de
S-expansion [11] el cual permite estudiar el procedimiento de la S-expansion en el contexto de la variedad
del grupo.

Una breve descripcidn del método sera presentada a continuacion.

= Se considera un semigrupo finito abeliano S = {\,}

= Seconsideraun dlgebrade Lieg = {T'4},con A, B,... =1,..., N y conrelaciones de conmutacién
[TA7 TB] = CEBTC

= Se toma el producto directo S x {Ta} = {Aa X Ta} = {T(4,0)}

= Se define la operacién binaria (conmutador de Lie) [T( Ay L Bﬁ)] = Ao Ag X [Ta, TE]
Se considera un semigrupo finito S = {A\,},cona =0,...,n — 1:

= Clausura: A\gAg = Ap(a,3)

» Asociatividad: (Ao Ag) Ay = Aa(AgAy) = AaAgA,

En alguna representacion: Ao Ag = K;/,B A, donde

gL osiy=p(e, )
af 0, otro caso

Observaciones para el caso general:

= Aadgh, = K0, A

afy
s K g By = K 5 K f,y, abeliano — totalmente simétrico
= Xy e, = KGN
= Ko = Koy K, = K5 K,

Entonces, {T( A) } junto con la operacién binaria es un dlgebra de Lie con relaciones de conmutacién
_ (G
[Tia,0), Tm.8)] = Clarons.pLicm

c, _ o
donde C'((Ag;(B’B) = K] ,05p, ie.

i .. . ~(C) =
Antisimetria: C((A,a)(B”B)) =0

= Identidad de Jacobi: C'&:7) B9

(4,0 B,8) C(Cm(p,s) =

El algebra de Lie obtenida es denotada por S' X gy es denominada como algebra S-expandida.

= dimS x g=nN
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2.7.1. Reduccion

Se considera un semigrupo de la forma
S = {>\Oa .. '7>\n—2705’}7

donde Og satisface la propiedad A\, 0g = 0g A\, = Og.
Las constantes de estructura

C\k ..
C((A’L) ,g)_ CAB» Za]a-'~:0,...,n—27

forman por ellas mismas un 4lgebra de Lie.
Se denota esta dlgebra de Lie por (S X g)OS y es denominada como dlgebra S-expandida 0s-reducida.

= dim (S x g)y, = (n —1)N

2.7.2. Resonancias

Un algebra g = Vy @ V) puede tener una particular estructura de subespacios, por ejemplo:
Vo, Vol c Vo,  [Vo,VA] C Vi, [Vi, V4] CO.

En general, para g = P V), se tiene

pel

V,.Vilc € W

7€ i(p,q)

donde
1=40,1,2,...}, i(p,q) C 1.

Se considera una particién del semigrupo como S = | Sp, tal que

pel

SpxS;c ] S

T € i(p,q)

Si existe esta particion se dice que el semigrupo y el dlgebra se encuentran en resonancia. Por lo que ahora
la resonancia €, ; Sp x V,, es también un dlgebra de Lie. Nosotros denotamos esta nueva dlgebra como
(S X g)5 y es llamada dlgebra resonante S-expandida.

= (S x g)g esuna subdlgebra de S x g.
= La resonancia depende del semigrupo usado en la S-expansion.
= dim (S x g)x depende de la resonancia.

= (S X g)p o, €s también un dlgebra de Lie.
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2.7.3. Tensores invariantes

Sea (T, ---Ta,) un tensor invariante para g. De manera que el tensor invariante para un dlgebra S-
expandida vendra dado en funcién del k-selector, es decir,

<T(A1,o41) .. -T(AT7()4T)> = ao‘Kgl...ar <TA1 e TAT>

es el tensor invariante para S x g, donde a,, son constantes arbitrarias.
Para (S x g),, se tiene que
(Tarin = Tarin) = kG i, (Tay - Ta,)
Para (S x g)5, se tiene que
(Tlappin* Tlapn)) = 00KEy, ey (T T )
con {T4, a,)} = Sp X Vj.

Para (S x g)r o S€ tiene que

<T(ap1xip1) T T("«p,.aip,,,)> - a’OlKio;l...ipr <T(lp1 o Tal’r>

con {T(%,ip)} = 5,/0s x V.

2.8. Cosmologia Einstein—Chern—Simons

En [1, 2] fue estudiada una gravedad en cinco dimensiones cuya accidn esta compuesta por un sector
gravitacional y un sector de materia, el sector de materia corresponde a una particular accién Chern—Simons
[23] que bajo ciertos limites desemboca en el término de Einstein—Hilbert. El sector de materia es descrito
por un fluido perfecto.

El mencionado lagrangeano Chern—Simons es invariante bajo la denominada dlgebra 85 cuyos genera-
dores {Jab, Pa, Zab, Z, } satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

[Jabs Jed] = Medad + Nadoe — NacTbd — MbdJac
[Jabs ]—ch a — NacPh
[Pa, Py] =
[Jabs Zed) = MoeZad + NadZve — NacZbd — MbdLac
[Jabs Ze] = MoeZa — NacZp
(Zabs Pe] = MbeZa — NacZp (2.32)

El lagrangeano es construido desde la 1-forma conexién de gauge

1 1 1 1
A= §w”bJab + ie“Pa + 5kabzab + 7haza, (2.33)

y la 2-forma curvatura

1 1 1 1
= 5RabJab + 7T“Pa + 5K‘“’Zab + 7H“Za, (2.34)
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donde T® = D,e®, R® = dw® + wacwd’, H®* =D, h* + kabeb, K% =D,k 4 l%eaeb, son las corres-
pondientes curvaturas. En efecto, usando la férmula de homotopia extendida de Cartan [8] y al integrar por
partes, se encuentra que el lagrangeano Chern—Simons para el dlgebra ‘B5 es dada por [2]

2
L3 = arlPeasde RPR™eS + azeapede (3R“becedee + 20k RO + ZQR“bRthe)
+dBYL, o, (2.35)

donde el término de superficie Bgé)hs, corresponde a

2 1
Bgé)hs =01 €qpegee”w™ <3dwde + QW?er> (2.36)

2 1
+ Q3€abede l:lz (hawbc + k_abec) <3dwde + defwf€>

2 1 1
21.ab, cd e d e a, b, c, de
+ I"k%w —de® + —we® | + —ee’e‘w
3 27 6 ’
contiene los términos cinéticos de los campos de gauge (h®, k%), que no aparecen en las correspon-
dientes ecuaciones de movimiento. En referencias [1, 2] fueron mostrados los siguientes resultados.
. .. o 5
= Las ecuaciones de movimiento pueden ser obtenidas desde el lagrangeano L = Lé})ls + k Ly, donde
Ly = Las(e®, h®, w®) es el lagrangeano de materia y x es una constante de acoplamiento relacio-
nada con la constante de gravitacion universal efectiva de Newton. En efecto, la variacién de (2.35)
con respecto al campo vielbein e, la conexién de espin w?, y los campos h?,k%, nos entrega las
siguientes ecuaciones de movimiento.

oL oy 6Ly
ab_c_d __ M 1 M
Eapede R €€® = —4Ky < See 073 She ) , (2.37)
5Ly 2 .
— — 35 Cabede @ ¢ P 238
She T By atedeflT R (2.38)
EabcdeRCdthe = 0. (239)

donde se han impuesto las siguientes condiciones 7% = 0, k% = 0y 0Ly /dw™ = 0y con k5 =
r/8as. Bs posible notar que la ecuacién (2.37) es andloga a la ecuacién de Einstein, donde L s /5h*
corresponde al tensor energia momentum para el campo h®.

En el caso donde las ecuaciones (2.37-2.39) satisfacen el principio cosmoldégico y la materia ordinaria
es despreciable comparada con la energia oscura, se encuentra que las correspondientes ecuaciones
de Friedmann-Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW) toman la forma
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a? +k
— (h)
6< 2 ) K5 (p+ap ) , (2.40)
. .2
3{(14— (a —;k)} = —Ks (p—l—ozp(h)), (2.41)
a a
2 /42 2
3= (a —;k = pM), (2.42)
K5 a
2 . .2
37a <‘1 Jg’“) — ), (2.43)
K5 @ a
a* +k a |
( 2 ) {(h - h(O))E + h} =0. (2.44)

Estas ecuaciones de campo fueron completamente resueltas en referencia [2] para la era de energia
oscura, donde fue encontrado que el campo h® se comporta de forma similar a una constante cos-
moldgica.

= Las ecuaciones (2.40-2.44) tienen soluciones que describen una expansion acelerada del universo para
tres posibles modelos cosmolégicos donde la curvatura & toma distintos valores. Se tiene una expan-
sién esférica (k = 1), una expansién plana (k = 0) y una expansion hiperbélica (k = —1) cuando la
constante o es mayor que cero. Esto significa que las ecuaciones de movimiento para la accion FRW—
Einstein—Chern—Simons tienen como una de sus soluciones un universo en expansion acelerada. Este
resultado permite conjeturar que estas soluciones son compatibles con la era de energia oscura y que
el tensor energia momentum para el campo h® corresponde a una forma de constante cosmolégica
positiva.

= Por otro lado en Ref. [25] fue encontrado que el limite no relativista de la accién para gravedad
Einstein—Chern—Simons es dado por la llamada accién para gravedad Newton—Chern—Simons. Esta
accion es invariante bajo el dlgebra no relativista G®5, la cual puede ser obtenida mediante una par-
ticular contraccion de Inonii—Wigner del dlgebra de Poincaré generalizada ®B. . Una de las propuestas
de esta tesis es encontrar un limite no relativista estos resultados encontrados en referencias [1, 2],
es decir, encontrar soluciones cosmoldgicas para las ecuaciones de campo obtenidas desde la accién
Newton—Chern—Simons estudiada en Ref. [25].

2.9. Limite no relativista de la accion Einstein—Chern—-Simons

Si se tiene que el campo gravitacional es débil, entonces el espacio puede ser considerado ligeramente
curvado, por lo cual podemos considerar que la métrica puede escribirse en la forma,
Juv = M + Py |hu| << 1, N = diag(—1,1,...,1) (2.45)

de manera que

ds® = gudatde” = Napee’
= —(1 — hoo)dt* + (1 + hq1)(dz")? + (1 + hy1)(dz?)? + (1 + hyy)(d2?®)? + (1 4 hyp)(dz*)?
(2.46)
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mo
de donde podemos ver que

GO:\/].—h()()%].—@

2
h
61:\/1+h11%1+%

h
62:\/1+h22%1+%

2
h
64:\/1+h44"&11+%

En el limite no relativista el campo gravitatorio es considerado débil y estacionario (o estatico). Puesto
que en este caso Jph,,,, = 0, tenemos que las derivadas exteriores de los vielbein vienen dadas por:

0 _ 81h()0€061 82h006062 83h00€063 a4h006064
2(1+ Mry(1 — heoy 21 4 hz2)(1 — heo) 91 4 Raa)(1 Aoy T (1 4 haay(] — hoo)

de

~ 81 hooeoel 62h0060€2 63h006063 84]”&006064
T2 2 2 2

del _ 82h118162 2 83h11€1€3 _ 84h11€164
20l ) 20T (L ) 21 ) (1 )

82h116162 83h1161€3 a4h116164

Q

2 2 2
d 2 61h226261 83h226263 (94}7,226264
e = — — —
2(1 4 Buy(1 4 B22) 21+ Baa)(1 4+ fz2) 21+ Maa)(1 4+ hz2)
- 81h22€261 83h22€263 a4h226264
~ 2 2 2
d€3 _ 81h336361 . 82h336362 . a4h336364

2(1+ faa)(1+ haa) (14 Bz2)(1+ Basn)  2(1 4 las)(1 4 han)

N 61h336361 63h33€3€2 (94h33€3€4
~ 2 2 2
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_ 81 h446461 _ 82h44e4€2 _ 64h4464€3
2(1+ M) (1 +10) 201+ ) (1+182) 201+ 1) (1 + 1)

~ 61 h44€4€1 82h44€4€2 83h44€463
-~ 2 2 2

Puesto que 7% = 0 tenemos que de® = —w®,e® por lo que:

1
w ;= 5 =w'y, 1=1,2,3,4
1.1 11 1.1
1 he 1 _ Oshe 3 1 Oahe oy
Wiy = 9 =Wy ,Ws3= D) ——wl,w4—T——w1
O5h2,e? O4h2,e? . Osh3,e3
2 _ 20" 2 2 _ 2 3 3 _ 3¢ 4
W3 = =Wy ,Wy = W, Wy = = w3
2 2 2
La correspondiente 2-forma curvatura es entonces dada por, R*, = dw®p + w® . w®,
2 i 0
0; hooeze :
Roi — dwoi + wocwci = s - 2 = RZO (247)

Debido a que consideramos que las derivadas 0;0;h,,, =~ 0 con ¢ # j, solo sobreviven las segundas
derivadas en la misma direccién. Por otro lado todos los términos w® . w¢, =~ 0, debido a que son términos

de segundo orden en h,,,. (Notar que 7, j son etiquetas por lo que en esta oportunidad no representan suma
sobre las derivadas)

5 .
. A . 0.:%h;:etel .
i % % c. __ J (a3 _
Rj—dwj—l—wcwj——f——R]i (2.48)
El término R%; es dado por R%, = R, e"¢e”, de manera que R’y = % (R'gj0e’e’ + Rigpele’) =
Ripioe’e?, donde en el célculo se han usado las simetrias del tensor de Riemann. Asi se tiene que el tensor
0i0 q
de Ricci para las componentes temporales que vienen dadas por:

: 0:°h
R'oio = — > 2
o 1 2 3 4 V2hoo
Roo = Y R'oio = R'o10 + R%020 + B30 + R 040 = =5 (2.49)

=0

El resto de los términos no nulos del tensor de Ricci son dados por:
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4 2 2 2 2
. 01°h 02°h 03°h 01°h
Ry = ZRZM = R 01 + R%191 + R%131 + Rty = — 5 %42 5 LR 5 LR 5 L
i=0
4

2”hoo 4 01 haa i 95 haa i 04’ haa
2 2 2 2

Royy = Z Rigip = R0 + R'919 + RP930 + R'oyp =
i=0
932 hoo L 912 ha3 L D22 ha3 n 94> h33
2 2 2 2

4
R33 = Z R'3i3 = R%303 + R'313 + R%303 + R'343 =
i=0

91 hoo n 12 hay n D2 hay n 03 hay

4
Ry = Z Riyig = R%04 + R'41a + R%pos + RPy34 = 5 > > >

1=0

(2.50)

. . . . h
Por otro lado si se considera que el tensor energia momentum 7},,, y el tensor energia momentum T,S,,)
asociado al campo h®, describen un fluido perfecto, se tiene que:

(e)
Ty = (p@ i = ) wptty + Pt g (2.51)
T — () 4 & (h) 2.52
pro T P (22 ’U,M’U,,, +p g;w ( . )

donde u,, corresponde a la velocidad y es un vector tipo tiempo. Ahora calcularemos el dual de Hodge para
la cantidad @, = @ elidx”, donde

aq
w = BT — — BTN
Q; 51 " as [32 nv

Ya que de la primera ecuacién de movimiento (2.37) de la accién Einstein—Chern—Simons, si Kk = §; =
B2 se tiene que

(5L]y[ (65} 5LM
aceRade:74 - 2.53
Fabede ILCC ”5<5ee s Ohe (2.53)
= (Te - mTé’”) (2.54)
20[3 Q3
* <B1Te — alﬁzTe(h)> = %Qe
0%}
1 A f _m_n_p_r
= IQ Efmnpre’ e ele
1
= ﬂQ/\egfmnpref)\emenyepgerpdl'udwudxadxp
det
. (g)Q)\eE)\MVdeJC#dIVdIUdIP (2.55)

24
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det
0= (2a35abcdeR“beced + Expvop—a— ( )

Q/\ ) dxtdz” dz® dx? e’
det
= (agsabcdeR“bﬂuecaedp + Expvop ° ( )Q’\ )da:"dz”dz”dxpdee

det( )

« a b c _d
= (Oégé‘ubcdeR ffwe € 3€ €, + Expvap

det( )

Q* ) ¢sdrtda” dad daoP dxd

— (ag det(g EQBUPER T Expvop Q. >6676675dx“dx”dx”dxpdx5

A

24

= det(g

a3€apopy R uu + Expvop o > de’s datdx? dz? dzP dx’

3% Bopy QUropA 2

TAog

A
= det(g < 301700 RO 4 51 Ly ”) &P

A
2ladh500 R, — 2lagdhy6d R, + 2lasdtt 55 RS, + 4163 Q”) &’z
t(g) (4a35 R — 40303 R0 ) + 4003 R0, + QP ) d°x
t(g) (dasddR — 8asR, + Q° ) d°x
Qa3 1
= 8det(g) (255{]? — 053357 o 8Q§7> Px

1 1

Ru_f v I S v
" 29u R 80&3QM

2
3y 1 _ %1 g ()
=35 <51T BT
_ Mg p(n) Guv_ _ % g p(h)
R,u <ﬁ1 uv ﬁQ ) 24@3 <ﬁ1T as ﬁZT )

La ecuacién de movimiento (2.37) toma la siguiente forma luego de introducir los tensores energia momen-
tum y considerar la presién nula.

2403
1
= — (B1p® = ZByp™M ) — —— (B1p — 213, p™) (2.56)
8a3 o3 24043 a3

1 o}
Roo = Brpl®) — ngp(h) (2.57)
120&3 Qs

1 o o
Roo = Zon (51T00 - [32T(§g)> — Jw ([310 Dty — —Bap h)u’\UA>
Q3 (0% [0%:]
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Abhora se consideran las ecuaciones cldsicas del movimiento de una particula libre como:

F(t) + agif)

donde :E’(t) (i=1,2,3.4) son las coordenadas espaciales, t es el tiempo absoluto.

=0 (2.58)

La ecuacién anterior describe una trayectoria en un espacio de 4 dimensiones plano. Ahora si queremos
describir esta situacidn en un espacio tiempo 5 dimensional curvado, debemos enunciar la ecuacién para la
geodésica.

d2at dz¥ dz?

+ pe 7

dt? YPodt  dt

con z# = {29 2%} = (t,2%), de (2.59) es posible apreciar que la tinica componente no nula de la
conexién es I'}, y comparando con (2.58) se obtiene:

=0 (2.59)

Lo = 07050 (2.60)
donde 6% es la métrica euclideana en 4 dimensiones. En este punto la conexién T'# , es independiente

de la métrica. As{ la tinica componente no nula del tensor de Riemann correspondiente a la conexién (2.60)
tendrd la forma:

hio = 60050 2.61)
De (2.57) se tiene que:

1 (e75]
Rop = (e) _ (h)
00 = T50 (B1p o Bap'™)

2
_ g(lﬁp _ akgp(h)) (2.62)
Con las constantes k1 = 5713 que corresponde a la constante gravitacional positiva, ko = 25;3 y

o= 36%1, estas dltimas 2 constantes deben ser determinadas’.

Es necesario sefialar que la conexién (2.60) no puede ser obtenida desde una métrica no degenerada
en 5 dimensiones, ya que si el tensor de Riemann proviene de esta conexién debe cumplir con ciertas
propiedades de simetria que (2.61) no satisface. Otra forma de visualizar que una métrica no degenerada no
es adecuada, es tomar la métrica de Minkowski y su inversa tomando el limite ¢ — oc.

-1 0 0 0 0 -% 000 0

0 L 0 0 0 0 1000
Te_ 1o 0 L 0 o0 =10 0100 (2.63)
¢ 00 0 % o 0 0010

o 0o o0 o0 % 0 00 01

Donde se manifiesta una métrica temporal covariante degenerada con 4 eigenvalores nulos y una métri-
ca espacial contravariante con 1 eigenvalor igual a cero. 2

Iver [?] para mas detalles
2Zyer [?], condiciones que satisfacen (5.9)
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Es necesario relacionar el gauge con la conexién I" para lo cual usaremos el lema de Weyl, por lo que el
postulado para el espacial y temporal vielbein vienen dados por:

aueyi + wuijel,j — wuiﬂ, — F”Wepi =0 (2.64)

a/ﬂ'u - Fp/l.l/Tp =0 (265)

Usando (2.64) y (2.65) podemos encontrar la conexién asociada a nuestro gauge que tiene la forma:

Fpl“, = Tpé(,m,) + epi[ﬁ(ﬂey)i + w(uijey)j — W(HiTu)] (2.66)

El tensor de Riemann correspondiente a la conexion (2.66) en términos de las curvaturas del gauge es:
Ruupa(]-—‘) = 8pruya - acr]-—wup + F)\ua]-—w)\p - ]-—V\vp]-—w)\a

= —e"i[Rpo ' (Ki)Ty + Rpo (Jij)e"] (2.67)

La condicién de Trautman es satisfecha por (2.67) usando la relacién (5.45). La condicion de Ehlers es

equivalente al constraint R% (.J;;) = 0, haciendo contacto con la formulacién de Newton—Cartan. Si usamos
este constraint sobre (5.45) se obtiene que:

Rj, (Ki)m) =0 iR () =0 (2.68)

Y al contraer (2.68) con e¥; y T, se tiene:

etie’ iR (K;) =0 mre’liR,, I (K;) =0 (2.69)

Obteniendo finalmente que la tinica componente distinta de cero de ka(K ;) es:

T”e”(iRWj) (K;) = SFURY ko ()
e Dy, = 650,006 2.70)

Donde de (2.62) se tiene que:

2
V3 = g(lﬁp(e) — ok p™). (2.71)

Se observa que para los valores de las constantes k1 = 877G y cuando o« = 0 recuperamos la conocida
ecuacion de Poisson en cinco dimensiones.



CAPITULO 2. PRELIMINARES 27

2.10. Cosmologia Newtoniana en 5 dimensiones

Para comenzar debemos considerar la generalizacion de la teoria de Newton en 5 dimensiones, para esto
las expresiones usadas corresponden a las de [13]°. El formalismo utilizado en esta seccién esta basado en
[15].

= —p. (2.72)
Por lo que la fuerza gravitacional es descrita por la expresion

8GMm

T,

F_: =

3mr3

donde G es la constante de gravitacion universal, M es la masa que del cuerpo que genera el campo gra-

vitacional, m es la masa del cuerpo que experimenta la la fuerza F'y r es la distancia que separa ambos

cuerpos. Por otro lado la accién de esta fuerza produce que m experimente una aceleracién por lo que se
tiene que

—

F =mg,
el campo gravitacional g puede ser encontrado en funcién de un potencial ¢, como § = —ﬁqﬁ con
4GM
¢ = 3 92 "
wr

Consideremos ahora que la masa M contenida en la regién tiene forma esférica, por lo que podemos des-
cribirla como

22t
4
vemos entonces que la expresion para la fuerza tomard la forma

M =

P,

- 8GMm  4nGprm
F = = 7,
3nrs 3

ademads la energia potencial que experimenta la masa m estard dada por

aGM 2rGprim

¢=- 32 3 ’
y la energia cinética es
1
T = —mi?,
2
asi se tiene que la conservacion de la energia
E = T+¢
1 5, 27Gpr’m
= -mr- - —.
2 3

Una consideracién importante serd que el universo es homogéneo por lo que usaremos un sistema coorde-
nado comévil, que describird una expansién uniforme de nuestro universo

r(t) = a(t)x,

3Donde la definicién de entropia coincide con la versién en 4 dimensiones, ademds en [14] las ecuaciones empleadas estan tabuladas
en el apéndice B, alternativa 2, de la tabla By, esto se debe a que nuestra ecuacion de Poisson de [3] coincide con esta descripcion

aray — 3
parav = 3.
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luego la expresion para la energia en funcién del factor de escala a(t) vendrd dada

E= %ma%z - 727(;‘);29’27”,

ya que & = 0, ahora si multiplicamos la ecuacién anterior por —2—
ma=x

(a>2 AxGp ~ 2E

a 3 ma?z?
4nGp  kc?
= - —, 2.73
3 2 (2.73)
donde k = mfﬁQECQ es llamada la curvatura y describe la geometria del espacio tiempo. Esta cantidad es una

constante y no depende de z ya que la energia E oc 2.

2.10.1. La ecuacion del fluido

Podemos derivar la ecuacion que describe al fluido a partir de la primera Ley de la Termodindmica
dE + pdV =T4dS,

donde F es la energia, p la presion, V el volumen, 7" la temperatura y .S la entropia.
De la relacién de energia en reposo £ = mc?, y escribiendo la masa en funcién de la densidad p y el
volumen V' con respecto al sistema comoévil, se tiene que la energia para la masa de una esfera de radio a

212a* pc?

E ;
4

por lo que el cambio de energia para un pequefio tiempo dt

2 3 oda 27r2a4c2@

= —9
at TP 1 dt
y la variacion del volumen
av da
2 —9x2g3 2
dt T

si asumimos en la primera Ley de la Termodindmica que la expansion es reversible, es decir, d.S = 0

da adp pda

- hathatd 7 =0
Par T aar T 2 dt
., a. D,
pa—i—zp—i—c—Qa = 0
4a 4a
p*+p+%f = 0,
a ce a

p+42 (p—l— %) —0. (2.74)
a C
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2.10.2. La ecuacion de la aceleracion

Podemos obtener la ecuacién de aceleracion diferenciando (2.73)

d(a\® _ d (4nGp ke
dt \ a Tdt 3 a?
G ad — a2 ArG . 2kc*a
2a o = ot e

y de la ecuacién (2.74) podemos reemplazar p en esta ecuacién

.. N\ 2
a a 8rGG P kc?
a () -5+ a)

para finalmente reemplazar (2.73) obteniendo

a 47nGp kch 81G ( p) kc?
a 3 a? 3

. )
& _ _#nG (p+2p>, (2.76)
a 3
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Algebras no relativistas

Los denominados grupos relativistas corresponden a los grupos de invariancia de una teorfa fisica que
incluyen a los generadores de la relatividad especial, es decir, describen las simetrias de traslaciones tempo-
rales, traslaciones espaciales, boost y rotaciones espaciales. Una investigacion de estas posibles cinematicas
fue iniciada por Bacry y Lévy-Leblond [56], donde fue mostrado que todos estos grupos pueden ser obteni-
dos a partir de los grupos Anti-de Sitter (AdS) y de Sitter (dS), a través de contracciones de Inénii—-Wigner,
que envuelven tres distintos limites sobre las simetrias.

En primer lugar el limite no relativista, al hacer tender la velocidad de la luz a infinito ¢ — oo, ademas
se tiene el limite plano si la constante cosmoldgica se anula o equivalentemente el radio c6smico tiende a
infinito [ — oo y finalmente el limite ultra relativista que consiste en tomar la velocidad de la luz ¢ — 0.
En el siguiente esquema es mostrada la relacion entre los grupos obtenidos al aplicar estos limites sobre el
grupo AdS.

AdS—Carroll  $2°  Anti-de Sitter =% Newton—Hooke
1 l +
[ — o [ — o0 | — o0
4 4 {
Carroll €% Poincaré =% Galileo

Se comienza analizando el limite no relativista del dlgebra AdS que esta asociada al grupo especial
ortogonal SO(d, 2) cuyos generadores {J,;, P, } satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién.

|:J:Lb7 J:'d:| = 5ch;d + 6db<]::a, + 6ca,t];lb + 5(1(1(];(:7
|:J:1ba pc:| = 5bcﬁa - 6acpba
-~ 1 -~
P Bo| = T (3.1)

Donde a,b,c,d =0,...,dy 1., = diag(—,+,...,+), con el nimero de signos + equivalente a d.
Si ahora se reescalan los generadores del algebra (3.1) junto al radio AdS [, en funcién de la velocidad de
luz tendiendo a infinito ¢ — oo como se muestra a continuacion,

Ji = CKZ'

1
Py=-H+cM,
c
[ =cl.

30
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Es obtenida el dlgebra de Newton—Hooke con extension central N'H 41 (M), cuyas relaciones de con-
mutacién son dadas por las siguientes expresiones.

(Jij, Jrt] = OnjJit + 015 Jhi + OriJij + 61d i,

| =
[ AR k] - jkP 6’kPj7
[szka] — jk?K 5ikKj7
[P, Kj] = 5ng
[Ki, H] =
1
[P, H] = l—QKi. (3.2)
donde ¢, j,k,l = 1,...,d. Ademads se observa que al tomar el limite plano [ — oo es obtenida el dlgebra

de Galileo con extension central o bien la denominada dlgebra de Bargmann [29]. La extension central M
es agregada para establecer representaciones masivas del dlgebra de Galileo.

3.1. Algebras de Galileo generalizadas

En [3] fueron encontradas las versiones no relativistas de las dlgebras de Poincaré generalizadas 5,
[23, 26] y las dlgebras AdS—Lorentz generalizadas £,, [25, 45], al aplicar una particular contraccion de
Inonii—Wigner. Las dlgebras no relativistas obtenidas fueron denominadas como algebras de Galileo gene-
ralizadas tipo I y tipo 11, siendo denotadas por G*B, y G£ respectivamente.

En el caso del algebra de Maxwell B, las relaciones de conmutacion son dadas por las siguientes
expresiones

[J;b, ch} = OcvJad + SabJea + Ocaddp + OdaTbe,
|:J:1b7 ch| = 5bc]5a - (Sacﬁba
|:J:lba ] - 5('bZad + 5deca + 5('aZdb + 5daZb(‘7
- 1 -
|Pu By = 5 Zab (3.3)

al separar las componentes espaciales y temporales de los generadores { Py, Jup, Zap }, y llevando a cabo el
siguiente reescalamiento, para luego tomar el limite no relativista c — oo

Jio = cK;,
~ 1
By = ~H + cM,
c
Zio = ¢Zio

[=dl,

se obtiene el dlgebra de Galileo tipo I GB,.
De manera andloga para el dlgebra AdS—Lorentz que es denotada por AdSE, y cuyas relaciones de conmu-
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tacion son dadas por las siguientes expresiones

[J;b, Jed| = 0ebJad + davJea + Scaday + Sdabe,
|:J:1b7 PN)C- = 6bcﬁa - 6acﬁb7

(oo Zea| = 0ct Zaa + S Zea + OcaZus + Saa e,

|Zabs Zea| = 8 Zaa + SavZea + ScaZat + Saa e,

1 -
= 55 un (3.4)

|:]5 as [3 b-
obteniendo el dlgebra de Galileo tipo 11 G£,.

Por otro lado las édlgebras de Galileo generalizadas corresponden a la S-expansién del dlgebra de
Newton—-Hooke, donde si al utilizar el método de S-expansién de dlgebras se considera la siguiente es-
tructura de subespacios sobre (3.2).

Vo ={Jij, Ki}, Vi={P,M H}
Vo,Vol € Vo, [Vo,ilc Vi, [Vi,Wi] € W
= En general las dlgebras de Galileo generalizadas tipo I son definidas mediante la siguiente S-expansion

(SE X NHa1(M)) . =GB,

Si N =2y d = 3, de Cayley para el semigrupo S%, es dada por

[ 8% [ Ao [ A1 [ 22 [ As]
Ao || Ao | A1 [ Aa | A3
/\1 /\1 )\2 )\3 /\3 >\3 = OS
Ao || A2 | Az | A3 | A3
A3 || A3 | A3 | A3 | A3

Luego considerando la siguiente particién
So ={Xo0,A2,0s}, S1={X1,0s}
la cual esta en resonancia con N'Hz 1 (M) = Vo & V4.

Por lo que las relaciones de conmutacion para G*B, son dadas por

Jij, Tl = Orjdu + 015 ki — Okidji — OkiJkys
Ui K] = Sk — 6K,
(K, Pi] = —6i; M,
[Jijs Pl = 0w Pi — 0niPj,
(K, H] = -P
[Jijs Zii]l = OrjZa+ 61;2Zki — OkiZji — OkiZuj,
[Jijs Zk) = OwjZio — OriZjo,
PLH] = 57,
(Zij, Kx) = Ok Zi — 0riZjo, 3.5)

donde i, 5, k,l = 1,2, 3.
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= En general las dlgebras de Galileo generalizadas tipo /I son definidas mediante la siguiente S-
expansion

(SI]\\/[I X NHd+1(M))R = g£N+2.
Si N =2y d = 3, latabla de Cayley para el semigrupo S, es dada por

EAEYENEY
Ao || Ao | A1 | A2
A A A2 | Ao
A2 || A2 | A2 | A2

Se establece la siguiente particién
So ={Ao, A2}, S1={\i}
la cual se encuentra en resonancia con N'Hg 1 (M) = Vp @ V7.

Asi las relaciones de conmutacion para G£, son dadas por

(Jijs T OjJir + 015 ki — OniJji — OniJnys
[Jij, K] = 6r; Ki — 0K,
(K, Pyl = —6i;M,
[Jij Pe] = 0niP; — 0riPj,
[K;,H] = -P
(Jijs Zrt] = OrjZit + 0121 — OkiZji — OkiZry,
[Jijs Zk] OkjZio — OkiZjo,
(P, H] = Z%Zim
Zij, Kk] = 0xjZio — OriZjo,
(Zijs Zri)l = OkjZa + 01 Zxi — SkiZji — OkiZj,
(Zijs Zrol = OkjZio — OkiZjos
(Zij, P:] = OrjPi — 0riPj,
(Zio, Pj] = —6i;M,
[Zio, H] —P;. (3.6)



Capitulo 4

Algebras ultrarelativistas

En el capitulo anterior se analizé el limite no relativista de las dlgebras de Poincaré y el dlgebra AdS,
que corresponde al dlgebra de Galileo (o el dlgebra de Bargmann si damos cuenta de la masa) y el dlge-
bra de Newton—Hooke respectivamente. Para ello fue tomado el limite ¢ — oo en la velocidad de la luz,
mediante contracciones de Inonii—-Wigner. En el presente capitulo, serd calculado el limite ¢ — 0 sobre la
velocidad de la luz , al hacer tender a cero el pardmetro usado en la contraccidn, para obtener la version
ultra relativista del algebra de Poincaré correspondiente al dlgebra de Carroll y en el caso del dlgebra AdS es
obtenida el dlgebra AdS—Carroll AC ;41 (también denominada como el dlgebra de para-Poincaré por Bacry
and Lévy-Leblond [56]).

El 4lgebra AdS—Carroll se obtiene a partir del siguiente reescalamiento sobre los generadores de AdS y
tomando el limite ultrarelativista ¢ — 0

~ 1
Jio = - K,

&

~ 1
Py = —H.

&

Por lo que AC 441 presenta las siguientes relaciones de conmutacion.

[Jij, Jrt] = Onj it + 015 Jki + OriJij + 61 dji,

| =
[Jij, Pi] = 01 P — i Py,
[Jij, Ki] = 01K — 03 K5,
[P, Kj] = 6;;H,
1
[PZ;H] = ﬁKlv
1
i Bl = 5, 4.1)
donde i,7,k,l = 1,...,d y [ es el radio AdS y en el caso de que su valor tienda a infinito [ — oo es

obtenida el dlgebra de Carroll, lo que corresponde al denominado limite plano.

4.1. Algebras de Carroll generalizadas

De manera andloga a como se encontraron las dlgebras de Galileo generalizadas, ahora se mostrard un
mecanismo para la obtencion de las dlgebras de Carroll generalizadas, que corresponden a la S-expansion
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del algebra AdS—Carroll, donde si al utilizar el método de S-expansién de dlgebras es considerada la si-
guiente estructura de subespacios sobre (4.1).

Vo=1{Ji;, K;}, Vi={P,H}
Vo, Vol c Vo,  [Vo, Vil C Vi, [Vi, VAl C V.
= En general las algebras de Carroll generalizadas tipo I son definidas mediante la siguiente S-expansién
(SE X ACa+1) g, =CB

N+42°

Si N =2y d = 3, de Cayley para el semigrupo S, es dada por

[ SE [ Ao [ A [ [ 5]
Ao || Ao | A1 | A2 | Az
)\1 )\1 )\2 )\3 )\3 >\3 = OS
Ao || A2 | A3 | A3 | A3
A3 || A3 | A3 | A3 | A3

Luego considerando la siguiente particién
SO:{)‘O,A27OS}7 Sl :{/\1705}
la cual esta en resonancia con AC3y1 = Vp @ V1.

Por lo que las relaciones de conmutacién para C*B, son dadas por

Jij, Jut] = Orjdi + 01jJki — Onidji — OniJij
Ui Kl = K — 6K

(K, Pj] = =6 H

Jij, Pr) = OnjP; — 0kiPj
(Jijs Zri) = OxjZa+ 612k — OkiZji — OkiZu;j

[Jijs Zk] = OrjZi — OniZ;

Py H] = llzzi

[P, P] = lZz’j

12

Zij, Kx) = OkjZi — 012 4.2)

donde i, j,k,l =1,2,3.

= En general las dlgebras de Carroll generalizadas tipo I/ son definidas mediante la siguiente S-
expansion
(Spr x ACqy1) , =CL

N+42-°

Si N =2y d = 3, latabla de Cayley para el semigrupo S, es dada por

[ S3 [ o [ M [ Ao
Ao || Ao | A1 | A
AL || A1 | A2 | A
A2 || A2 | A2 | Ao
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Se establece la siguiente particién
So={Xo, X2}, St ={\}
la cual se encuentra en resonancia con AC3,1 = Vo & V4.

Encontrando que las relaciones de conmutacién para C£, son dadas por

[Jij, Jut] = OnjJu + 01jJki — Okidji — Okidk;
[J”7Kk] = Opi K — 0K

(K, Pj] = =0 H

[Jij, Pr] = Ox;Pi— P
ijs Zrwt) = OkjZi + 61 Zki — OkiZji — OkiZrj
[ij, Zk] = OrjZi — OriZ;j

o] = 7

1

[P P = 552
(Zii K] = 012 — 12,
Zij, Zil = OwjZu+ 01j2ki — OkiZji — OkiZrj
(Zij, Pr] = OrjPi — oriP;

(Zij, Zk] = OkjZi — Ok,

Z;,P;] = —0i;H 4.3)

donde ¢, 5, k,l =1,2,3.

Recientemente ha sido mostrado que existe una dualidad entre el dlgebra de Carroll y el dlgebra de

Bargmann, al intercambiar el generador de traslaciones H por la carga central M [57]. Pero esta dualidad no
puede ser aplicada al dlgebra de Newton—Hooke y el dlgebra AdS—Carroll, debido al conmutador [P;, P;] o<
Ji; en las relaciones de conmutacién del dlgebra AdS—Carroll (4.1).
Es posible observar a priori, que para el caso de las dlgebras de Carroll generalizadas (4.2) y (4.3), este
problema no es heredado ya que [P;, P;] « Z;;. Por lo que se conjetura una dualidad entre las dlgebras
de Galileo generalizadas y las dlgebras de Carroll generalizadas dentro del marco de sus correspondientes
acciones Chern—Simons [58].



Capitulo 5

Gravedad Chern-Simons no relativista

Como fue mostrado anteriormente el limite no relativista de la accién Einstein—Chern—Simons desembo-
ca en ecuaciones de movimiento que describen una ecuacién de Poisson modificada (2.72), en este capitu-
lo serd mostrado que mediante el gaugeo de dlgebra G5B, es posible obtener una accién Chern—Simons
denominada accién Newton—Chern—Simons, cuyas ecuaciones de movimiento concuerdan con los resul-
tados obtenidos para la generalizacion a la teoria de Newton (5.53). Ademds serdn estudiadas soluciones
cosmoldgicas para esta ecuacién de Poisson modificada al considerar una métrica de Friedman—Lemaitre—
Robertson—Walker.

También se demostrard que la cosmologia Newton—Chern—Simons es una especie de andlogo de la versién
proyectable de la teoria de Hofava—Lifshitz en (3 + 1) dimensiones.

5.1. Accion Newton—Chern-Simons

En referencia [23] fue encontrado que el dlgebra 85 puede ser obtenida a partir del dlgebra AdS hacien-
do uso del procedimiento de S-expansién. En esta seccién serd mostrado que la version no relativista del
algebra B5, a saber el dlgebra G*B, , puede ser obtenida de manera andloga a partir del dlgebra de Newton—

Hooke usando el mecanismo de S-expansion.

Como anteriormente vimos los generadores del dlgebra de Newton—Hooke con extension central N'H g1 (M),
satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion:

(Jijs Tr] = OnjJit + 015 Tni — Okidji — 01i i
[Jijs Pr) = 031 P — i P
[Jij, Ki] = 0 K — 0 K
(K, Pj) = —6:;,M
[Ki, H] = —P;
[P, H] = VK (5.1)

donde ¢ = 1, ..., d. Esta dlgebra posee una extension central M, que esta relacionada con la masa de una
particula libre y también una especie de constante cosmoldgica v a nivel no relativista.
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En [49] fue mostrado que para que el dlgebra de Newton—-Hooke preserve la simetria de los boost, se
debe considerar el denominado limite de Newton—-Hooke que consiste en tomar los limites ¢, — oo pero
manteniendo la cantidad v? = Ac? finita.

Ahora siguiendo las definiciones de [46], consideramos la S-expansion del dlgebra de Newton—Hooke
con extension central N'H 4,1 (M), usando como semigrupo a SS) = {0, A1, A2, A3, A4}, donde la ley de
multiplicacién del semigrupo viene dada por AgA\g = Apygsia+ 8 <4dya+ = M\sia+ [ > 4.
Después de obtener la correspondiente sub-dlgebra resonante y 0, reducida se encuentra una nueva algebra
que llamaremos GB, cuyos generadores {J;;, K;, P;, H, M, Z;;, Z;0, Z;, Zy, N } son definidos como:

Ji=M®J; Ki=)MN0K H=\NoH
Pi=M\®P M=M®M Zj=\heK
Zij = o @ Jij Zy=Xs®H Zi=X® P,
N=X\&M

Recientemente fue encontrado en [3], que en el contexto de la gravedad de Newton— Cartan, el limite no
relativista de una accién Chern—Simons invariante bajo el dlgebra de Poincaré Generalizada 85 es descrito
por el gaugeo del dlgebra G*B, que posee las siguientes relaciones de conmutacion.

(Jij, Jrt) = g Tt + i Iei — kit — midkjo
(i, Ki] = nja K — nin K, [Ki, Pj] = —6i; M,
(Jij, Pr] = njePs — ni Py, [K;, H) = — P,
[Jijs Zrt) = i Zit + i Zii — MkiZjt — MiZrjo
[Jij, Zko) = NjkZio — MikZjo, [ Ki, Z;) = —0i; N,
(Zij, Ki] = njxZio — Mix Zjo, [Ki, Zo| = —Zi,
(Jij, Zk] = jnZi — minZj, [ Zio, Pj] = —0i5N,
[Zij, Pi] = 77ij NikZis [Zio, H) = —Z;,

] =

[P H (5.2)

Se considera una 1-forma conexién y se observa que la constante v no aparece en el dlgebra ya que ha sido
absorvida en la definicion de los generadores.

A= %TH+76P+ZTZO+ZhlZ+l M+—lnN

1
—W'K; fk’ZZ- —w"J;; fk:”Z,»» 53
+ Cw + c 0 + QW J + 2 J ( )
la correspondiente 2-forma curvatura asociada a A es dada por

1 . 1 . 1
F = SR(H)H + 7 R(P)Pi + $R(Z0) % + ; RN(Z) Zi + — R(M)M
Ci

1 1. 1. 1. 1 ..
+ 7R(N)N +-R'(K;)K; + -R (Zio) Zio + §Rz] (Jij) Jij + §R” (Zm‘) Zij 5.4)
C (& C

donde [ y ¢ son pardmetros con dimensiones de distancia y velocidad respectivamente, las curvaturas aso-
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ciadas a cada generador son

R'(Ziy) = DE' + v?e't + k' w!, R'(K;) = Du’,
RY(J;;) = RY, RY(Z;)= Dk", (5.5)
cony = %, T = de* + o.)ijej, R = dw + wikwkj.
Si A denota los parametros del grupo podemos escribir
1, 1, 1 1 1., 1, 1., 1 .
A=2CHY P4 50 Zo+ ' Zit — oM+ —AN+ =N K+ X' Zig+ N T + 547 Z; (5.6)
l l l l vl vl v v 2 2
entonces los campos transforman bajo una transformacién de gauge en la forma:
0A = DA =dA+[AA]
1 . . ] : 1 _ _ g _ iy
_ %dCOH + (D¢ - wi¢® — Ae; + TA)P; + %deZO (Do’ =g = Nl + RON 4 K
, g , 1 : : 1 A . . .
— k¢ — e, + XN Zi + a(da —w'C+e'N)M + ﬁ(d’y —k'GHMN - +ex)N
1 ‘ g 1 , 5 4 g , . 1 .
—+ *(D)\Z — )\”(Uj)Ki =+ *(DXZ — )\1ka — XUOJJ' + k”)\j —+ elco — CZT)ZiO —+ iD)\”Jij
v v
1 g - o
+5(Dx7 + KA+ KN Z5 (5.7)
de donde vemos que
61 = d¢°
s = D¢ — wi¢b — /\ijej + 7
Sh0 = dp°
6hz — Dpz _wipO _ )\i_’ihj 4 hO)\z + k1]<J o szO _ Xijej +TXZ
dm =do — WG + €'\
on =dy—Kk'¢;+h'A —w'pi + e'xi
Sw' = DA" — N,
§k' = Dx' — Nk — xYw; + k9N +€'¢Y — ¢'r
Sw = D\
k" = DX + kYA 4+ B N (5.8)

donde D es es la derivada covariante con respecto a la conexién w?.
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Siguiendo a referencia [29] impondremos ahora algunos constraints sobre las curvaturas con el objetivo
de convertir las transformaciones P y H en transformaciones generales de coordenadas en el espacio y el
tiempo. Para esto escribimos el pardmetro de una transformacion general de coordenadas £* en la forma:

é-)\ — eixcl +TACO

donde €? es la inversa del vielbein espacial y 7> es la inversa de el vielbein temporal, los cuales son
definidos como

[N i' n

e#ejféj T, =1

Hot H

e, =0 e, =0

1V __ SV v

e e =0 —TuT (5.9

Observamos de 5.8 que solo los campos de gauge e uZ Tis My, hj, y n,, transforman bajo las transfor-
maciones Py H. Estos campos serdn considerados como independientes mientras que los campos restantes
serdn dependientes de los anteriormente mencionados. Para lograr esto impondremos los siguientes cons-
traints:

R(H)=dr =0
R(P)=T"-w'r=0
R(M) =dm —w'e; =0
R(Zy) = dh® =0
R'(Z;) = Dh! —w'h® — k't + kied =0
R(N) =dn — w'h; — kle; =0 (5.10)

Las identidades de Bianchi nos entregaran las relaciones entre las curvaturas que permiten relacionar
los campos dependientes con los independientes.

De R(P;) = 0 vemos que tomando la derivada covariante de esta ecuacion se tiene:

DT' = Dw'r — Riie;=Duw't — R, e, = (Dpw,)'n, (5.11)

vl
donde [ ] significa antisimetria en los indices A y v. Andlogamente de R(M) = 0 se tiene:
6[>\i(Duwu])i =0

El constraint R(H) = 0 nos entrega la condicién dr = 0 , es decir, G[MTV] = 0. Ahora podemos
encontrar una expresion para w*’ en funcién de los campos independientes e,;, 7, y m,. Para esto usaremos
el siguiente resultado

R,," (P)epi + R, (P)e,i — R, " (P)eui =0

Contrayendo con respecto a e”? se obtiene que:

w,"” = (Oen)'e”? — (Ouen) e’ + e (Ope,) e’ e’ — reliv, ! (5.12)

Luego podemos usar 5.12 dentro del constraint R*(P) = 0y contraer con e#/ y 77,
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My, D = 2e#(gy,e,, )7 (5.13)

Donde ( ) significa simetria en los indices 7 y j. Ademas del constraint R(M) = 0 se puede verificar
contrayendo con respecto a e#* y 7% que:

EIL[iOJMj] — e/u'euj 8[#7711,] T,ltw“i _ QTILeVia[MmU] (514)
Asi de 5.13 y 5.14 se encuentra una expresién para w’ de la forma:

wui = e”ia[#my] + e”iT”eMﬁ[yeP]j + T#T”e”ia[ump] + T”E)[He,,]i (5.15)

Para obtener los campos kuij y klf seguimos un procedimiento andlogo, utilizando los constraints
R*(Z;) =0y R*(N) = 0 obteniendo las siguientes expresiones:

k#ij :(D[th,])ie”j — (D[#h,,])je”i + euk(D[,,hp])ke”iepj — wf#h?,]e”j + wfuh,oj}e”i — eukwﬁ,hgle”ie”j

~rerlig, g (5.16)

E :e”ia[uny] — e”iwk[uhl,]k + e”iTpeujD[l,hp]j — euiTpeujwj[,,hOp] + TILT”ema[Vnp]

m
= T’ W by + T Dyhy’ — TR (5-17)

5.2. Tensores invariantes de la accion Newton—Chern-Simons

Es bien sabido que los tensores invariantes para el dlgebra AdS SO(4, 2), son dados por:

<JachdPe> X €abede (518)

Si realizamos una contraccién sobre los generadores del dlgebra AdS de manera que, K; — ¢~ *J;o;
P, — I7'P;; H — cl='Py — M, coni = 1,2,3,4 se obtiene el dlgebra de Newton—-Hooke con
extension central al tomar el limite ¢, | — oo y mantener v finito [48].

Por otro lado, usando el dlgebra de Clifford, v,v, + %Y. = 2¢,w, donde p = 0,1,2,...,5 para
encontrar una representacion irreducible del dlgebra de Newton—Hooke con extension central, se tiene que
los generadores del dlgebra son:

1

M,uu = Z['V;u'yy] (519)

Que satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion:

[Muuv Mpa] = nupMua - nupMua + nuaMpu - nuaMpV (5.20)
[M;wv 70] =MvoeVYu = NpoTv (5.21)

Donde g,,, = diag(—c?,1,1,1,1, —1?), ademds se define I', = 9172737475 que es la forma volumen
y conmuta con los generadores M, con (I',)? = det(g,,) = (Ic)? un multiplo de la identidad, una
identificacion andloga se ha realizado para 5 dimensiones).

Al identificar Jij = Mija Mo = cK;, M5 = IP;, Mos = 1Py = lC_l(H + CQM) yI'y =2M le,
se obtienen mediante (5.20) las relaciones de conmutacién del dlgebra de Newton—-Hooke con extension
central.
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Una representacion para las matrices v, viene dada por:

-1 0 0

-1

0 0

0
-1
0
0
0
0
0

0 0 01

0
0
0
0
-1
0
0

0 0 0 O

-1

0 0 0 O

0 0 0 O

-1

0 0 00

10 0 0
01 00

Yo =

0 0 0 -1

-1 0 0

0
0

0

V3=

0 0 0 —

0

0

- 0 0 0

0

72 =

10 0 0
000 O0O0OT1TO0TFPO0

0 0 00

000 O0O0O0OT1FPO0

00 0 O0O0O0TO 01

100 0 0 0 0O
01 00 0O0OTO0OTO
001 0O0O0O0O0
0001 0O0O0O0

il

V5 =

0

0
-1

00 0O
00 0O
00 0O

0
0
0

0 0 01

0 00
01 00

1

Ya=1

0 0 0O
0 0 0O
0 0 0O

0
0

0
-1 0 0 0 O

-1

10 0 0
01 0O

0 010

0
0
0
0

1

0 0 O

s = yov1727374775 = tlc

Consideremos la siguiente identidad:

tr(D,T.) = =8(Ic)?

Ty = %717%273747 = YV YpYo V6Vr = €uvpost L«
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(VYo Yp Yo VsV Lx) = 17 (€pvposr Lsl's)
= —8(Ic)€pvposr (5.22)

Ahora podemos construir los tensores invariantes en funcién de las matrices v,

(o) = (Cu{ My My Ms: }) = Ve posr (5.23)
donde  es un factor nimerico y {...} denota el producto de matrices simetrizado, por lo que compa-
rando (5.22) con (5.23) se observa:
<F*{M/WM/)<TM67—}> = 78(16)2€/wpa6'r
<F*{M/,1,VMpUM75}> - _8(lc>2€;ujp0"l'5
Fijamos el valor de uno de los indices por lo que a partir de ahora se usaran etiquetas a, b, c,d,e =
0,1,...,4, dado que en este caso podemos trabajar con la traza normal que denotaremos por (...)7 en vez
de la traza simetrizada, debido a la ciclicidad de esta traza (ddemas que la traza es proporcional a €4pcdse,
es decir, a # b # ¢ # d # e), se tiene:
(Yo117273727s Map MegMes)r = —8(1¢)*€apedes
(Yo 27137478 Ya W YeVa Ve vs) T = 64(1¢) €aedes
(Yon1727374 (V575 )Va Ve VeVdve) T = 64(Ic)€apedes
(YoN172 Y374 Ya Vo Ve VdVe) T = —64¢? €avedes

conI'y = —cl(4) donde estas matrices  corresponden a uno de los bloques de las matrices 7, es decir:
—( 0
rY(L - ( _,Q/a 0 >
Es posible verificar:
<f‘*7a7b’yc'7d'75>T = _64c2€abcde5
<7a7b7a7dVe>T = *64C€abcde5
<Machd’Ye>T - _16ceabcd65

Si ahora identificamos v, = P., con Py = ¢ (H + M), J;; = M;;, Myo = cK; y I, = 2M, se
obtienen mediante (5.20) y (5.21) las relaciones de conmutacién del dlgebra de Bargmann [29].

Debido a la expresién (5.18), los tnicos tensores invariantes no nulos del dlgebra de Newton—Hooke
con extension central tienen la forma:

(Jij JuiPo)r = —16¢€ij1105

<JiijlPO>T = <JijJ}€l(H + M02)>T 5.24)

<Jiijl(H + M02)>T

Al

(Jij I H)7 + (Jij Ju M) (5.25)
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Donde tomando el limite ¢ — o0, nos queda que <J,;j JuMyr = —16¢;;1105, €l otro tensor invariante
no nulo para el algebra de Newton—Hooke es:

(Mij Myoyi)T = —16¢€ij105

(JijIwov)r = e(Ji K Pi)r (5.26)
= c(Ji; K P)7 (5.27)
Asi
(Mij Myovi)T = —16€i5105
= 16¢€;;k105 (5.28)
Finalmente los 2 tensores invariantes del dlgebra de Newton—Hooke son: (Jij Ju M) = —16€ijk10 ¥

(Ji; K P;) = 16¢€;;10, donde (...)7 = (...).
Los tensores invariantes son encontrados usando el teorema V' I1.2 de [53] sobre los tensores invariantes
del dlgebra de Newton—Hooke.
(Jij JuM) = %allceijklo
OR K5 = —gmlcﬁjklo
(Jij ZiuM) = §a3lceijkl0
(ZijKpP) = —§Oé3lc€ijkzo
(Jij ZkoP) = _ga:%lcﬂjklo
(Jij JuN) = %aslceijklo
(JijKnZi) = *%a:’,lcﬂjkzo (5.29)

Donde las constantes o y a3 son adimensionales .

5.3. Calculo Lagrangeano Chern-Simons

El lagrangeano Chern—Simons se calculard usando el método de subespacios [47]. Se expresa el dlgebra
de gauge como suma directa de sus subespacios vectoriales:

Gp, = ({Ji DHAPHH{EHH{AD MY AN H+H({Zi H+{ Zih +{Zi ) +({ Zo})

!'Se han introducido los factores [,c con el fin de absorber la dimensién de (...) y se ha reescalado el valor de los tensores invariantes
por un factor %21
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El lagrangeano de transgresion LG, = kQ®)(Ay, Ag) donde:

Ag=0
A]_:w
As=w+qg+e+h+74+ho+mo+no+wo+qo

pero Ag = 0 por lo que el mencionado lagrangeano de transgresion es una forma de Chern—Simons con:

1 . 1 . 1. 1
w=-wJij, wy=-wk, e=-¢e'P;, ey = C7'H mg = —mM,
2 c l l cl
1 . 1 .. 1 1 1
]{?0 = *kq’Zio, k= *k’”Zij, ho = *7A'Z0, h = h7 Nnog = —nN (530)
c 2 c l cl
Por otro lado L
QA A) = @+ 1) [ de((A - D) (531)
0

con

Fi(A, A) = dA(A,A) + S[AdA, A), (A, A A4, A) = A+ 14— A)

El segundo término de la curvatura se puede escribir como el conmutador en vez de la conexién al
cuadrado, ya que se observa que para una p-forma « y una k-forma 3 se tiene:

[, B] = a — (=1)P*Ba
(— )pk(( 1P af — Ba)
= —(—1)""(Ba — (-1)P*ap)
—(=1)P*[B, o (5.32)

Como la conexién es una 1-forma la relacién [A, A] = 2A2. El lagrangeano puede ser calculado usando la
férmula triangular [?] de donde se tiene que:

QB (Az, Ag) = Q) (A2, A1) + Q) (Ay, Ag) + dBW (As, Ay, Ag)

5.3.1. Cilculo de Q) (A}, Ay)

Se tiene que el valor de A;(A1, Ag) = Ao + t(A; — Ap) = tw por lo que la correspondiente curvatura

€S
2

Fy(Ar, Ag) = tdw + %[w,w]

con dw = %dwij Jij o< Jij y [w,w] = 4w”wkl [Jij, Jwi] o Ji;. Pero como no hay tensores invariantes de la
forma (J - - - J) se tiene que:
Q) (41, 49) =0

5.3.2. Calculo de Q©)(Ay, A;)

Para esta conexidn se tiene que:

Ai(Ag, A1) = A1 +t(As — Ay) =w+tlk+e+h+ey+ ho+ mg+no+ wo + ko)
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Asi la curvatura vendrd dada por:

1
Fi(Ag, Ay) = d(w + th 4 te + th + teg + thy + tmg + tng + two + tho) + §[w,w] + tlw, k]

+ tlw, €] + tjw, h] + t[w, wo] + t[w, ko] + t3[k, €] + t2[k, wo] + t2[e, wo]
+ t*[e, ko] + t*[e, eo] + t*[h, wo] + t*[ho, wo] + t*[wo, eo] + t*[ko, €q]
1
=dw + Q[w,w] + t(dk + [w, k]) + t(dwo + [w,wo]) + t(dko + [w, ko)) + t*[e, h]
+ t2[k, wo] + t(de + [w, €]) + t*[eo, wo] + t(dh + [w, h]) + t2[k, €] + t*[ho, wo)
+ t? [60, ko] + tdeg + tdho + tdmg + t2 [6, w()] + tdng + t2 [h, wo] + t2[€7 ko]
= R+ tDk + tDwy + tDko + t2[e, o] + t2[k, wo] + tT + t2[eq, wo)] + tDh + t*[k, €]
+ t2 [ho, WQ] + t2 [60, ]{30] + tdeg + tdhg + tdmg + tQ[e, wo] + tdng + t2 [h, wo] + t2 [6, k‘o]

Donde se us6 la relacién (5.32) y las relaciones de conmutacién (5.2) para descartar los términos nulos.
Ademais se tiene que:

Dk = dk + [w, k] < Z;; Dwy = dwg + [w,wp] x K;
Dky = dkg + [w, ko] x Z;o [e,e0] = %eiT[Pi, H] x Zyo
[k, wo] = %kijwk[Zij7Kk] < Zio T =de+ [w,e] x P;
[eq,wo] = %Twi[H, K| x P Dh =dh + |[w,h] x Z;
[k e] = %kijek[zij, P x Z; [ho,wo] = %mi[zo,m x Z;
leo, ko] = %Tki[H, Zio] & Zi deg = %dTH x H
dhg = %%ZO x Zo dmg = éde x M
[e,wo] = éeiwj[Pi,Kj] x M dng = éan x N
[h,wo] = éhiwi[zi,Kj] x N [e, ko] = %eikj [Pi, Zjo] x N

1
R=dw+ §[w,w] x Jij
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As{ analizando los tensores invariantes (5.29) la contribucién al lagrangeano toma la forma:

1
QB (A, A;)) = 3/ dt ((wo + k + ko + e+ h +mg +ng) (R + tDk + tDwy + t Dk
0
+t2[e, eo] + t2[k, wo] + tT + t2[eq, wo] + tDh + t2[k, ] + t2[hg, wo]
+t2[eq, ko] + tdeg 4 tdhg + tdmg + t2[e, wo] + tdng + t2[h, wo] + t*]e, ko})2>

1
=3 / dt (wo (2tRT + 2t* Rle, wo] + 2tRDh + 2t* R[ho, wo) + 2t° Req, ko]
0
+2t* DET + 2t* Dkleg, wo)) + k(2tRdmg + 2t* Rle, wo] + 2t*T Dwo + 2t* Dwg e, wo))
+ko(2tRT + 2t* Reg, wo)) + e(2tRDwq + 2t*Rle, e] + 2t* R[k, wo)
+2tRw, ko] + 2t*[w, k] Dwg) + 2thRDwg + mo(R? + 2tR[w, k]) + noR?)

2 2 2
=3 <RTw0 + gR[éo,Wo]Wo + RDhwgy + gR[ho, WO]WO + gR[eo, k()](;.)()
2 1 2 2 1
+ ng:Two + ka[eo, wolwo + Rdmok + gR[e, wolk + gTDka: + §Dw0[eo, wolk

2 2 2
+RTky + gR[eo, wolko + RDwoe + gR[e, eole + gR[k,wo]e + R[w, kole

2
g[w, k] Dwoe + RDwoh 4+ R*mq + R|w, klmg + R2n0> (5.33)

Se ha usado el hecho de que R, T", Dh, Dk, dmgy Dwq son 2-formas, ya que si oy 5 son formas pares
se cumple que:

(a+ B2 =(a+B)A(a+B)=a’+anB+BAa+ B2 =a’+2aAB+ 32
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Abhora usando las relaciones de (5.30) y reemplazando (5.29) en (5.33) se obtiene que:

RUTE! RY k! RY DRk
Q¥ (A2, A1) =3 <2lc<JiijKl> + T<JiijKl> +—

R fwkl R Tkk! DEUTk!
WY iy 7 K LTV i 7 K s Y
3lc (Jig Z ) + 3lc (i Zu ki) + 3lc

Dk rwhwt RY kR dm R fklemy,,
—{Z,; P K —{(J;i 2 M) + ————
4le (23 D) + 4le (i 2 M) + 6lc

T? Duw kR Dwirwd EF RITEE!
SN (7 PK) 4+ Y 7 PR 4+ ——
sic G D) + = {2 Pel) + =5

R kit RY Dwkel V2 RYekrel
T<JiijZlo> + T<JiijKl> + T<JiijZl>

R Fmy,, el RIwF™ L, el Wt kI™ Dwkel
LR Wm goP.Z Y '@ P27, Wmh” W e
6lc <JJ wZi0) + 2lc <Jj ko) + 6lc

R Dw* h! R RFlm RIWE Emim RY Rkl
L R T T K L T T M) - = Em Ty g Ay o e
+ 2lc <J” kKL + 4le <J” JuM) + 4le <J” WM + 4le

2le <JijZkKl>
(Zij P K1)
(Jij Z1; M)

(Jii PuZio)

(Zij P K1)
<JiijlN>)
g 4 g g 4 3y
= €ijkl0 (2041R”Tkwl + gOélR”kawl + 2a3R”thwl + gagR”%wkwl
4 i gk 1, 4 gk, i, k| ij 1.kl 2 ij 1.kl m
+§Q3R Tk"Ww' + gang T W + asDEY 1w w’ — asR7 k™ dm — gOégR ke w,,
+%a3Ttijk:kl + azDw'twIE* + 205 RITFE + %agRiijkkl + 201 RY Dwkeé!
4 - 2 . - 2 o
—l—guzagR”ekTel + gagR”kkmwmel + 2a3R7wF™E, el + gangkaJmekel
+203 R DwFh! — a1 R RMm — as R7wk k™'m — as RV R*'n)
El lagrangeano Chern—Simons invariante bajo el dlgebra G*B, es dado por
Lens,gp, = Q1€ijkl (—QR”Tkwl — gR”wkwlT + 2RY Dwkel — R”Rklm>
4 o nij ki ik L ik 4 i k1
+ azeijki §V RYe%e't — 2R Dh*w" — gRJk’ w'T — gRJw w'T
- 4 - - . 2 ..
+2RY DwFh! — ng”Tkwl — DEYwFwlr — RIEF dm — gR”k‘klemwm
9 4 .. . g 4 .
—gR”wlfnkmlm - gk”Tkal — kY Dwkwlr — 2RITFE — gR”wkle
+§R‘Jk’f%mel + gw’kamekel — RYRFp — 2R‘ka’”kmel> ) (5.34)
De imponer k% = k% = 0 el lagrangeano (5.34) es reducido a la expresion
LChS,G35 = 1€k (—2Rikawl — %RijwkwlT + 2R Dwkel — Rinklm)
4 9 i kol Gk 1 Y oi b 1a 5y, kil ij kl
+ 03E45k1 gl/ RYe"e't —2RY Dh"w' — gRJw W't + 2RYDw"h' — RYR"'n | .

(5.35)
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5.4. Ecuaciones de movimiento

49

. . 5 .
Ahora si consideramos que L = L(C 2L g + KLy , donde postulamos la uno forma energia momentum.

0L
T = ,

5Ly
T, = :

ademas el tensor energia momentum serd modelado como un fluido perfecto con presién, cuyas componen-

tes son
Ty = —p'¥
4ple)
Ty = —3

Y un tensor energia momentum asociado al campo h® que también serd modelado como un fluido perfecto

con presion

h
T(og = *P(h)

4p(h)
o

7 _

i

C

Las ecuaciones de movimiento que nos entrega esta accién son dadas por

4 L\ 4 . SL
€ijkl <—3a1R”wkwl + 30431/2R”ekel> = —K 57]_\4
4 g oL
gagsijklR”wkwl = K 575’\/[
g 4 g 5L
25ijkl <a1R”Dwk - 30[31/2R”6k7'> = 7#;57@]1\/[
13 k M
2a3€4 RY Dw® = —HW
y oL
a16ijk1R”Rkl = K)*M
om
y oL
a3€ijk1R”Rkl = K)*M
on
2 » . 2 - iy oL
deiin (3041R”wk7' —a  RIT* + gagR”wk? - agR”th) = —K (50.)]\14

4 8
Eijkl <2a1ka6mwl — 4o T Dt — galwkwldT — galDwkwlT + 201 R w,, el

8 4
—201 RF dm + gz/ZangelT + gagekeldT — 203 RF™ !t — 43 DAY Dot

0L
Swii

4 8
—gagwkwld% — gangkwl% + 2a3 R w,, bt — angldn> = —K

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)
(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)
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Para tener una gravedad de Newton—Cartan en donde solo e, k%, m y n son campos independientes es
necesario imponer los siguientes constraints, de manera andloga a como en relatividad general la conexion
de espin depende del vielbein.

)
R(M) =dm — w'e; =0; R(Zy) =d7 =0
R'(Z;) = Dh' —w's — k't + kel =0
R(N)=dn—w'h; — k'e; =0 (5.44)

Esto nos entrega las siguientes ecuaciones de Bianchi

DT'=Dw't — Rej=Duw't — Ry Ve, =(Dpwy)'n), (5.45)
epi(Dpwy))' =0 (5.46)

Al ser la torsién nula la variacién del lagrangeano de materia con respecto a la conexién de espin también
lo serd y ademads usando los constraints de (5.44), entonces, la ecuacién (5.42) se reduce a lo siguiente

A€ jki (%R”wkT 2 %R“wk%) =0

—%T. (5.47)

Usando las ecuaciones de Bianchi (5.45),(5.46) en la ecuacion (5.43)

>
Il

10 8
Eijkl (— e DwFwlr + 201 RF ™ w,e! — §y2a3wk7'elr — a1 R*dm
10
+2a3R*w,, bt — gasDwkwl% _ Ozngldn) _0,

y como 72 = 0 se tiene

3

luego por (5.47) la ecuacidn anterior se satisface idénticamente. Las ecuaciones (5.40), (5.41) implican que
el espacio es una variedad plana.
Ahora de reemplazar la ecuacién de movimiento (5.37) en (5.36) y (5.39) en (5.38)

1 1
€ijkl ( a1 DuwFwlr — ;angkwl%> =0,

. 6 oL oL

ij k1 __ M M
EijklR Jee = —72 (/ﬁ 7(5 — akg—y ) s

ij k _ M M
gijpR7 e = 3 (kléel —ak276hl )

Y calculando los siguientes duales y escribiendo en lenguaje coordenado 2

«(To)or = det(g)d63TY 67° dx®. (5.48)
cijoRebelor = 2det(g) (63 R — 2R%) 67°, da®. (5.49)
cijroR7eFrdel = —2det(g) (67 R — 2R%) §e°, dx®. (5.50)

ZPara detalles del calculo ver apéndice A.
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Se han tomando las siguientes consideraciones, 7, = 9, f (") = 0., 7/ = (1,7") con f(z") = t, siendo ¢
el tiempo absoluto. Ademds 7#7, = 1y donde R = 0.

Luego al usar (5.48), (5.49) y (5.50) sobre estas ecuaciones y considerando que la componente no nula del
tensor de Ricci es Ryg = V2¢, se tiene que lo siguiente

3
Roo = 55 (k1p'® — akop™) (551)
3
Roo = — (,ﬁp(e) _ ak2p<h>) , (5.52)
La ecuacion (5.51) es el resultado que fue encontrado en [3]
3
V3¢ = ﬁ(klp(e) — akyp™), (5.53)

donde las constantes fueron definidas como c

vV = 7,
con c la velocidad de la luz y [ el radio c6smico, ademads las constantes 31 = [S2 = K, asi estas definiciones

son andlogas a las usadas en [2]
K

k1 = — = 8nG,
8&3
con G la constante de gravitacion universal en 5 dimensiones,

o K
T 2das’

ko

_ 30&1

P
De comparar estas dos ecuaciones (5.51), (5.52) podemos encontrar ecuaciones de estado, y usando que
k1 = 3ko

2e1p® — 2akop) = (kzlp(e) — akgp(h)> ?
oy ple) — 2Ry (g e — KL 2
3 3
2c «Q
ople) _ 2% () _ ( () _ & <h>) 2
P 3P p 3P e

Definiendo una densidad efectiva y una presion efectiva como

(e)
_ 2w
p D) 61’ )
(e)
A (D)
p 5 6/) )
2
pc
=—. 5.54
P=7 (5.54)
Ademés por (5.47)
p(h) - p(e)
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_ ple) 4 pl©)
2
= o,
(e)
p= p2 .
Por lo que la ecuacién de Poisson puede ser escrita de sumar (5.51), (5.52) como
(e) (h)
Roo = i klp(E) _ aka(h) + leL _ QQkQL
412 c? c?
3k 2
2 _ 1 p
Podemos encontrar usando (5.55), (5.56) y (5.54) que
v2¢ _ 3k1 (e) _ 247;Gp(€)

v? v

Por otro lado la interaccidn entre los fluidos es descrita por las ecuaciones de estado

p© = @)
P =y 3w )2,
(0%

Uerc0® p©) = kg™ p® =k o — by o)
9 (;M,(e) n 3k2w(h)) p© = (ki + 3ko) pl@,
S (kit3ke) ko

Gk 3k
kil )L
= 3k, (2 W) ts
= 1-w®,

52

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)



Capitulo 6

Cosmologia Newton—Chern—-Simons

En el presente capitulo se ha considerado una accién en 5 dimensiones S = S, + .S que esta compues-
ta por un sector gravitatorio y un sector de materia, donde el sector gravitacional, es dado por la gravedad
de Newton—Chern—Simons, en lugar de la acciéon de Einstein—Hilbert. Donde el sector de materia es des-
crito por un fluido perfecto. Se estudian las implicaciones en la evolucidén cosmoldgica, al reemplazar la
accién de Einstein—Hilbert por la accién Newton—Chern—Simons para una métrica de Friedman-Lemaitre—
Robertson—Walker.

También se demuestra que la cosmologia Newton—Chern—Simons es una especie de andlogo de la version
proyectable de la teoria de Hotfava—Lifshitz en (3 + 1) dimensiones, aunque el término que contiene @, no
estd presente.

En particular, se demuestra que no hay solucién de De Sitter, aunque el comportamiento se produce en un
futuro lejano. Ademads, una solucién fantasma con una singularidad futura, que recuerda a un pequefio Big
Rip es encontrada. Finalmente, una breve revision de la adiabaticidad en la evolucién césmica es realizada.

6.1. Modelando Fluidos

Siguiendo el formalismo usado en [9]. Al introducir coordenadas locales (¢, 2*) en 4 dimensiones espa-
ciales se tiene que 7 = dz°, h = 69 9; ® 0, corresponden a la métrica temporal y espacial respectivamente.
El modelo de materia es asumido para ser un fluido de ideal con velocidad w, el cual es un vector tipo tiem-
po. La vorticidad y la tensién relativas a un vector tiempo tiempo V, donde 7(V) = 1, 7, = gagp V? son
dadas por

1

Q8 — i(u%\h)\ﬁ _ u;/f)\hka)7
1

Q% = 5(ufghw +ul\ ).

La velocidad de expansién es 6§ = h*?©,,5 y la velocidad de corte es la parte libre de traza de la tension,
c=0— %Hh.

Es posible mostrar que 6 = u7, y que la derivada covariante de la velocidad puede ser descompuesta
como se muestra a continuacién

haAU;)\Q = @a,@ + Qaﬂ + hapVAu;”/\gBUV”.

53
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Desde esta ecuacion podemos derivar la ecuacién de Raychaudhuri, para ello consideremos

Uy Uy = Roypu,
uﬁufﬁy;ﬂ = (uﬁuf}g);a — u%uaﬁ — Raﬂuauﬁ.
Podemos escribir los términos del lado derecho de la ecuacion anterior como
(uﬂu%);a = div(Vyu),
u%u% = hpahﬂﬁ(@pﬁ(—)o_a —|—QPBQUQ),
o 3]{31 2p
Ra,ﬁ’u u = 2? <P+ 02> ,
donde hemos usado (5.57) junto a las ecuaciones
3k1 2p
Rup = 22 <p+ 02) TaTBs
TaT8 = Gacgppu’u’.
Por lo que la ecuacién de Raychaudhuri es dada por
. 1 2 8 B 3]€1 2p
div(V,u) = V0 + 1_19 + 0% o0 — Qs + 22 p+ 2
Roo = —~(hiih L g kR, 4 2k i
00 = —5( ij),O_Z jk i + Koj,i + K™ Kij
3k1 2p
= %2 (” \ ?) :
La ecuacion (6.4) es equivalente a la ecuacién (6.3)
Ri; =0,
Roi = Wk
= 0.
Esta tltima ecuacion es equivalente Q” ; = 0 debido a que para algin u = V'
Qap = 1 (hacucb — hpeu, — 2/<;ab) .
2 N ,a
El resto de cantidades son dadas por
1 c c ]
Gab = 5 (hacu)b - hbcu@ + hab) 3
1 .
0 = ulfy+5h"ha,
le(Vuu) = ﬁjla + 2hab"“:(Ja,b + 2hbcﬁacu?b + hbcu?bilac + Uauf)ab + U:zbu

Para un fluido ideal con presién la ecuacién de continuidad es dada por [16]

p+ {(p+c—2) uﬂ’i+§h”hij (p+c—2) = 0.

b

70/'
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(6.1)
(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)
(6.7)

(6.8)
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Mientras que la ecuacion de Euler

i i, ij i (L ik i PN
a' +wlu'; + 20V Koy + 20’ (2/1 “hij +h k/-ijk) + (p + 07) h*p; =0. (6.9)
Si consideramos que x;; = 0, entonces (6.8), (6.9) y (6.4) se reducen a
el B)], - o
c i
R py L ,
o+l = - (p+ 7) pi+g',
’ c
i 3k 2p
“9i T 34 <P+ 62) )
donde g' = —2kg;. Si asumimos que p y p en coordenadas adaptadas son solo funciones del tiempo y
ademads de usar la ecuacion de Euler, esto implica que
A
Vo = — (p + C—2> div(ph)
= O’

por otro lado la ecuacién de continuidad (6.8) muestra que u’Z solo depende del tiempo. Por lo que (6.3)
toma la forma

1 3k 2
042602+ 0%a,, — Q0 + 2L (1 22 — . (6.10)
4 202 2
Pero usando que 6 es una funcién inicamente dependiente del tiempo, asi (6.8) y (6.6) implican que
p+9(p+%):o, 6.11)
a

ecuacion que coincide con (2.74). Finalmente si consideramos un modelo homogéneo e isotrépico Fried-
mann Lemaitre en la teoria de Newton—Cartan, se tiene

14 u,

hij = a*(t)dy,
Q =0

Por lo que
0 = 4-,
a

Oab = 07

i - 4da —a?

Asi las ecuaciones (6.10), (6.11) son dadas por

o1, 3k
. _.2 4.2 3k
JGe—d® 4t 3k ot

a?

a? 202

(6.12)



CAPITULO 6. COSMOLOGIA NEWTON-CHERN-SIMONS 56
Y al reemplazar v = % en (6.12)
_ k1 2p
o 6 (p + c? )
4G 2
= = <p+f). (6.13)
C

Que coincide con (2.76) para nuestra densidad y presion efectiva.

ISHIRSHENSIESH
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6.2. Soluciones cosmologicas

En esta seccion, desde ahora usaremos las unidades por simplicidad como k1 = 87G5 = 1 = cy
v = 1/1. Las ecuaciones (6.10) y (6.11) la ecuacién de conservacién y la ecuacion para la aceleracion, res-
pectivamente, donde p es la presion, p es la densidad de energia, § = 4H, con H = a/a como el pardmetro
de Hubble y a es el factor de escala cosmico.
Se visualiza inmediatamente la ausencia del constraint de Friedmann. Esté situacion es andloga a la que
sucede en la version proyectable de la teoria de Hotava—Lifshitz en (3+1) dimensiones [3]. Desde las ecua-
ciones (6.10) y (6.11) es posible obtener la primera integral

8 C
71/2H2:p+ 0

. - (6.14)

donde Cj es una constante de integracién. El término Cp/a? no es materia oscura en el sentido usual, pero
gravitacionalmente se comporta como un fluido cuya presién es p = — (1/2) p lo cual, como veremos co-
rresponde a un esquema de evolucion con aceleracion nula, que es un universo de Milne.
.. . . . 3

En relatividad general en (3+1) dimensiones, la materia oscura corresponde a p (a) = p (ao) (ao/a)”. Un
término de este aspecto esta presenta en la teoria de Horava—Lifshitz en (3+1) dimensiones a través de
C (t) /a®, una realizacién de la gravedad en Hotava-Lifshitz, como una geometria dindmica en el forma-
lismo de Newton—Cartan es discutida.

p+3H(p+p) = -Q,
3 <2H+3H2) -

donde 7 es un parametro constante adimensional asociado a la invariancia bajo difeomorfismos y () repre-
senta la cantidad de energia no conservada [10]. No existe constraint de Friedmann en estd teoria. Desde
estas ecuaciones, es sencillo encontrar la primera integral

C(t b
377H2:p+% Y C’(t):C’oJr/dtadQ,

to

y C (t) /a® no es materia oscura real, pero gravitacionalmente actia como un fluido sin presion.
Ahora se retornard a (6.10) y (6.11), escribiéndolas en la siguiente forma

p+4H (p+p) = O, (6.15)
a . 3
i H+H2:——(p+2p). (6.16)
a v
Consideremos la relacién barotrépica p = wp, donde podemos escribir (6.15) y (6.16) en la forma
p+4H (14 w)p=0, (6.17)

desde la cual es directo obtener

an \ 4(1+w)
p(a) = p(ao) (;0) , (6.18)
y
Him—_° L 020 S 12 6.19
+ —_m w+§ p:>(12 <—>w;—/. ( )

De acuerdo a (6.14) y (6.17), con 1+ z = ag/a donde z es el pardmetro de redshift, por lo que el pardmetro
de Hubble es dado por
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3p (0) 4(1+w) 3p(0) 9
H(z)= 1 H2(0) — 1 2
) ¢8v2 (142" (H2(0) = 220 ) (14 2)°, (6.20)
y ahora consideraremos algunos casos particulares:
(bl) w = 0.Eneste caso p(z) = p(0) (1+2)'y
H(z) = \/ 52 (14+2)"+ (H (0) 52 (1+2), (6.21)
donde podemos ver que
H(z—o0)—o00 y H(z——-1)—0. (6.22)
(b2) w = —1/2. Enestecaso p(z) = p(0) (1 +2)°y
H((z))=H0)(1+2) = d=0, (6.23)

lo cual corresponde a un universo de Milne.

(b3) w = —1.Eneste caso p (z) = p(0), con p (0) constante, pero de acuerdo a (6.20)

3p (0) 3p (0)
H(z) = \/ 20 (- %) v, (624)
y desde aqui
H(z—o0) w00 y H(z— 1) — 3§V(2), (6.25)

a diferencia que en relatividad general en (3+1) dimensiones, se tiene que H (z) # const. para p (z) =
const. Entonces, no hay una evolucién de Sitter en la cosmologia Newton—Chern—Simons, aunque este tipo
de evolucién se alcanza en un futuro lejano (z — —1).

(b4) w < —1.Enestecaso p(z) = p(0) (1 + 2)74(|w|71) y

H (2 — o0) = \| H2 (0) — 3;/(3) (14 2) — oo, (6.26)

3p (0)
82
Es posible notar que H (z — —1) diverge, al igual que p (2 — —1), pero no en un tiempo infinito como
sucede en relatividad general en (3+1) dimensiones, cuando pensamos, por ejemplo, en una singularidad

futura como un pequefio Big Rip [21].

H(z— —1)— (14 2)720170 o, (6.27)
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6.3. Termodinamica

La primera y segunda ley de la termodindmica, nos dicen respectivamente que,

TdS = d(pV)+pdV = (p+p)dV + Vdp, (6.28)
ds
T = VIp+4H (p+p)]. (6.29)

Dado que, segtn (6.15),
p+4H (p+p) =0

tenemos una evolucion adiabética.

En la cosmologia Newton—Chern—Simons no hay constraint de Friedmann y tenemos una evolucién adiabati-
ca. En la teoria de Hofava—Lifshitz en (3 + 1) dimensiones no hay constraint de Friedmann, pero a diferencia
de la cosmologia de Newton—Chern—Simons, la evolucién no es adiabdtica desde

p+4H (p+p)=-Q#0

y por lo tanto dS/dt # 0.



Capitulo 7

Accion
Chern-Simons—-Antoniadis—Savvidy no
relativista

En este capitulo es utilizado una extension del principio de gauge, donde se incluyen campos de gauge
tensoriales, para encontrar acciones en cuatro dimensiones invariantes bajo dlgebras de Galileo generaliza-
das, en este contexto son utilizadas formas invariantes cerradas similares a las formas de Pontryaguin—Chern
en teorias de campos de gauge no abelianas, en particular existe un invariante de gauge independiente de la
métrica en (2n+3) dimensiones, lo que permite construir acciones en 4 dimensiones para el caso n = 1, de-
nominadas acciones Cher—Simon—Antoniadis—Savvidy. Se busca conectar los resultados con la dindmica de
Newton modificada (MOND) con el objetivo de interpretar la materia oscura como un limite no relativista
de la energia oscura.

7.1. Algebra de Galileo tipo / G8,

El limite no relativista del dlgebra de Maxwell corresponde a una S-expansion del dlgebra de Newton—
Hooke con extension central [48], como fue mostrado anteriormente (3.5).

ij, Tl = OnjJu + 01jJki — Okidji — Okidk;
[Jij: K] = Ok Ki — 0kiK

[Ki, P;] = —d6i;M

[Jijs Pe] = 0P — 0niPj

(K, H] = -P
[Jijs Zii) = OxjZa+ 612k — OkiZji — OkiZ;j
[Jij, Z] = OrjZi — OriZj

[P,H] = Z;
[Zij, Kx) = OkjZi —01iZj

donde i, j, k,l = 1,2, 3. Estas ecuaciones corresponde al denominado limite eléctrico encontrado por Le
Bellac y Levy—Leblond [59].

60
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La representacién de esta dlgebra puede ser obtenida desde el dlgebra SO(3,2) algebra usando las

matrices I L

Duw = 7 Dl
donde v, satisface las relaciones de conmutacion del dlgebra de Clifford
VYo + VWV = 2w
con u,v =0,1,...,4 y se ha considerado la siguiente signatura para la métrica de Minkowski
N = diag (—02, 1,1,1, —l2) .

La identificacién J;; = I'yj, T'so = ¢K;, Ty = 1P, Toy = [Py = le™! (H + CQM) yI'y =2M con
s = vov17277374, entrega las relaciones de conmutacion para el dlgebra de Newton—Hooke con extension
central (3.2), lo que nos permite obtener los tensores invariantes de las dlgebras de Galileo generalizadas
mediante el método de S-expansion [46, 47], como fue mostrado en (5.29).
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7.2. Accion (ChSAS) para el algebra G8,

La 1-forma conexidn evaluada en el dlgebra G*B,4 es dada por

1 . 1 1 . 1 .. 1 .. 1 .
A= ETH + —e'Pi+ —mM + -w'K; + iwwjij + ik”Zij + -k'Z;
C C

l l cl

donde v, [ tienen dimensiones de velocidad y distancia respectivamente. La correspondiente 2-forma curva-
1
tura

1
F o= dA+ (A4 4
c 1 . : 1 . 1 ) 1 ..
= id’TH + j(Tl — wl’T).PZ' + 7(dm — oﬂei)M + —Dw'K; + 5R”J¢j
C C
1 i Czi i g 1o i

Donde T = De'y R = dw" +w'w,’, y laderivada D es covariante con respecto al grupo de rotaciones
SO(3). Por otro lado la 2-forma potencial de gauge viene dada por

, 1. ‘ 1 .. .
B=B'P,+ B°H + B™ M + 3 BYJij + G K + 5B Zij + B2
y su correspondiente 3-forma curvatura

H = DB=dB+][A,B]
1 . 1 1 . 1 .. 1 .. 1 .
= dB+ |SrH+ €l P+ —mM + ~w'K; + —w Ji; + ~k Z;; + ~ k' Z;,
l l cl c 2 2 c
1 1
B*P, 4+ B°H + B™ M + 53'%1 +GF Ky + iﬁklzkl + 6% 2
1 . 1 . 1 .
— dB+ %B’“[H, P+ %TG’“[H, Kyl + 7€' B[P, H) + ;¢ BYIP,, Ju] + 7€' GF [P, Kl
1, 1. 1, 1.
+-w'BFK;, P] + ~w'B[K;, H] + —w'BM[K;, Ju] + —w' MKy, Zi)
c c 2¢ 2¢
1 .. 1 .. 1 .. 1 ..
—‘y-iw”Bk[Jij, Pk] + Zw”Bkl[Jij, Jkl} + inGk[Jij,Kk] + Zw”ﬁkl[Jij7 Zk:l]
1 . 1. . 1. 1.
+§WZJ5k[Jij7 Zi) + Zk”BM (Zijs ] + ik”Gk[ZiJn K]+ %k/’szl[Zi; ]
0 i C i L | — m) , L 1
= dB°H + (DB +iTG—7BJej—fwB P, + (dB +76Gi—7wBi M
C C
1 ij ;1 ij 1 ij i ki i pki i C_ i
+5 DBy + (DG — B, K,;+§(D6 — ki B + 17 B )ZijJr(Dﬁ - 1B

1 . 1 .. y 1 ..
—‘rjelBO — ;Bwk‘j + k‘lej — Cﬁ”o.z]) Z;

) 1 .. ) 1 .. .
H=H'H+H'P,+ H™M + SH i+ LK + 56725+ 0'Z;

"Para detalles del célculo ver apéndice B.
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HO
Hi
™)
HY
Li
R
@i

63

= dB°

. . 1 .. 1 .
= DB'+ ETG” - fBUej - —w'B°

C

= dB™ + €'Gi — fwlBZ
= DBY

. |
= DG' - *B”wj'

C

= DpY -k B + K, B"

) 1. 1. iy 1 ..
= DB — %Bl + 7¢'BY — —BYk; + kI G; — — B,

Postulamos un ansatz para expresar las 2-formas {B*, B, B(™) B% G%, 3%, 3"} como producto cufia de
las 1-formas {7, e*, m,w",w", k", k}.

Bi

Gi

5

61'

%w”e] Ew T+ —k” %k‘l T+ ﬁw m+ ﬁkz

b b

21l it e

21 we +ﬂkl

2d;2 ‘el +d2 4 ;32 wio’ + d4kz kR d5 ki

g;z i +% 1m+§wijwﬂ +%kl f5 W'k + fﬁkl %
29112 el + %wzkwkj + %wiwj + giklkk’” + %kikﬂ

+g§ kR 4 @kikw’“j + %wikﬂ' + g—%kiwﬂ'

%6%’4— % ‘m+ %wi I+ Z4k‘ w’ + %wijkj h6kjl k.
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Introduciendo el ansatz en las ecuaciones para la 3-forma H.

H° = DB°
b - b . A
- 2cll(Dwel wZTi)+il(DkleFlei)
H' = DB1+ TG — B”e]—lw B°
c
i i artda ;o g a i i as i i
= 2l(R]e — Wiy + 57 wkwkjej+2—l(DwT—wd7)+2—l(ijej—k]Tj)
7 7 as 7 7 7 7
l(DkT—de) 202 (Dwm—wdm) 62l (ka k'dm )
dg+by , da ds dg d7 . .
— 5y wHes = 5k WkMe € = 5k e, lekk’w ;- QZkkw’Wej
d i c f2 7 f3 1 1 f4 i f5 f6 i
72721143 J j+l7'<l26m+20w +27ck (.AJ k'] :ZC k:‘]
H™ = DB™ 4 l e'Gy fle
c
= ;Cll(DweﬁwT) %(Dkieﬁkim
f3 i, f4i j f5 i 7.9 f6 i 7.7
+l(2cijel+2ckjwel+2cwjkel k; ke
1 al ay
— () 2] 7]{:1] sz »kl )
cwl(zzw EREDT TR
HY = DBY
7d1sz i3 d2R Ki _ o RM) + d3D7,'j i Dl
= Sh(Te — T + 2(Riw )+ 55 (Dw's! —wiDu)
d4

i i j ds i7.9 i j
~ (Dk KR — K DERT) 4 5.3 (DK'k! — k' D)

d6 d

ds i3 7 j d9 i g i ;

+7(Dw K = &' DI) + 55 (D' — k' Do)

L' = DGlffB”wj
c
Jic i 2 ) 3,0 ; , . ‘
= Q—ZQ(TTfed7)+ﬁ(Tmfedm)+2fc(ijj +wkwkjw3 — W, Dw)
f4 (Dkz Wl — ]giijj) + E(Rijkj erikwkjkj *Wijij) + ?(Dkijkj .
c

d Z d2 i d i d5 i7.9 d@ i .
D) l2 elwj — 50Y Lww; — Q—k kW, c3k kw; — o N

ds + b1
W W

(R2 kR 4wt R RN — Wty DERTY é(Dkikwkj — kL RM — K whwh)

64

€j

dr s
C
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Q7 = ﬁij _ ki B* 4 kjkBki
i i 92 [ pi j i j 93 i g i j
= 212(T el — T7)+5(R kw’”—kak])—F@(Dw w! — w'Dw)
+5(Dki kR — ki, DRI %(Dkikj — KDk + %(Rikw — Wi, DEFI)
_|_g26wik Wkl + (Dkz — ki R — %kikwklwlj
Wi i iy, g i pkj i ki
+@(Dw kj Dk’j)—f—@(Dk wJ—kaJ)—kkB j+kaB
. , 1 1. y 1 ..
o = Dp— §TBZ + 7€' B0 =~ Bk + kG — B,
c c
h , , ho 4 ha . , ,
= %(T% —e'dr) + CTZ(Tlm —e'dm) + ?Z(szwj —w';Duw)
h o ) . h o ) ) he

50 (DK ;7 — k' Dk

_c (1 wie, ijp a5 46 4 2 bi . b2
7 (Greties + ikties + 5 qpetm et ook )*ze <2z ER L
(5112 e'e’ + 4kikkkj dz% k’”+ﬁk1kw ) k;

+ k4 (g}s ;T +% m—f—gwjkw +£i W —&-%wj k* + ka kzk)

lrgr 94,4 1ki , 96 ki 970 kj
—7(212 e + Lk kT + Dotk kkwﬂ)wj

hs_ds . hs
562w2kwk'kj+ — 92

4 7 7 5 7 1
g0 (DR o9 — k' Dw?) + Z2(R' k9 —w'; DK +

v d
+ Rl + g5 9!# Ik;.

'L jk; +

i gs—ds
W W 72 3
Donde las constantes son arbitrarias. Con el objeto de fijar estas constantes debemos exigir que los campos

deben satisfacer las (FDA), es decir, si ' = 0, entonces, H = 0. La condicién F' = 0 nos deja las siguientes
ecuaciones

dr = 0

T' = Wir

dm = w'e;

Dw' = 0

R7 =0

Dk = —1—2617' — k' w?

DEY = 0.



CAPITULO 7. ACCION CHERN-SIMONS-ANTONIADIS-SAVVIDY NO RELATIVISTA 66

Al reemplazar esto en H

b .
HY = 2; (kl Wwe; + klwT )
. a1 +dy . —as — Q4 ,;; — ag
H = f32l ww;T + 121 2 kw’”ej—i-if4 2?l) 4k“wj7+f22l3 Seirm
dg — i dg+bi+as ; dg+by da i ki ds
+ c21kJ 2 e = =g wkle - gk ke — sk ke
ds i . kj d7 ik c (f5 4 f6 ;
—5 ¥ Lk jej—Q—lk LW Jej—i—ZT QCw K4 k kj
m ag —c2 fz—a1 ; Jio—ca—az ; L(fs J6 4
Hm™ = 501 klw;T + 501 ijjeq;+2clkjwjei—|—l<2c Jk:jei—i-zckjkj ¥
Qg :
+——k'w;m
2¢31
ii d1+d8 i . d1+d9i : d5 Czi i k : d5 i 02 : ; k
HY = o w76j772l2 6w57+% l—267+kkw kj—@k l—2637+k]kw
+ 6 i k)lkl] 7kzkwkl lj ngwik]k k+ 9 kb wk:w]
i fa ER Is ([ N fec ;i
L = ﬁw ™m + ?Cw kwkjwj + 2*(’ w kwk]kj —+ l2(JJ Jej’r —+ ﬁk j J
+f220_lzlel ij+f62 Lk M w; 6531@%]‘ ]+f52 8w ki
d d
72—7k’k R, — Sngkjw]
c c
g s . — 0o N 2 2
oY = 912l298wz7_e] - glnggeZwJT - égci <l2€z7'+kl ) K+ k’ (lzejT-i- K w )
g6 , d2\ ;i ki gr  d2 ,; Wl gs —ds ;. &
#(5 G )enetnt  (§ ) Kt ”W“”fjk“
—d d d d d .
+7gggcz Skwke! — Ky (2112 bel b SRR SRR Wk
d d d dy d d
7kk 2 — k‘kj 29 k >+k] (212€k i 4kkkll 5 kkkz
c?

dg k li d7 k dS k d9 k
kT k k' k i
2 2 22" +
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; ho +as by +g1 — ho hs —a1  ; 5 =96 ;i ;5 k
0 = 502 w'tm + oz e'wle; + TE aw' el T + 2 w' k7w
¢ ag ; be +di clhe + f1 —ag) ,
—7—2 21/{ mT + 502 e'kle; —212 kel

de . . dr— . A
= < ka% k4 26 wh k4 I8 5 f5klkw’”) k;
&

Y (%ejm + ijkwk) + (}‘5 _ d2> W' wh kI
C c Cc

gr—f3 hs  go
2 Kyt ]+(20 2C>wkwkoﬂ

gs d3 W gs do \ i
I8 @) i, — 99 ki,
+ (203 203) + (203 203) Wik

Ahora de I = 0 es posible obtener que el sistema de ecuaciones para las constantes es dado por

ay = Qg — 0
ay = C2
by = —(as+ds)
b = 0
dl = d2:d4—d5—d6—d7—d8—d9:
d3 = g1=gs=9o
fo = fa=fs=f6=0
fi = a3 —hg
fa = as+tag
g5 = 96=9g7r=0
hg = —as
hs = go
hs = 0
y nuestro ansatz se reduce a
B = %w k:” —l——k‘Z —|——wm
21 21 € 21 2c21
as +ds
BO - _ 7 ;
2cl we
Bpm)  _ 71 ie, —k"
2¢ l + 2cl
g ds . .
BY = 202w1w]
; as—hs ; aztas ;
Gt = T ce’T—i—Tk’juﬂ
g ds K8 i O s, O ds . .
g z ] w? kj IS Qg Jd 90 1.kj 7 ] i, ]
p 22° +2 k& +2c2°“"+2kk 22 ek
, hic . 5 o hy h
58 = icelr— a4 e'm + g—2w’ Wl + —4162 6k’ K.

212 cl? 2¢ 7 2c
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La accién Chern—Simons—Antoniadis—Savvidy viene dada
4
Lé’})LSAS’ = (FB).

Donde usando el teorema VIIL.2 de [46] (ver seccidn 2.3) es posible mostrar que los Unicos tensores inva-
riantes para GB4 son

(JijKr) = aocei
(JijZr) = acgiji
(KiZi) = oocein
(FB) = << dTH+ i wir) P+ l(dm wie:) M + DuﬂK + R”Jm + Dld 7,

1 2
E(Dk’ %e T+ kW) Z; ) (B’“Pk + B°H + B™ M + §B’”sz
+GF Ky + iﬂklel + 5kzk>>
1 i okl 1 inkl 1 i ke
= %Dw B <KiJkl> + ?CDW B <KiZkl> + §RJG <Jink>

1 .. 1 iy 1 .
+5RY BE(Ji;Z1) + ka”B’“l (ZijTwa) + 5D/wc;k (Z;i Kx)
2
(Dkl Ceir+ K B (Z; T
C

2 2
Q . 3 .. (o7 ..
= ?OEileszkl + 7€ileszkl i E—Céiij”Gk + ;CEiij”ﬁk
2
+22 5 i DEIG + 7% 1 DE'B" + 772%6 irBM + ggiklkgwﬂB“.
Introduciendo nuestro ansatz
_ Q2 (43 ka9 & 93k194k ld3kl d3kl
(FB) = ?Eilew (212 e+ 2wmw +22w kP k™ + 52 k' + S5k w
! ii (a3 —h az+a d i
—1—20ceiijJ< 3212 6C€kT—‘r 32 4k’k )+2232€Zlew ket
o2 i (hic g as 92 i ha 4, h6 k
+?C€iijJ <2l26 T — Cl2 m+ 27Cwl ?Ckl k k

2 212 2 2¢2

OéQd ko1 2d3
—|—2 212&1«[67(«00&) + — 5 202

y —h + d ,
+%ceijka:” <a3 8 cekr + a3 90 a4 k:k > a2 isilekzwkwl

E,klkl wJ k l.
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De donde observamos que cuando ¢, ! — oo la accién se reduce

(FB) = ek (llzlie'” + Bukut 4 Bkt 4 Doy )
+%9225” Duwiw W™ + O;Z 9245”ka Ko kmk
“F%Eiijij (a3;h6i6k7+a3+a4kk )
+%5ijka’ij <a3;h6iek7' + 28 —; a4 ek w )

69
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7.2.1. Ecuaciones de movimiento:

ashy + ag(as — he) v? i az(as — he) v i
0 (FB) = 1 B 5”kR766 T+f12 gijr Dk I5ekr.
ha + + y N
5wi <FB> = 052492 aL]kR”w l6 + a2l 052((13 a4)€iij”k'k15wl + Oé2492 eijké(le)w]mwmk
+ e B (D K, k4 02003 701 - ppiih gm
_ a2492 cinRIwh ol + aghy + az(ag + a4)6iij”kkl<5wl 4 2202 cin0ui Dusl, o
+ 2 e kb DR,k + 72(“3; 94) . DRIKE, G
Dyeijr. = 0,
bl epje+ ke + ke =0,
k! DkI0wPe s + k! DK owh ey, + k) DEIowPe; = 0,
Sw' DK™k, Fei i1, — Sw' DRIk, F ey — DK sw™ei = 0,
€ijk 20w DK™k, ¥ + DKV K" sw™e] = 0,
26ijk0w' DKMk, = —ei; DEEE ™
h g g
Jui (FB) = 042492 l]kaw Sl + Qipl14 + Oéz(as + a4)5iij”k’“l(5wl _ 042492 Eijkal]wkméwm
0‘2494 cinDRIRE, g 4 Q298 ik s gm
G —2t %) g R, g + Q2T 02) i s
— ) ) )
az(as Zﬁ 95) kR R, G
h g
S (FB) = “228 ¢, R 5!
as ij [(hv kol
dyii (FB) = Zgijkéw J B T —i—gng w! — gow ZDOJ + hyDEF lw — hak", Dw
+Zeindw? (heDRAK' — hol DR') + 282 jdw e,
+a2292 gijkDw’ w] Sw™F 4 2494 Eijkéwilwlkj kv
o ..
+Z05ijk5w” ((a3 — h6) 2 TkT =+ (a3 + a4)Dk lw — (ag + a4)kk Dw )

2

+%5ijk6wilklj <<(l3 — hg) %6 T+ (a3 + ay) k > .
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Dsyeijre =

&UfiEfjk + 5wfj€ifk + 5Wfk€z‘jf =

6wfl-w’w]mwmkefjk + 5wfjw’wjmwm’“qfk + 5wfkw’w]mwmkeijf =

6wfiwiwjmwmk6fjk + 25wfjwiwjmwmkeifk =

(an] o o o 2

m

€ijk Jwifwfwjmwmk—k%wjfwiwf wmk] =

mk mk

QGijkdefwlwfmw = —epow pwlwl W

Ds€i5k =

5wfi€fjk + (5wfjeifk + (5wfkeijf =
f
k

5wfiwmwlmw7kefjk + dw jwm zmwjkeifk + dw?, W™ lmwjkeijf =

5wfiwmwimwjkefjk + 25wfjwmwimwjkeifk =

o o o o o

€ijk [5wifwmwfmwjk + 25wjfwmwimwfk =

2eijp00” W' LWt = —epdw’ W W, W

Dsoeijre =

5wfi€fjk S 5wfj€ifk + (5wfk6ijf =
6wfiwijwmwmkefjk + 5wfjwijwmwmkeifk + 5wfkwijwmwmkeijf =

25wfiwijwmwmkefjk + 5wfkwijwmwmkeifk =

\
o o o o o

€ijk [26wifwfjwmw"m + (5wkfw”wmwmf] ,

2€¢jk5wlfwfj W™t = _€ijk5wkfww W™

Dsy€ije =

whepin +wheipn +wheyr =

wfiéw”wmwmke]cjk + wfjéw”meMkeifk + wfkéw”wmwmkeijf =

b

I s i k F s i k -
2w’ 0w W™ e i1 + W oW W W™ e =

o o o o o

€ijk 2wfi5wijwmwmk6fjk —l—wfkéwijwmwmkeijf} =

)

26ijk6wf3wlfwmwmk = —€ijk6wz‘7wkfwmwmf

Dsyeijr =

wJ;Efjk + wfjeifk + wfkeijf =

wh bW ey, + wiwwke; pp + wh dwliwke; ;=

2wfi§wijwkefjk + wfk(;wijwkeijf =

o o o o o

eijk [20 0wk + W dw Wl ] =

2€ijk5wfjwifwk = —€ijk5wijwkfwf

)
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eijkéwifwfwjmwmk = —QEijkéwjfwiwfmwmk
= f2ekji(5wjfwkwfmwmi
—26ijk5wfjwkwfmwmz
= —Qemjkéwf]wkwlfwfﬁ
= €mjrow’ jwfwkfw
= €jp0w™ I wf Wk fw m
1 .
= —§eij;€(5w”wmwkfwmf
2eijk5wjfwmwi Wik = —eijkéwifwmwfmwjk
2¢;5,0W" fwmwf WMk —eijk(kafw wigms
*2€;51,0w Figmwt fwmk = —e”kéw WinW fwmf
2ei0w™wrwt Wt = —eipdww,w fw mf
Zeijkéwfjwkwif = —e”k&u Twfw kf
) ) 1 y
eijk(Swszfwjmwmk = —ieijk5w17w7,kafwmf
b (FB) = “2cq0 (M k Du!
wii (FB) = Zsijk w 2 T T—l—gng w! — gow lDo.) + hyDKF lw — hyk", Dw
a2 ij 292 ij
+ Eikow? (hGDkakl — hekyDk') — == eijpdw lwmwtyw™
8% o ..
+ QQQSZJka wj Oow™ 29451-jk5w”wmkk ks

2
+%eijk6wij <(a3 - h6) B T 7+ (a3 + as) DkFw! — (a3 4 aq) k¥, Dw )

02

+%5ijk5wijknf ((ag — he) 1—26 T+ (a3 + aq) k”}wl> .

Spis (FB) = %gijk}ziﬂ' (h46k:klwl+h66kklk:l)+a22945ijkai(5k:jmkmk

ao (a3 +aq)

) Ezijijékk wh+ Msi-kaijékk Wt
+%Eijk5kij ((a3 - hb) B TkT + (a3 + a4) DKW — (a3 + ag) k¥ Dw >

La variacién con respecto a §7 es dada por

2 (ash a3 — h
(21+ 3 6

Czagfh,@
2\ 7y Ty

4

6, (FB) = { >51ij% + oy ———¢;ixDk"e ’“} or

Por lo que si consideramos que L = L, + Lgl,)L s4g » donde postulamos la uno forma energia momentum.
0Ly
T, =
oL
TO = x < M) .
ot
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La ecuacién de movimiento es dada por

2 h —h - 2a5—h g
5, L= [;2 <a24 L a0a3 1 6> i R7ek + ag%L 1 Gsijka”ek — K * TO} 0T =0
Luego de calcular los siguientes duales 2, tenemos que,
#(To)or = —det(g)ogTY 67° dxt
eigeDkIehor = 2det(g) (95 Dak™ — Dok, + Dak”) o7, dar*
eirRYeFsT = det(g) (0 R — 2R%) 67° dz*.

Asi nuestra ecuacion de movimiento es

ashy as — hg - - az — hg o o o o

K "+ a0 ) (67R — 2R%) + ap = (55Dak 8 — D5k + Dk i)
12

+C—2m5gT00 det(g)] 67 dx* =0 (7.1)

ash as — h,
[(2414—04034 6

—h o
) (905 R = 2Ras) + s =2 (655 Dak®%, = Dok’ + Dsk,’s)

12 o
—|—g/<;505T00} det(g)07°% dz* = 0.

Multiplicando la ecuacién anterior por g%

ashy az — he az — hg af 58 58
[( e )(4R—2R)+a2 2 (1Dak, = Dsk™s + D)

412 0 o 3,.4
+c—2/£T0 det(g)o7°%dx* = 0.

Podemos despejar R
aohy as — hg az — he af 58 21 0
< "+ a0 >R o (4Dak ’ — 2Dsk 5)+c—25T0
as — h6 af 2[2
= Q9 9 Dak 8 + CTHTOO

Tomando las las componentes 00 de (7.1)

Ckghl as — h@
< 4 + oo 1

2

az —h a l
) (R — 2Roo) + g ——5— (Dak®% = Dok’ + Daki’y) + 35T =0

ahora reemplazando R en esta ecuacidn se tiene
ashy az — he §
- +

—h . 31
© (2Dak™% — Dok’ + Dekqy) + 2 KT = 0

a3
« R «
2 0 2 ) 00 2

2Para detalles del calculo ver apéndice D.
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Teniendo en cuenta que debemos hacer las consideraciones de la gravedad de Newton—Cartan [29], es decir,
Roo = V2¢ y la métrica se descompone en una parte temporal y otra espacial, goo = To79 = 1. Por otro
lado T()O =p

6 EK‘, _ 20&2 (a3 — h6)
O[th + ao(ag — h(,) C2 P Ckghl + Olo(ag - hG)

V2 = (2Dakaﬂ5 — Dok, + ngoﬂo) . a2
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7.3. Algebras de Galileo tipo /7 G£,

El limite no relativista del dlgebra AdS—Lorentz corresponde a una S-expansion del dlgebra de Newton—
Hooke con extension central [48], como fue mostrado anteriormente (3.6).

[Jij, Jt] = Orjdi + 015 Jki — Okidji — OiJij
ij, Ki) = 01K — 0K
[Ki, Pj] = —0;;M
[Jij, Pr] = OnjPs — Oi P
(K, H] = =P
[Jijs Zit) = OrjZa+ 61jZki — OkiZji — OkiZu;j
[Jij> Zk] = OrjZi — OriZj
[Pu H] = Z;
[Z¢j7 K = OkjZs — OpiZ;
(Zij, Zwl) = OkjZit + 01521k — OkiZji — Oki Zy;
(Zij, Zx] = OrjZi — 0niZj
[Zij, Px] = OkjPi — 0kiP
[Zi, ] = —0uM
[Zi,H] = -P.

Podemos demostrar que el dlgebra G£, puede ser escrita como una suma directa del dlgebra de Newton—
Hooke con extension central y el dlgebra Euclidiana en 3 dimensiones E£(3). El dlgebra G£,4 corresponde
al limite no relativista del dlgebra £, = SO(D — 1,1) & SO(D — 1, 2), ver Ref. [3]. Esto significa que el
algebra AdSL, puede ser escrita como suma directa del dlgebra de Lorentz y el dlgebra Anti De Sitter, los
generadores de la llamada dlgebra AdS Lorentz satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion.

[Jabs Jed] = Moedad + NadToe = NacTod — MdJac, (7.3)
[Jabs Zed) = MoeZad + NadZve — NacZbd — MbdZac, (7.4)
[Jabs Pe] = MbePa — Nac Py, (7.5)
(Zab, Zed) = MveZad + NadZove — NacZbd — Mbd Zac (7.6)
(Zav, Pe] = e Pa — NacPy; [P, Py] = Zay. (7.7

Esta dlgebra fue introducida en Refs. [27, 28]. También fue obtenida desde el dlgebra de Maxwell en Ref.
[55] usando un método conocido como deformacién de dlgebras de Lie y luego desde el dlgebra AdS en
Ref. [25] usando el método de S-expansion.

La correspondiente dlgebra no relativista el dlgebra G£4, entonces es la suma directa G€4 = N Hz 1 (M)®
E(3), donde N'H3,1(M) es el dlgebra de Newton—Hooke con extension central y E(3) es el dlgebra Eucli-
diana en 3 dimensiones. Podemos obtener los siguientes sectores del dlgebra al realizar el siguiente cambio
de base

Ki=Ki~Zi, Zij=Jij — Zi
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(a) El élgebra de Newton—Hooke con extension central

_ 7 (1.8)

[Kf{]] —0 (7.9)

(c) Y las respectivas relaciones de conmutacién entre el resto de generadores con J;;, ya que deben trans-
formar como vectores

[Jij, Pi] = 0k; P — 6i Pj

(Jij, Zk| = 0k Zi — OkiZ;

(Jijs Z) = 0512 + 6uZi. — 6 Zar, — Six Zjy

[Jij» Ki] = 0k Ki = 00 K (7.10)
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7.4. Accion (ChSAS) para el algebra G £,

La 1-forma conexién evaluada en esta dlgebra es dada por

1, 1 1,1 1 1,
A=SrH 426 P+ —=mM + ~wiK; + —w Jij + ~kI Zy; + ~ K Z,
l l cl c 2 2 c

y su correspondiente 2-forma curvatura 3

1
F = dA+§[A,A]
c 1 i i g i 1 i i 1 i 1 i
= deH—FT(T —wT—l—kjej—kT)P,»—&—a(dm—wei—ke,-)M—!—EDwKi—l—iRJJij
1 i 02i i g i 7. 1 ij ik J
La 2-forma potencial de gauge
, 1., A 1 .. .
B=B'P,+ B°H + B™M + 3 BY iy + G K + 5B Zij + B2

y su correspondiente 3-forma curvatura

H = DB=dB+][A, B
1,1 w P 1 1
= dB+ |STH + € Py + ~mM + ~w'Ki + ~w Ji; + kK9 Z;; + ~ k' Z;,
l l cl c 2 2 c

1 1
B*P, + B°H + B™ M + 5B’vlel +GFKL + 55’“%1 + gk 7,
1. 1.
= dB+ %Bk[}L P+ %TG’“[H, K + %5’“[}1, Z] + 7eZBO[PZ-, H] + Q—ZelB’“l [Pi, Jii]
1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
+jele[Pi, Ki] + ﬂelﬂkl [Pi, Z1) + 7elﬁ’“[Pi, Zi] + EoﬂBk[m,Pk} + EMBO[KZ-, H]
1 . 1 . 1 .. 1 ..
5w B K, Tl + o w! BY K, Zi] + 5wt B[y, P + (0! BY [y, T
1 .. 1 .. 1 .. 1 ..
+§W”Gk[Jija K]+ Zw”ﬁkl[aﬂ'p Z] + §wmﬁk[t]ija Z| + Zk”Bkl[Zija Tt

1 .. 1 .. 1 .. 1 ..
+ kB (2, 2] + SRV BN Zig, 2] + SRV BR(Zi, P+ SRV GR (235, K]
1. 1 1. 1,
+%k13k[zi, Py + EkkBo[Zk,H} + %szkl[Zi, ] + 5/#,8“ (Zi, Z]

. . . 1 .. 1 .. 1 . 1. . .
= dB°H + (DBZ + %Gl + %51 — B¢ —587¢; - EoﬂBO - Ek’BO + k”Bj) P;

1 . 1 . 1 . 1. 1 - 1
+ (dB(m) +7€'Gi+ 7B = —w'Bi - k’BZ—> M + DB Ji; + (DGZ - waj) K;
C C C

1 . ) . ; : ) ) ; ) e 1.
+5 (DB” — K B 4 | BN 4k R — kjkﬂ’“) Zij + <D6’ —SrB 4 e B°

1 .. . 1 .. . 1 ..
—EB”kj + k)l]Gj — Eﬁ”w]' + k‘ljﬁj — Cﬁljkj) Zi

3Para detalles del calculo ver apéndice C.
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. 1 .. ] 1 .. .
H=HH+ H'P,+H™M + SH i+ L'Ki + 56775+ 6'Z;

H° = dB°
i i C i € Lo Lo Loino 1m0, i
H' = DB+*TG+*TB—TB ej—§B ej_EWB_EkB + kY B;
1 . 1 .
H™ = 4B™ 4 eG + €'Bi — ~w'B; — —k'B;
c c
HY = DBY
) 1
L' = DG’—fB”wj
C
i ij i pkj i ki i pkj _ 1J qki
oY = Dg k' BY + kK B™ + k'S KB
) . 1. 1 .. g 1 .. g 1 ..
0" = DB — %TBl + jelBO — —BYk; +kVG; — Y w; + kY B — =Y E;.
c c c

Postulamos un ansatz para expresar las 2-formas {B*, B®, B(™) B G, 3%, 3"} como producto cufia de
las 1-formas {7, e, m,w"  w* kY k'}.

B = Gpetes Gttt ke £ T+ ggwtm o+ ok
by -
B = ule+ sokle
C C
B = Clyie, 4+ e,
20lw6+2cl F
y di : ; do ;L. ds , . d d
Bl — 27112616]4_?2(”1]6“19]_’_%“}1&}]_’_ 4kz kR 4 5 ]{;Zk‘j
dg i i dy k dgs ;. do .
k] k) j Ok 4+ 2 Rt
tow 2 T +22 v
; f104 fo VNI P f5 fﬁ
G = J2 g Jo i 7]{/,1 k,] kﬂ kJ
22 € +212”'”‘+2°”“’+2@ T
C
i ki o 9740 ki 98 apgo 99 4
wkkJ—l——kkw —l—@wk] 202k W’
) hic . h hy ha , . hs . . h
po= 2}20 T gpeim e g + gk e+ S S
C C
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Introduciendo el ansatz en las ecuaciones para la 3-forma H.

H° = DB
= 2bcll (Dwie; — w'Ty) + %(Dkiei — k'Ty)
H' = DB+ ETGi + fTﬁi - %Bijej - %M’ej - %of'BO - %k’BO + KB,
= 5 (R”e — Wiy + o ;-ldz whwhie; + CL?(DwiT —widr) + af;lg (DkYe; — k1Ty)
+27 (DK'r — k'dr) + 2 5eap (Dw'm —w'dm) + c2l (Dkim — kidm) — dz:;lbl wiwle;
—dgzglb%ik-j dil*/a ke, — Qd—‘;’lk Ke, ;Z(;w Wke, ‘Zk’kwmej
f2d—2lkz Tej +77' <‘/;226’m+£iw- '+§ikijwj+§iwijkj f6k:’ k])
7% (%wikwkj + %wiwj + %kikkkj + %kikj + %wikkkj + %kikwkj

2 2 cl? 2¢c 2¢ 7 2¢

LoifbL 4 b2k i b Lk
g <QClw ek+2dk % ck 2lwe—|— k

i 1 i az
+]€ k (—wkjej + —wk kkj €j + —kk + ﬁw m + ﬁkk >

. h hs chg o, o hs ;oo he;
W'k + 992 kiluﬂ) ej + Zr < 2etm + —w W+ 2kl + 0tk + 6k”,‘kj)
2c l J 2¢ 7

' 1,
H™ = DB <M>+ Zfowa it e e'Bi — -k'B
&

= Duw'e; — w'Ty) + —= (Dk'e; — kT,
201( w'ei )+2z( )

+= (fiwz wie; + fiki wie; + écui»kj f6 kl ke )

J J

l
Lo i a3, ij a4 i i

1 hs j hy , ; h5 i 15 h6
7% i 7]61 Z'kij kz k']
e (2c Whie! g K g

1 ar az ; 34 as
—fk ( l ]ej+gwr+gkjej+ﬁwm>
HY = DBij
o
= (T —€e'TI) + ;(R Wkl — Wt R 4

2 9.2
d24 (DK k" — k', DEM)) + %(Dk%i — k'Dk7)

d _ 4 o _
6 (Rl KM W Wk Y — ot DERTY %(Dk‘lkwkj — kRN — k' wkwb)

dg P ; dg P s ;
+—(Dw'k? — w'Dk?) + —= (Dk'w? — k' Duw?
9e 5 ( 'k k) 202( k k )

2 (Dwiw — w'Dw)
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i = DG — lBijwj
c
flc i i f2 i i f3 i . i . ; )
= ﬁ(TT—e dT)—&—ﬁ(Tm—e dm)+%(R @ 4wk W — W' D)
+%Dkij“j — k' Dw’) + f5 S (R K 4wty — Wt D) + fG 25 (DI k9 — K, DIF)
D i d2 j d1 ds ; dg d7 ; ,
_ﬁe ejwj - %w kwk]wJ k k'kj - 7’%‘ k] — %w kkk]w] QCk kwk]w]'
ds ;. .
~53Y K w;
O = DYk BY 1 BF 4 kBN — 1, g
— % i j 92 i ki i ki g3 P i .
= 212(Tej T7)+5(Rkw7_ka J)—'—@(wa]_waj)
% ; i i g5 i1 i . 96, ) ; )
+?(Dk‘ Bk Dk;kj) + @(Dk k' — k'DE) + ?(R kk,k] W kakJ)
+27(Dw - Zij) - @(Dkiwj — k' Do) — k' BY + I BY

+k1k6kj _ k’jk/Bki

) ) A i ¥ % 1 .. . 1 ..
o = DB - %Bl + 6B = =BUk; + K9G, — —Bw; + KB — —pk,
hic ho (i i hs , i i i
= W(T —edT)+?(Tm—edm)+%(ijJ—ijw])

2 i i j hs i 7.5 i j he i 1.9 i j

+ 50 (DK ! — k' D) + 22 (R K — ' DEY) + 2—(Dk: 7 — k' Dk?)
C_ (a1 4 i i by by .

Iy 7]@] 6 4 ) - Je. & 22 Lie.
17(21“ A 2c21 Mt +ze (21 Wt og eJ)
1/d dy de ;, .. d ki

- (2112@ T S ot 4 ) ks
i [ fic f2 /3 fa f5 f6

+kY <2l2 e;jT + ?ejm + Z—ijkwk + 2—c/<:j wwh Z—wj WkF 4+ k ok
Lrgr ;5 0a ki . 96 ki | 97 k

(Dol ¢ Tpi gki 4 900 ki 4 T J)
c (2126 5 Ty TR )
hs — d —g 4

5 2 Zk; k]k] + 3 g?wzkwk}jw] + gs 7 ]kj + 2 - kz _]k
c c c c

id hlc hg hg k h4 k h5 k h k

+kY <2l2 e;T + o2 —e;m+ QCwikw + Q—Ckikw + Q—Cwikk + ?Ckikk

1 /o 92 ki, 93 i g, 94,4 ki
— (gpe'e + Gl + J5uted + SN ) 1y

Donde las constantes son arbitrarias. Con el objeto de fijar estas constantes debemos exigir que los campos
deben satisfacer las FDA, es decir, si ' = 0, entonces, H = 0. La condicién ' = 0 nos deja las siguientes
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ecuaciones

dr
Ti

dm

RY
DK
DkY

Al reemplazar esto en H

H° ~ %0 (k’ We; + Klwt )
_ f3+h3_a1wijw_
21 /

fo—ag —ha o

H T+

ay+ds — g2
21
dg — ag — by —

81

whr — kzjej + k'r
w'e; + k'e;

—e'T —k'w — k'K

—k*k,?.

fa+hys—az —as+an
21
d3 + by +as+ g3

kj . j
w'we; + EYw;T

e ™m +

dg + ba + gs + as
B 2¢2]
_ds+ g6 — a1
21
fe+he —as
21
_ ay +cp _02_a2k’iwi7+
2cl
+hs—ay ,
+E O e
dy

oz (K ere’ + ek ber) +

+d5 +d o ds + dy
202 212

w'klej —
wipkFe; —

+ ki EIT

221

H™)

HY

k]

+iwikwklklj

(kjkwk R +
f2
2cl?
(w K" k4wl k:J kk)

L fsd
2

JT+

kzzkj

dy + ga — a3

d7 + g7 — a1

= o
faths=a1 s 5 0

fothe — a3

k'elT +

de Cdy
+ —Gw’kkklklj - ?k’kw W

do + dy

(w’ﬁ‘m —

6 i 1.kj
——w' kM w

221 Kuwrej = 221 wiw'e;

i i ds + g5 + ag

KykMe; — = St

f5 + h5 —ay :
kT

5 k'kle;

T+ ’k‘kw m

f4+h4—02—a3+c1ki i
2cl J 2cl je
as — a5

2c31

k:ij ke, + klw;m

2cl

dy ; . ) )
5 (KK RN 4 KRR

d5

kb + kR B — Sk K w
(k

ds +di
2z ¥
(kikwk + kikk’k) W’

bt kR

J

- dy
i §k kbW —
A

Q J 7
2 ¢V T g

kijejm + Elrm — eikjej) + %wikwkjwj
f2_dlij Jo—di— fa
2012 ¢ ¢ + 2¢

di . o ds .
— %k/‘zkw ‘]Wj — @wzk‘jw‘j

i 1.kj
k kk wj
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ij 91— 98 i_ j
oY = w'rel

— 99 el g5 — 41
212 212

d ; . d . ,
26,22 g2> whwh kY — <g7 + 2 92) K wh ot

212

2 2 2

elrk! — zg%kikwkkj 4 85 Iyicir
c

ds
2¢2

k

Kk

L8 —2dca2 95 ikt Wk 4 92 +29632— ds K kel — ki (jlgekej n %kkkj
+% ; 90 Wkl + %k’“lw“ + dSQ;QSw’%J’ + ;;k’fwj) +K, (;llzekei +
Jr@wklk“ + drt 95— g1 926 — 9 kR Wb 4 dSQ;ggwkki + do +2gcg27 99 k:kwi>
o — h222;2a5 i m_i_bl‘i‘;]c# i jej n h52;2a1 cwijejT—&— h52—cg6wijkjkw
—%%kiMT + bz + d122291 il eikjej + olhs + hlz;; h- a3)kijej7
7% <d4 + 94 ; Joe —he KRN 4 wwikkkj " d7 + g7 ; fs —hs kikwkj> k;

+k% (f2 +h26 m+

cl?

c

2

J

1 (97—f3—h3

f4+h6+h4_g4k' k
2c ke
N he —do — ar .
kzkwk]> WJ + 5_' _22792 wtkwkjk]
C

J 2¢3 2¢3

h- , \ A o —do — o
+ (23 — gz) W wl + 98T 03793 iyl k; + 95— 09 799 E'wlk;.
c c

Ahora de H = 0 se obtiene que el sistema de ecuaciones para las constantes es dado por

ay
by
C2
dy
ds
f2
fi
9
g3
94
hy
he

as =ag =0

by =0

a4 —az +c1

do=dy=ds =dg=dy =dg=dyg =0
g1 =98 = g9

f3=/f:=0

fi=fe=as—az+a3

2=95=96=9g7r=9gs=go =0

—ds
as

ho =hz =hy =hs =
a2 — a4

82
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Asi nuestro ansatz se reduce a

B' =

i =
g =

%i 71] a742
QIw T+ —k 2lk7’

C1 ; ay —az+cy
70.)161‘ + Tklei

1 1. . .
(ag — ag + a3) (2126 T+ —k’ Wl 4 2Ck:’jk‘])
ds . . as,;
—@wzoﬂ—l—?k kk‘j
a

2 — Q4. 5
- k" K.
2c J

La accién Chern—Simons—Antoniadis—Savvidy viene dada

4
L(C'I)LSAS - <FB>

83

Donde usando el teorema VII.2 de [46] (ver seccidn 2.3) es posible mostrar que los Unicos tensores inva-

riantes para G£, son

<J1]Kk> = OéoCEijk
<JZ]Z7€> = Q2Cgjk
(KiZw) = oaoceim
<Z’LJ Zk> = Q2Cgjk
1 . . o
(FB) = <(§d7’H n 7(T’ — Wit 4 kel — KT P, + Z(dm wie; — kle;)M + DwZK

+3 Lrisg, 41

2

(Dkl + ST k) k) Z 4 S (Dk” +E™E ) Zi; >

12

1
(B’ka + B°H + BM™ M\ + §B’”Jkl +GFK, + iﬂ’”Zkl + ﬁ’“Zk) >

1 : 1 ) 1. 1 ..
= 7le3“ (K Jw) + %leﬂ’” (KiZy) + §R”Gk (Jij K) + §R” B (Ji; Z)

(Dk’
2c

1 )

—(Dk* +
Jr20(

1

C eir+ k' jw! + kKT BR (Z; 1)
i i, g i 1.9\ Rkl )
e'r +k W+ k' E VB (Z; Zyy)

+5 DEYGH (23 K) + 51@“”1@,{(?’“ (Zi; Kk)

1 . 1 . .
+§Dk”5’“ (Zi; Z1) + 51@"”1@,71 B¥(Zi; Z)
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aod,
(FB) = 40 — 2 eimDwiwhn! + Z&MDW ( > Swkwt + a3kkmkml>
a0<a4 2 +a3) o RW kl J kl kI
4 Eijk ﬁe T+ w’ +
— d aodg
+a27a2 4 a4€iijkakm/€m 042 3 llekl k l 412 —5E&ikl€E kawl
aad,
@ Selmkl K wFu! + Zeszkz < —whw! +a3k:kmkml)

aods
slklkz Wkl + 12

4+ —=
C

A2
a 02 6] . .
4 B —eime'T < kot 4+ agk’“mkml> + fsiklkljoﬂ (—3wkwl + agkkmkml>
(6% . - d a> — a ..
+fs¢klk1jkﬂ (c;ww +a3kkmkml) + oy 7 Lok DEIEE k™

az(ay — as + az) ij c? i i

1 eijrDk l2eT+k w! +k k

_ 2

a2(as 4“2 +as) ki g (lze Tk w4k k3>

a2 — a4 i i
oy =ik "k, KR k™.

Introduciendo nuestro ansatz
d - d
(FB) = O:f — e Dwiewrn! + %eilewl (—c—gwkwl + agkkmkml)
_ \ /b
ao(a4 4@2 + a3)€iij” (;2 efr 4+ kk: oM + kk km)
a2 — a4 17 1.k m 2d3 7 k l d
+042T6¢ij TER k 22 St DE'w i
d aads o
+Ojl2 23 slklkz wWwkwt + 12 aiklkljkjwkwl
o2 i ds oy kot |, Q2€ _ds K ml
+—eimDE | ——whw! +azk® E™ ) + == — el [ ——whw! + azk”
c? 4 12 2

= et Twrl!

4
Q2 i g ds i k .ml Q2 i 7. ds 1 4 k p.ml
+Z€1klk w’ 7*2&) w +CL3]’C mk + ZEiklk ]kj 772&) w +a3k mk
c c
_ 2
042((14 4a2+a3) Uka” <l e T+]€k o™ Jrklc km)
aglas —ag+a3) i i (€ k_ k m L ik m
7 gijkk' ™k, e + k5 WM+ KRk

~ay -
cijik ™k KR K™,

“+ao a2 ; a4 é‘ijkaijkkmkm +
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De donde observamos que cuando ¢, ! — oo la accién se reduce

(FB) = Z22ei D'k k™ + @0(as 4a2+a3> eijnRY (fge T kW™ 4 R km)
ta a2 ; Gy giijijkkmkm + Q203 Eilekik‘kmkml
2
0‘24a3 2 EikIC irkk k™4 243 Eiklkzjwjkkmkml + 2a35iklkljkjkkmkml
_ 2
+a2(a4 4a2+a3) eijx Dk (l efr+kE o™+ kE km>
az(ag — az + az) imy. j Ay E ,m E m
1 eijrk™k,; Pk T+E" W+ kYK
+a2%%k0kii K k™ 4 QQ%@MHWWL’ Kk g
FB) = 2208 pyipi gk y Q0(04= 02 Fas) ¢ R
(FB) = Ty Cuktw 4 PR L
aplag —ag +a > aglas —ag +a as — a -
0( 4 42 B)Eiijkakmwm+( 0( 4 42 3) + 2 i 4>5iij“kkmkm
2
T TN o)y T e LSS VL e L Y L
4 4 1 4
d 2
+ 22 ek TR o 4a2+a3) ijn Dk (z 1+ kE, m)
—_ 5 . . 2 ..
ag(a4 40,2 + as)Eijkk‘lmk’nz (%ekT + kkmwm) + 70[24@3 Eijka”kkmkm.
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7.4.1. Ecuaciones de movimiento:

az(ag — az + as) v
4

. 2
5. <FB> _ 040(014 4&2 —|—Cl3) B €UkR”(56 T+
as(ag — as + 2az) v?
4 12 Eijk

2
el kak”(Se T

ki, 3 serr

ap(as — az + az)

4
as(as — as + 2a .
4 Qolas —az 3)aijkk””k,,{kk Sw™

4
= 70422(13 Eijkéwka‘jmk?mk +

Qaa3

S.i (FB) — ik (DwKI, k™ 4 ik RIEE ™

042(04 —az + as)

4
ao(as —2t %) e i RIEE, 5

ag(ay — Z2 + 2a3)5¢jkkim/€”{kkm5wm n as(ay —4a2 + as)

m

i DEY KR sw™

i DEIER sw™

Dyeijr, =

kifffjk + k:jfeifk + kkfeijf =

k! D" dwkep i, + k! Dk dwhe;pp + k) Dk owberjp =

Sw' DK™k Feii — 0w DRIk, Fe i — DEIEE sw™e =
€iji [200' DRk E 4+ DEIER dw™e] = 0,

2€ijk5wkajmkn]L€ = *Eijkaijkkm(Swm

oo o o o

a2a3

di (FB) = 1 gmka’LJkk Sw™ + ap(as — a2 + ag)

4
_ 2 o —
+a2(a4 Zz + a?’)aijkkzmk,gkkméwm L az(ay 4a2 + a3)€ijk
_ OéO(Cl4 —40,2 + CLS) Eiijij kkm(swm + Mgijkaij k,km(swm

as(ay — as + 2as)
4

Eiij” kkm(;wm

DEYEF §w™

Eijkklmkrg kkm5wm

ag(ag — a2 +as) Q203

Sy (FB) a2 < “4> ek RIEE, 6k™ + 28 5(DEK, k™

O‘za%” DEIKE skm + 228 o ki Ik k™

Qg 4—a2+a3) 203

ay 2= "4) e RIKE k™ + 228 Sk DK K™E

0‘2‘“5” DEIKE 5k™ + a2a35”kklmk3k’f sk™

aplag — az + as) 5iijijkkm§km a3 %ka”kk SE™

Q2a3 042613

e”ka”k’“ Sk™ +

o a4—a2—|—a3 >

cijik ™k KN Sk™

ek RIER Sk™ 4+ ¢ Ukk””k IEF k™

(
&
.
- (o
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6.5 (FB) = 2% 8(Dw k7, k™ +

ap(as —az +as) v
4

1 z
co(as - = ) SRUKE W 4 e S (DR

2
SeinoRI ek

Q203

_ 2
Nincinc) 4 Eljké(Dkz)k] kmk (4 4(12+a3) zyké(DkU)<l e T-i—k‘k m)

+ <a0(a4 s+ ) +op 22 ; a4) EijkORIKE, k™

4

= a24a5€”k5w wlkj
ag(as — az + az)
4
_Oéo(a4 —4@2 + a3)€ijk(swijkkmem +
Oé()(a4 — a9 + a3) o Ao — Q4
4 2Ty
B ag(ag — as + as) N ag — Aa
4 Ty
az(ay — az + az)
2

_ 2
k4 20(a 4‘”*“3) TreundwI T

5ijk5WijDkkmwm + a2T6ijk5wimk7gL‘kkmkm

a2a3 . .
ijr0wi gkl k™

) £ij10w" DEF k™

) cijrow kR DE™

gijow "k, (%e T+ kk m)

Dye;jk
k‘ifefjk + kjfeifk + k;kfeijf =
kiféwijwmkmkefjk + kjchwijwmk;mkeifk - kkféwijwmk;mkeijf
Sw' DK™k Fe it — 0w DK™k, Fei i — DEVEE Sw™eyi,
€k [20w DK™k, F + DEIER sw™me] = 0,
2€;;10w' DK™k, = —€;;, DK EF, Sw™

|
oo o o o

ag(as —ag +az)v
4

+ (OZO(CM az (13) +ap a2 . a4> €iijU5kkmkm

Spis (FB) = O‘QQG%MDW ki SEMR 4

l2 ijRJe T

4

ag(as — az + az)
4

3 ) )
—eine'ThI, Ok™F ¢ Eagagsijkk‘lmkn{ékkmkm

eiju RISKE, w™ + 0‘2;3 Dk, oK™

042&3 U

2 2

as(ay — as + az)
4

_ o _ 2
042(0*4 4&2 + aS)Eijka”(Skkmwm + OQ(a‘l 2a2 + a3) B gwkékimk j
3 im1, jS1.k w™ Q2a3 ij\ 1.k m
—|—4a2(a4 —as + 2(13)6”kk’ k? 5k 1 é‘ijk(S(D]{i )k mk

+%5Mm“5k’iﬂkm.

2
,Jké(Dk”)(l efr Kk M)
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La variacion con respecto a §7 escrito en lenguaje coordenado es dada por

J— 2 .. .. 2 —_— . .
or <FB> = W%Eijk (aoR'L]ek +a2DkU€k) +a2% (CL4 - as + (123> Eijkk,zmknzbek} 5T

Por lo que si consideramos que L = Ly, + Lg},{ sAs » donde postulamos la uno forma energia momentum.
0Ly
T, =
()

_ (6Lu
T() = *( 67 )

La ecuacién de movimiento es dada por

o0,L = [W;sijk (aORz,jek + a2Dkz]ek)
2 - . .
+a2?—2 (a4 1 a2 + (123) sijkk“”kn{ek — K% To} oT
= 0

Luego de calcular los siguientes duales #, tenemos que,

«(To)or = —det(g)6gTS 67°, da*
e DRIeRor = 2det(g) (9 Dk = Dsk™, + Dak?%) o7, da’*
eirRIersr = det(g) (0 R — 2R%) 67°, da*
cuk ™t dr = detlg) |55 (kT K7k ) = (735 — %)

(Ko — KoLk 5 )| 0% dat.

Asi nuestra ecuacion de movimiento es

aplas —as +a «
{ o(as 22 3)0%6R472R0@—%a2ﬁu——a2+1m)Q%gDak %;.Da&fﬁ+iDﬁhf6>
o (ag — az + 2a3) (505 (k“gkfﬁ - ka”ﬁkfa) - (k"%kwﬂﬁ - k"}gkﬂ)
aBq, o af 1. o 21 0 do 3.4
+ (k Tk — Kk 5)) + 510,51 det(g)or"dat | = 0. (7.11)

Multiplicando la ecuacién anterior por g”°

|:OZO(CL4 —ag + a3)
4

+20z (a1 — az + 2a3) (K05 = K%k ) = (K755 = K755

M—@+%W

(4R — 2R) + 22 4Dk, — Dsk™; + Dﬁk‘sﬁ)

af . o af o 4l2 0 ) 4
n (k Tk — kB 5)) + —5 TS | det(g)or%, da* = 0.

4Para detalles del célculo ver apéndice D.
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Podemos despejar R
ao(as —az + ag)R _ oa(as —ag +as) <4Daka% - QD(;k'MB)
2 2
+asz (as — a2 + a3) ((kwakvﬁﬁ - kavﬂ’%ﬁa)
gy B oy B ayy, o ary o 4l2 0
= (K5h s = KTk + (W0 = KOuR7) + KT

= ag(a4 — a2 + ag)D ]{1 + (6] (a4 —as + 2@3) ((kaw k ﬁ - ka'YBk’Yﬁa)

(0K (g aRg)) ¢ G

Si tomamos las componentes 00 de la ecuacién (7.11)

ag(as — az + as)
2

+as (as — az + 2az) ((kavakfﬂ — K%k, ) - (kOVOkfﬁ - kovﬂkfo)

(KR — K0k ) ) + 2 ;@To] —0

(R — 2R00) + OéQ(LL4 —ag + ag) (Daka% — Dokoﬁﬂ + ng‘oﬁo)

ahora reemplazando R en esta ecuacion se tiene

—ao(a4 —as + Clg)Roo + Oég(a4 — as + (13) (QDO(]CO{% — Doko’gﬁ + DBkOBO)
+202 (ag — az + 2a3) ((k%k’fﬁ kavﬁkv’ga) - (k070k755 - kmﬁkwﬁo)

N 612
+ (k: %kﬂoa - ka@kﬂ%)) + chTOO] =0.

89

Teniendo en cuenta que debemos hacer las consideraciones de la gravedad de Newton—Cartan [29], es decir,
Rop = V2¢ y la métrica se descompone en una parte temporal y otra espacial, goo = 7979 = 1. Por otro

lado TOO =p

6

ag(ay — as + asz) 02

2
_A'_& 1_|_ ka'gk,@ﬂ_ka’ykﬁ>
ap 4—a2+a3 K

= (KO0k5 = K7k 7o) + (K0 e = kk0) ) -

Vv = (2Daka§, — Doky’s + Daki’y)

(7.12)



Capitulo 8

Teoria Mond desde gravedad (ChSAS)

La ecuaciones de Poisson modificadas (7.2) y (7.12) sugieren una posible conexién con la llamada
teoria de Newton modificada o (Mond) por sus siglas en inglés. Esta teoria fue formulada por primera vez
por Milgrom y Bekenstein en Ref. [54] y consiste en una modificacién en la ecuacién de Poisson y puede
ser derivada desde el siguiente lagrangeano

L oN2
2 Vi
8?1’0613 ( a?))

Lytona = —/d37‘ py +

donde § (xQ) es una funcién arbitraria. La variacion de L js,,q cOn respecto a ¢ nos entrega la ecuacion de
movimiento

%)

ao

V-

ﬁ(p =4nGp

con pu(z) = § (x2). La expresion anterior puede ser escrita como
1(x)V3p(z) = 4nGp — V() - Vip(x). (8.1)
Si se define un ansatz para el campo k", donde las componentes no nulas son dadas por
k) = k%) = 0(2)6Y0;¢().

Notemos que £, no depende del tiempo.

90
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8.1. Caso para el algebra de Galileo tipo / G5,

Introduciendo este ansatz en (7.2) nostros tenemos
2D, k", — Dok,” 5= Duk'oy = 2Dok™, +2D;ik™, — Doky’ o — Dokq® ), + Dok%o — Dik' g
= 2Dok%, + 2Dok", + 2D,k + 2D;k"*, — Dk’
= 2Di1;100 — Dk
— Dikz()o .

La derivada covariante es D = 0 + I, donde I" es el simbolo de Christoffel. Pero siguiendo a [29] y
usando la siguiente expresion para la componente no nula de la conexion de espin

Podemos encontrar que
Di kiOO _ al kiOO + Fiipkpoo + Fink_iPO
= 9;[0(x)0"0;¢(z)]
= 60(3:) . ﬁ(b(x) + o(z)V3p(x). (8.2)
Ademés, si definimos por simplicidad las constantes en la ecuacién (7.2) como

1
azhy + ao(az — he)
B = 2ax(as — he)

e introduciendo (8.2) en la ecuacién de Poisson modificada, obtenemos lo siguiente

[c" W=

2

V2p(x) Gai—an —af |Vo(z) - Vo(z) + o(x)V3e(x)

2
[1+ aBo(x)] Vi(z) = Gai—an —afVo(z) - V(). (8.3)

Si ahora se compara (8.1) con (8.3), podemos ver que ¢(x) = ¢(x) y la funcién o(z) depende de p(z) de
la siguiente manera

p(x) = 1+apo(x)
p(z) —1
olz) = of

Entonces, la ecuacién (8.3) corresponde a la ecuacién de la teoria (Mond) (8.1) si realizamos la siguiente
identificacion de las constantes
ArGe? B c?
612k 1202
g =1

con k = 8@, ¢ la velocidad de la luz y [ es el radio césmico.

o =

() V3p(x) = 4nGp — Vp(x) - V()
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8.2. Caso para el algebra de Galileo tipo /7 G£,

Introduciendo este ansatz en (7.12), se puede ver que esta ecuacién es reducida a la misma expresion de
(7.2) excepto por el dltimo término. Si se calcula el tltimo término de (7.12) se tiene que

a B el B _
k7T E _k’;}k'ya =

a¥y B

ay1, 0 _ oy 0
K0k Lo — KoLk,

KOOk s+ Kk = Kk, — Kk
KOk — KOk,

k00 koﬁﬁ 4R klﬂﬁ — K, ko — KO, g
KO, BB . kOiﬁ kiﬁo

KOO 4 kO kijj KOS — K k7,
kOiOki 00 _ koioki O()

0

koo0 koﬁﬂ + kOiO k, BB _ kooﬁ koﬁo _ kOiﬂ ki%
km‘o kiﬁﬁ _ kOiB k, ﬁo

kol‘okioo + kOiOkijj _ kmokioo _ kOijkijO
kOioki 00 - kOiokioo

0

07 1.0 iy 7.0 0y 7.0 7. 0
k()k70+k()kwi7k Ok'yoflf ik’yO
Oy 0 Oy 0
KO%k.00 — k%k.%

0

Ahora si definimos por simplicidad las constantes en la ecuacién (7.12) como

podemos encontrar que

V29(x)
[1 = Bo()] VZ¢(x)

1
ap(as — az + as)
Qs
Qo

2

aa%f;p +8 [%(x) Vé(x) + o—(x)v%(x)}

2

l - -
6ac—2mp + BVo(z)  Vo(x) (8.4)

Al comparar (8.1) con (8.4), se observa que ¢(x) = @(z) y la funcién o(x) dependen de p(z) de la

siguiente manera

=
B
[

1— Bo(z)
1 — p(z)
5
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Entonces, la ecuacién (8.3) corresponde a la ecuacién de la teoria (Mond) (8.1) si realizamos la siguiente

identificacion de las constantes

47 G2 B 2
612k 1202
B o= ~1

con k = 87, c la velocidad de la luz y [ es el radio césmico.

1(x) V() = 4xGp — V() - Vip(x).



Capitulo 9

Conclusiones

En esta tesis fue analizada una accién en 5 dimensiones S = S, + .5 que esta compuesta por un sector
gravitatorio y un sector de materia, donde el sector gravitacional, es dado por la gravedad de Newton—
Chern—Simons, en lugar de la accién de Einstein—Hilbert. El sector de materia es descrito por un fluido per-
fecto. Fueron estudiadas las implicaciones en la evolucién cosmolégica, al reemplazar la accién de Einstein—
Hilbert por la accién Newton—Chern—Simons para una métrica de Friedman—Lemaitre—-Robertson—Walker.
También se demuestra que la cosmologia Newton—Chern—Simons es una especie de andlogo de la version
proyectable de la teoria de Hotava—Lifshitz en (3 + 1) dimensiones, aunque el término que contiene (), no
esta presente.

En particular, fue demostrado que no hay solucién de De Sitter, aunque el comportamiento se produce en un
futuro lejano. Ademads, se encuentra una solucién fantasma con una singularidad futura, que recuerda a un
pequeiio Big Rip. Finalmente, una breve revision de la adiabaticidad en la evolucién césmica fue realizada.

Por otro lado fueron calculadas acciones Chern—Simons—Antoniadis—Savvidy no relativistas en 4 di-
mensiones para teorias de gauge de alto orden, en el contexto de la formulacién de Newton—Cartan, me-
diante el gaugeo de las dlgebras de Galileo generalizadas G'B, y G£,, lo cual conduce a ecuaciones de
Poisson modificadas que en algunos casos particulares, nos vinculan con el enfoque de la gravedad MOND.
Estas modificaciones a las ecuaciones de Poisson podrian entenderse como consecuencia de los efectos de
la materia oscura. Este resultado podria llevarnos a pensar que la materia oscura puede interpretarse como
un limite no relativista de la energia oscura.
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Caculo duales de Hodge para la accion
(CS)
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Calculo duales de Hogde para la accion
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