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Resumen

El propdsito de esta tesis es desarrollar y evaluar un protocolo autoguiado para
certificar correlaciones no clasicas en la red de Bell triangular. En este escenario, tres
fuentes independientes distribuyen sistemas bipartitos entre tres nodos conectados
ciclicamente, cada uno de los cuales recibe dos subsistemas y realiza una medicién
conjunta. A diferencia del escenario bipartito convencional, un modelo clasico de-
be reproducir las correlaciones observadas respetando simultaneamente la topologia
causal de la red y la independencia de las fuentes. Estas condiciones dan lugar a
un conjunto de correlaciones no convexo sujeto a restricciones no lineales. Por ello,
la presencia de entrelazamiento en los estados distribuidos no garantiza por si so-
la que las mediciones generen una distribucion incompatible con el modelo cléasico
triangular.

El marco tedrico se construye a partir del teorema de Bell, el intercambio de entre-
lazamiento y la bilocalidad, para luego introducir la red triangular y la distribucién
de Fritz como ejemplo de no localidad en una red sin entradas externas. La incompa-
tibilidad con el modelo clésico se evaltia mediante el funcional Wagon-Wheel I,
una expresion no lineal construida a partir de probabilidades conjuntas y margina-
les de los resultados observables de la red. Este funcional fue obtenido por Fraser y
Wolfe mediante la técnica de inflaciéon y actia como un testigo de compatibilidad
causal. Toda distribucion generada por tres fuentes clasicas independientes satisface
Iy <0, por lo que un valor positivo demuestra que las correlaciones observadas no
admiten dicho modelo y certifica su no localidad en la red. Sin embargo, un resultado
no positivo solo indica que este funcional no permitié obtener la certificacion.

Sobre esta base, se propone un protocolo que utiliza Complex Simultaneous Per-
turbation Stochastic Approximation (CSPSA) para encontrar las mediciones con-
juntas que maximizan directamente [, .. CSPSA es un método de optimizacion
estocastica que estima la direcciéon de actualizacion a partir de dos evaluaciones de
I, obtenidas al perturbar simultanea y aleatoriamente todos los parametros com-
plejos. Los estados distribuidos permanecen fijos, mientras que las bases de medicién
de los tres nodos se parametrizan mediante unitarias pertenecientes a U(4). El al-
goritmo explora este espacio a partir de inicializaciones aleatorias e independientes,
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sin imponer una distribucién objetivo ni utilizar como punto de partida las medi-
ciones asociadas a la distribucién de Fritz. El protocolo se estudia para fuentes que
distribuyen estados maximalmente entrelazados, estados puros en descomposicién
de Schmidt y estados de Werner, ademas de configuraciones en las que una de las
fuentes distribuye un estado separable.

En una primera etapa, [, se evalia de forma exacta a partir de las proba-
bilidades calculadas mediante la regla de Born. Para tres estados maximalmente
entrelazados, el protocolo encuentra mediciones que violan la desigualdad Wagon-
Wheel y se aproxima al valor de referencia de Fritz. El estudio de las familias de
Schmidt y Werner permite identificar coémo cambia la capacidad de detecciéon frente
al entrelazamiento parcial y al ruido. En las configuraciones con una fuente sepa-
rable no se encuentran violaciones dentro del dominio explorado. Estos resultados
establecen la factibilidad numérica del método y muestran que la detecciéon depende
conjuntamente de los estados distribuidos, las mediciones y la estructura causal de
la red.

En una segunda etapa, el analisis se extiende al escenario en que I, _,, debe esti-
marse a partir de un nimero finito de mediciones. Para ello, se incorpora Classical
Shadows, un método que permite estimar propiedades del estado cuantico mediante
mediciones aleatorias locales de Pauli, sin reconstruir completamente su matriz de
densidad. Cada ronda de medicién genera una snapshot o instantanea, que corres-
ponde a un estimador clasico del estado. El tamano del conjunto fijo de snapshots,
denotado por Ny, define el presupuesto de shadows y, por tanto, el niimero de co-
pias medidas. Estos datos se reutilizan durante la optimizacion para estimar [,_
en las distintas configuraciones exploradas por CSPSA. Las simulaciones muestran
que un presupuesto insuficiente puede llevar al algoritmo a seleccionar mediciones
favorecidas por las fluctuaciones estadisticas, produciendo valores positivos que no
corresponden a una violacién al evaluar exactamente esas mediciones. Al aumen-
tar Ny, esta discrepancia disminuye y las mediciones encontradas permiten obtener
violaciones consistentes para las configuraciones mas robustas estudiadas. En conse-
cuencia, el presupuesto de shadows y el nimero de iteraciones deben elegirse conjun-
tamente, mientras que una certificacién experimental requeriria evaluar finalmente
las mediciones seleccionadas mediante datos independientes.

La investigacion distingue finalmente entre la bisqueda de mediciones y la certi-
ficacion de no localidad. Classical Shadows orienta la optimizacién, mientras que en
una implementacién experimental las mediciones encontradas deben evaluarse me-
diante frecuencias obtenidas de datos independientes. Esta evaluacion final es la que
certifica la incompatibilidad con el modelo clasico triangular. En conjunto, el traba-
jo establece un procedimiento constructivo para optimizar directamente un testigo
no lineal bajo condiciones ideales y con informacién estadistica finita. Sus resulta-
dos abren la posibilidad de extender el protocolo a redes con mas nodos y explorar
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su aplicacién en arquitecturas cuanticas distribuidas, un futuro internet cuantico y
protocolos de comunicacién cuantica segura.



Abstract

The purpose of this thesis is to develop and evaluate a self-guided protocol for cer-
tifying nonclassical correlations in the triangle Bell network. In this scenario, three
independent sources distribute bipartite systems among three cyclically connected
nodes, each of which receives two subsystems and performs a joint measurement.
Unlike the conventional bipartite scenario, a classical model must reproduce the
observed correlations while simultaneously respecting the causal topology of the net-
work and the independence of the sources. These conditions give rise to a nonconvex
set of correlations subject to nonlinear constraints. Therefore, the presence of entan-
glement in the distributed states does not by itself guarantee that the measurements
generate a distribution incompatible with the classical triangle model.

The theoretical framework builds on Bell’s theorem, entanglement swapping, and
bilocality, before introducing the triangle network and the Fritz distribution as an
example of nonlocality in a network without external inputs. Incompatibility with
the classical model is assessed using the Wagon-Wheel functional I,,_,, a nonlinear
expression constructed from joint and marginal probabilities of the observable out-
comes in the network. This functional was derived by Fraser and Wolfe using the
inflation technique and acts as a witness of causal compatibility. Every distribution
generated by three independent classical sources satisfies I,_, < 0. Therefore, a po-
sitive value demonstrates that the observed correlations do not admit such a model
and certifies their network nonlocality. However, a nonpositive result only indicates
that this functional did not provide such a certification.

On this basis, a protocol based on Complex Simultaneous Perturbation Stochastic
Approximation (CSPSA) is proposed to find the joint measurements that directly
maximize [,_,,. CSPSA is a stochastic optimization method that estimates the upda-
te direction from two evaluations of I,,_,,, obtained by simultaneously and randomly
perturbing all complex parameters. The distributed states are held fixed, while the
measurement bases of the three nodes are parameterized by unitary operators in
U(4). The algorithm explores this space from random and independent initializa-
tions, without imposing a target distribution or using the measurements associated
with the Fritz distribution as starting points. The protocol is studied for sources
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distributing maximally entangled states, pure states in Schmidt form, and Werner
states, as well as for configurations in which one source distributes a separable state.

In the first stage, Iy,_ is evaluated exactly from the probabilities calculated using
the Born rule. For three maximally entangled states, the protocol finds measurements
that violate the Wagon-Wheel inequality and yield values approaching the Fritz refe-
rence value. The study of the Schmidt and Werner families reveals how the detection
capability changes under partial entanglement and noise. No violations are found
within the explored domain for configurations containing one separable source. The-
se results establish the numerical feasibility of the method and show that detection
depends jointly on the distributed states, the measurements, and the causal structure
of the network.

In the second stage, the analysis is extended to the scenario in which I, must
be estimated from a finite number of measurements. For this purpose, the Classi-
cal Shadows method is incorporated to estimate properties of the quantum state
through random local Pauli measurements without fully reconstructing its density
matrix. Fach measurement round generates a snapshot, which is a classical estima-
tor of the state. The size of the fixed set of snapshots, denoted by N, defines the
shadow budget and therefore the number of measured copies. These data are reused
during the optimization to estimate [,_, for the different configurations explored
by CSPSA. The simulations show that an insufficient budget can lead the algorithm
to select measurements favored by statistical fluctuations, producing positive va-
lues that do not correspond to a violation when those measurements are evaluated
exactly. As Ny, increases, this discrepancy decreases, and the measurements found
yield consistent violations for the most robust configurations studied. Consequently,
the shadow budget and the number of iterations must be chosen jointly, while expe-
rimental certification would require a final evaluation of the selected measurements
using independent data.

Finally, this research distinguishes between the search for measurements and the
certification of nonlocality. Classical Shadows guides the optimization, whereas, in
an experimental implementation, the measurements found must be evaluated using
frequencies obtained from independent data. This final evaluation certifies incompati-
bility with the classical triangle model. Overall, this work establishes a constructive
procedure for directly optimizing a nonlinear witness under both ideal conditions
and finite statistical data. Its results open the possibility of extending the protocol
to networks with more nodes and exploring its application to distributed quantum
architectures, a future quantum internet, and secure quantum communication pro-
tocols.
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Introduccion

Desde su fundacién, la mecénica cuantica representé un desafio intelectual sin
precedentes al romper con el determinismo clasico que habia gobernado la fisica du-
rante siglos. Fue una transicién de la certeza absoluta a la probabilidad estadistica
que no fue aceptada universalmente. Figuras clave como Albert Einstein se mos-
traron profundamente escépticos, argumentando que una teoria que dependiera del
azar intrinseco no podia ser la descripcién final de la naturaleza. Para él, se trataba
apenas de una aproximaciéon incompleta de una realidad mas profunda. Esta postura
se formaliz6 en 1935, junto a Podolsky y Rosen, mediante el articulo ;Puede conside-
rarse completa la descripcion mecdnico-cudntica de la realidad fisica?, que cuestiond
la consistencia de la interpretacion de Copenhague. El articulo mostré que la posi-
bilidad de inferir el estado de una particula lejana mediante la mediciéon de su par
entrelazado implicaba la existencia simultanea de valores definidos para magnitudes
que el formalismo cuantico excluye medir conjuntamente. De ahi concluyeron que la
teorfa ofrecia entonces una descripcion incompleta de la realidad fisica [21]. Esta dis-
cusion permanecio en el terreno filoséfico hasta 1964, cuando John Bell transformo
el argumento en una predicciéon comprobable. Bell demostré que ninguna teoria de
variables ocultas locales podia reproducir la totalidad de las predicciones de la me-
canica cuantica, estableciendo asi una cota matematica para las correlaciones entre
particulas distantes [}]. Este resultado fue generalizado en 1969 por Clauser, Hor-
ne, Shimony y Holt mediante la desigualdad CHSH, que permiti6 su verificaciéon en
experimentos de laboratorio sin exigir las correlaciones perfectas del planteamiento
original [11]. La relevancia critica de este criterio radica en que la violacién de los
limites clésicos no se manifiesta en cualquier configuracion arbitraria de los apara-
tos. Para evidenciar el caracter no local de un estado cuantico resulta indispensable
que dicho estado sea generado por la fuente como un estado entrelazado, que se
identifiquen con precision los observables involucrados y que se seleccionen dngulos
especificos entre los detectores que maximicen la correlacion cuantica y expongan la
ruptura con el realismo local. Esta prediccion fue confirmada experimentalmente en
1982 por Alain Aspect y colaboradores [!], consolidando a la desigualdad CHSH como
una herramienta operacional para excluir teorias de variables ocultas locales median-
te observaciones controladas, y no solo como una consecuencia formal del teorema



de Bell. La trascendencia de comprender la naturaleza no local del entrelazamiento
fue reconocida en 2022 con el Premio Nobel de Fisica, otorgado conjuntamente a
Alain Aspect, John Clauser y Anton Zeilinger [!(] por sus experimentos con fotones
entrelazados, que establecieron la violacion de las desigualdades de Bell y sentaron
las bases de la ciencia de la informacién cuantica.

El primer paso natural en esta direccion es el intercambio de entrelazamiento (en-
tanglement swapping), un esquema en el que dos fuentes independientes, en lugar de
una unica fuente compartida, distribuyen pares entrelazados hacia un nodo interme-
dio. Una medicién conjunta sobre los dos sistemas que llegan a ese nodo proyecta
a los dos sistemas extremos sobre un estado entrelazado, pese a que estos nunca
han interactuado ni comparten un origen comun [15, 5. La correlacién resultante
ya no admite una Unica variable oculta compartida por todo el sistema, sino que
depende de la independencia entre las dos fuentes y del resultado de la medicién in-
termedia comunicado clasicamente. Al permitir ademéas que el nodo intermedio elija
entre distintas mediciones, se obtiene la nociéon de bilocalidad. Una correlacion es
bilocal si admite una descripcion clasica compatible con la independencia de las dos
fuentes [7]. A diferencia del escenario bipartito, el conjunto de correlaciones bilocales
no es convexo, de modo que sus testigos ya no pueden formularse, en general, como
desigualdades lineales [7].

El intercambio de entrelazamiento sugiere de inmediato una pregunta mas amplia.
L Qué correlaciones son posibles cuando se admite un nimero arbitrario de fuentes
independientes y de nodos que realizan mediciones locales? Esta generalizacién da
lugar a lo que se conoce como una red de Bell, una estructura causal representada
por un grafo cuya topologia determina directamente qué correlaciones no clasicas
resultan alcanzables. Un caso particularmente interesante surge al cerrar esta red en
un ciclo. Es la red triangular, denotada usualmente C3, que extiende el intercambio
de entrelazamiento a tres fuentes independientes conectadas entre tres observadores,
pero sin el nodo intermedio distinguido que articulaba la correlacién en aquel esque-
ma, de modo que ningin mecanismo clasico inico puede explicar las correlaciones
conjuntas. Fritz [25] mostr6 que, precisamente por carecer de un nodo privilegiado,
las correlaciones clasicamente explicables en esta red quedan sujetas a condiciones no
lineales, en contraste con las desigualdades lineales del escenario bipartito estandar.
Ademas, ilustro esta ruptura mediante una distribucién explicita, construida a partir
de una eleccion concreta de estados y observables en cada nodo, incompatible con
cualquier modelo causal clasico de la topologia triangular. Esta distribucién, cono-
cida desde entonces como la distribucién de Fritz, se ha convertido en un ejemplo
de referencia para el estudio de la no clasicalidad en la red triangular. Ademés plan-
tea una pregunta mas general. Hasta dénde puede persistir la no localidad en esta
estructura cuando los criterios de clasicalidad ya no admiten una formulaciéon lineal
simple.



Dentro del espectro de las redes de Bell, la red triangular constituye su exten-
sion ciclica mas simple. El estudio de esta red ha sido abordado desde direcciones
muy distintas. Entre ellas destacan las redes neuronales entrenadas como oraculos
de clasicalidad [37], la parametrizaciéon numérica directa de modelos locales [ 7], la
caracterizacion analitica del sector simétrico del conjunto local [10, 19], y la bisque-
da de realizaciones cuanticas explicitas a través del formalismo de testers cuanticos
[20]. Sin embargo, ninguno de estos enfoques resuelve directamente el problema de
optimizar una figura de mérito sobre el espacio completo de estados y mediciones,
sin fijar de antemano una distribucién objetivo. CSPSA ha demostrado versatilidad
en escenarios muy diversos de informacion cuantica, desde la estimacion de estados
puros en alta dimensién hasta la discriminacion de estados cuanticos desconocidos
y el entrelazamiento geométrico [0, 33, 5], lo que la vuelve una herramienta natu-
ral para abordar un funcional no lineal como el Wagon-Wheel, poco habitual en la
literatura sobre optimizacién en escenarios de Bell. Precisamente en esta linea, un
trabajo previo empled6 CSPSA para optimizar el conjunto de mediciones que maximi-
za la violacion de la desigualdad CHSH sobre estados de prueba [17]. Esto permitio
clasificar la naturaleza de estados cuya estructura no se conoce a priori sin recurrir
a una tomografia completa. Abordar la red triangular con la misma herramienta
constituye, en ese sentido, una continuacién natural de esa linea de trabajo, ahora
sobre un escenario de mayor complejidad.

Esta investigacion tiene como objetivo establecer un protocolo autoguiado que
permita testificar la presencia de entrelazamiento en una red de Bell. En particu-
lar, se busca que el protocolo determine los observables que maximizan el funcional
I, sin fijar de antemano una distribucion objetivo. De este modo, cuando el valor
optimizado supera la cota clasica, la violacion obtenida permite certificar que las co-
rrelaciones generadas por el sistema poseen una naturaleza no local y que, por tanto,
no pueden explicarse mediante un modelo causal clasico de la red triangular. La bus-
queda de estos observables se realiza mediante CSPSA y se desarrolla en dos niveles
progresivos. En el primero se supone acceso exacto a las probabilidades Papc(a, b, ¢)
que definen I,_,,, lo que permite estudiar la factibilidad del método en un entorno
idealizado. En el segundo se considera un escenario mas cercano a una implementa-
cion experimental, en el que dichas probabilidades deben estimarse a partir de un
numero finito de mediciones sobre el estado fisico. Para este propésito se incorpora
la técnica de Classical Shadows, que permite estimar el funcional sin reconstruir el
estado cuantico completo ni realizar nuevas mediciones para cada punto examina-
do durante la optimizacién. En ambos niveles se estudian tres familias de estados
distribuidos por las fuentes de la red triangular, correspondientes a estados maximal-
mente entrelazados, estados en descomposicion de Schmidt con un parametro comin
y estados de Werner con un parametro comun. Esta exploracién permite identificar
configuraciones cuyas correlaciones violan efectivamente la desigualdad de Wagon-
Wheel y, por consiguiente, son incompatibles con cualquier modelo causal clasico de



la red triangular, pese a la complejidad fisica y numérica asociada con la optimizacién
conjunta de las mediciones sobre seis qubits. La principal contribuciéon metodolégica
de este trabajo consiste en mostrar que CSPSA, combinado con Classical Shadows,
proporciona una estrategia viable para abordar problemas de optimizacion no lineal
y de alta dimensionalidad en redes de Bell, especialmente en situaciones donde la
programacion semidefinida y sus relajaciones jerarquicas resultan dificiles de aplicar
directamente. Este enfoque abre una via para estudiar topologias con un mayor nut-
mero de fuentes y nodos, cuya complejidad aumenta rdapidamente con el tamano de
la red.

La presente tesis se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se introduce
el escenario triangular y se presentan las descripciones clasica y cuantica de sus corre-
laciones. Ademads, se desarrolla la construccion de la distribucion de Fritz y se explica
como esta permite demostrar la existencia de correlaciones no locales en una red sin
entradas externas. En el Capitulo 3 se presenta la desigualdad de Wagon-Wheel
como criterio para evaluar la compatibilidad causal de las correlaciones observadas
en la red triangular. También se describen los métodos de optimizaciéon empleados
para buscar violaciones de esta desigualdad y se introduce el protocolo de Classical
Shadows para estimar el funcional a partir de un ntimero finito de mediciones. En el
Capitulo 4 se exponen y analizan los resultados numéricos obtenidos para distintas
configuraciones de estados cuanticos. Asimismo, se estudia el desempeno del proce-
dimiento que combina CSPSA con Classical Shadows y se compara con la evaluacién
exacta del funcional. Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones ge-
nerales de este trabajo y las posibles lineas de investigacion futura.



Capitulo 1

Fundamentos de la teoria de
informacion cuantica

Este capitulo establece el marco probabilistico y matematico que se utilizara para
describir estados cuanticos, mediciones y correlaciones entre subsistemas. Su propo-
sito no es desarrollar una exposicion exhaustiva de la mecénica cuantica, sino fijar las
herramientas necesarias para formular con precision los escenarios de Bell y las redes
cuanticas que seran estudiadas en los capitulos posteriores. Desde esta perspectiva,
las nociones de independencia estadistica, producto tensorial, medicién proyectiva y
matriz densidad aparecen como elementos estructurales para analizar correlaciones
no clésicas.

1.1. Elementos de probabilidad y estadistica

Definicién 1.1 (Espacio muestral). El conjunto Q2 de todos los posibles resultados
de un experimento aleatorio es llamado espacio muestral.

Definicién 1.2 (Evento). Un evento o suceso es cualquier coleccion de los posi-
bles resultados de un experimento, esto es, cualquier subconjunto de €2, incluido el
conjunto €.

Si A C (), diremos que el evento A ocurre cuando el resultado del experimento
aleatorio pertenece a A. Una variable aleatoria es una funcién que asigna a cada resul-
tado posible de un experimento aleatorio un valor en un conjunto determinado [2=].
En lo que sigue, estas variables permitiran describir los resultados observados por
distintos agentes y estudiar si dichos resultados presentan dependencia estadistica.
En fisica, particularmente en informacién cuantica, resulta importante analizar como
se relacionan los resultados obtenidos por observadores espacialmente separados.



Consideremos un escenario bipartito en el que una fuente comin prepara, en
cada corrida experimental, dos sistemas fisicos y envia uno a Alice y otro a Bob.
Cada observador realiza una mediciéon local y registra un resultado, descrito por las
variables aleatorias X e Y, respectivamente. Si la preparacion de la fuente introduce
una relacién comun entre ambos sistemas, entonces los resultados observados pueden
presentar dependencia estadistica: conocer el resultado obtenido por Alice puede
modificar la informacién disponible sobre el resultado obtenido por Bob. Sin embargo,
la presencia de una fuente comun no implica por si sola que las correlaciones sean
cuanticas o no clasicas; inicamente establece un mecanismo compartido que puede
generar dependencia entre los resultados.

En contraste, si Alice y Bob reciben sistemas preparados de manera independien-
te, sin una fuente comin ni un mecanismo que vincule ambas preparaciones, los
resultados locales se describen mediante variables aleatorias independientes. En ese
caso, conocer el valor de X no modifica la distribucién de probabilidad asociada a
Y. Esta diferencia entre una preparacion comun y preparaciones independientes sera
esencial més adelante, cuando se estudien correlaciones en escenarios de Bell y redes
cuanticas con multiples fuentes.

Para describir formalmente este tipo de situaciones, no basta con especificar las
probabilidades asociadas a cada observador por separado. Es necesario introducir
la distribucién conjunta de los resultados, sus distribuciones marginales y las dis-
tribuciones condicionales, las cuales permiten expresar como cambia la descripcion
probabilistica de una variable cuando se conoce el valor de la otra.

Definicién 1.3 (Distribucién conjunta). Dadas dos variables aleatorias discretas
X e Y, su distribucion conjunta pxy(z,y) asigna a cada par de valores (z,y) la
probabilidad de que X tome el valor z y, simultdneamente, Y tome el valor y [24]:

pXY(xay) :]P)(X:xa Y:y) (11)

®
Definicién 1.4 (Distribuciones marginales). Dada una distribucién conjunta pxy (x,y),
las distribuciones marginales de X e Y se obtienen sumando sobre la otra variable:

px(x) =Y pxv(z,y),  py(y) =D pxv(z,y). (1.2)

Cada marginal describe el comportamiento estadistico de una variable por separado,
ignorando la informaciéon sobre la otra. ®

Definicién 1.5 (Distribucion condicional). Dada una distribucién conjunta pxy (z, y)
con px(z) > 0, la distribucion condicional de Y dado que X toma el valor x se define
como

Pxy (.Z', y)

(@) (1.3)

pY|X(y|l“) =



Esta distribucién describe como se actualiza la descripcion probabilistica de Y
una vez conocido el valor de X.

Con estas nociones, la independencia estadistica puede formularse de manera pre-
cisa: dos variables son independientes cuando la descripcién conjunta no contiene
informacion adicional respecto de las descripciones marginales por separado.

Definicién 1.6 (Independencia). Dos variables aleatorias X e Y son independientes
si su distribucién conjunta factoriza como el producto de sus marginales [24]:

pxy(z,y) =px(@)py(y)  V(z,y). (1.4)

De manera equivalente, X e Y son independientes cuando conocer el valor de una
no modifica la descripcion probabilistica de la otra, es decir,

pyix(ylz) = py(y) para todo x con px(z) > 0. (1.5)

®

La independencia estadistica describe el caso en que las variables no presentan
dependencia entre si. Por tanto, una forma general de introducir la nociéon de corre-
lacién consiste en definirla como la falla de esta factorizacion.

Definicién 1.7 (Correlacién). Dos variables aleatorias X e Y estdn correlacionadas
cuando no son independientes, es decir, cuando existe al menos un par (x,y) para el
cual

pxy(z,y) # px(z) py (y). (1.6)
®

Una vez establecida la correlacion como ausencia de independencia estadistica,
resulta util introducir cantidades que permitan caracterizar parcialmente la relacion
entre dos variables aleatorias. Entre las mas utilizadas se encuentran la covarianza
y el coeficiente de correlacion, los cuales describen el sentido y la intensidad de una
dependencia lineal.

Definicién 1.8 (Covarianza). La covarianza de X e Y es el nimero definido por
Cov(X,¥) = E[(X — ix) (¥ — piy)]. (1.7)

donde E denota el operador de valor esperado, mientras que px = E[X]|y py = E[Y]
corresponden a las medias de X e Y, respectivamente. Equivalentemente,

Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y]. (1.8)

La covarianza indica como varian conjuntamente dos variables aleatorias con respecto
a sus medias [25]. ®



La covarianza es positiva cuando las desviaciones de X e Y respecto a sus medias
tienden a tener el mismo signo, y es negativa cuando dichas desviaciones tienden a
tener signos opuestos. Por tanto, su signo describe el sentido de la asociacién entre
las variables. Sin embargo, su magnitud depende de las escalas en que se miden X
e Y, por lo que no permite comparar directamente la intensidad de la relacion entre
experimentos distintos. Para ello conviene introducir una version normalizada: el
coeficiente de correlacion.

Definicién 1.9 (Coeficiente de correlacion). El coeficiente de correlacion de X e Y
se define como

pxy = —————=. (1.9)

ox = VEIX —pux)?, oy = VE[Y —py)?

son las desviaciones estandar de X e Y, respectivamente, y se supone que ox > 0
y oy > 0. Esta cantidad corresponde a una version normalizada de la covarianza y
satisface —1 < pxy <1 [25]. ®

donde

El coeficiente de correlacion esta definido entre los valores —1 y 1, donde:

= Si pxy = 1 entonces existe una dependencia lineal total entre las dos varia-
bles, con relacién de pendiente positiva: cuando una aumenta, la otra también
aumenta en proporciéon constante. Usualmente se llama correlacion positiva
perfecta.

= Si pxy = —1 entonces existe una dependencia lineal total entre las dos varia-
bles, con relacién de pendiente negativa: cuando una aumenta, la otra disminu-
ye en proporcion constante. Usualmente se llama correlacion negativa perfecta.

Teorema 1.1. Si X eY son variables aleatorias independientes, entonces Cov(X,Y) =
0 Y pPxy = 0.

Es importante notar que el reciproco no es vélido en general: la condiciéon Cov(X,Y) =
0 no implica necesariamente que X e Y sean independientes. La covarianza y el co-
eficiente de correlacion detectan dependencia lineal, pero no agotan todas las formas
posibles de dependencia estadistica.

1.1.1. Correlaciones Condicionales y la Frontera Clasica

En el estudio de los escenarios de Bell, el objeto central de andlisis no son las
variables aleatorias aisladas, sino las distribuciones de probabilidad condicionales



conjuntas, denotadas como p(a, b|z,y) [V]. Estas representan la probabilidad de ob-
tener los resultados a y b (en los sistemas de Alice y Bob) dado que se seleccionaron
las configuraciones de mediciéon x y y, respectivamente.

Desde una perspectiva estrictamente clasica, cualquier correlacion entre observa-
dores distantes que comparten una historia comin o una fuente de informacion se
modela asumiendo la existencia de una variable oculta local A, distribuida segin una
densidad de probabilidad p(\) que satisface [ p(A)dA =1 [?]. Bajo esta hipétesis, la
distribuciéon conjunta se factoriza de forma local:

plablz.y) = [ Ap(alz, Ap(bly, X (1.10)

El conjunto de todas las tablas de probabilidad p(a, b|z,y) que admiten esta des-
composicion define un espacio geométrico convexo conocido como el politopo local
[V]. En el escenario bipartito con dos elecciones de medicién y dos resultados posibles
en cada nodo, el teorema de Fine [22] establece que una familia de distribuciones
observables p(a, bz, y) admite un modelo de variables ocultas locales si y solo si exis-
te una distribucién conjunta global p(ag, a1, by, b1) para los resultados potenciales de
todas las mediciones. Aunque las mediciones correspondientes a distintas elecciones
en un mismo nodo sean incompatibles y no puedan realizarse simultaneamente, las
marginales de esta distribucién global deben reproducir cada una de las distribucio-
nes observables p(a,b|z,y). Esta condicién también es equivalente al cumplimiento
de todas las desigualdades CHSH.

Por lo tanto, la formalizacién de la probabilidad clasica en esta seccion no cons-
tituye un mero formalismo matematico, sino que delimita geométricamente el con-
junto de correlaciones compatibles con un modelo clasico local. La violacion de una
desigualdad de Bell, eje central de esta investigacion, implica que la distribucién
observada se encuentra fuera del politopo local y, en consecuencia, no admite una
descripcién mediante variables ocultas locales [1].

1.2. Espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial complejo dotado de un producto
interior y completo respecto a la norma inducida por dicho producto. Esta estructura
constituye el marco matematico béasico de la mecénica cuantica: los estados fisicos
se representan mediante vectores o rayos en un espacio de Hilbert, los observables
mediante operadores que actiian sobre él y las probabilidades de medicién se calculan
a partir del producto interior [}!]. En esta tesis se trabajara principalmente con
espacios de Hilbert de dimensién finita, isomorfos a C¢, que son los espacios relevantes
para describir qubits, qudits y sistemas compuestos finitos.
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1.2.1. Espacios vectoriales

Definicién 1.10 (Espacio vectorial). Sea K un campo y sea V' un conjunto no vacio
equipado con una operacién de suma y una multiplicacién por escalares. Se dice que
V es un espacio vectorial sobre K si dichas operaciones satisfacen los axiomas usuales
de asociatividad y conmutatividad de la suma, existencia de neutro e inverso aditivos,
distributividad y compatibilidad con el producto por escalares [2]. Los elementos de
V se denominan wvectores. ®

Definicién 1.11 (Base). Un conjunto {|e;)}?; C V es una base de V si es lineal-
mente independiente y genera todo el espacio. Esto significa que todo vector |v) € V
puede escribirse de manera tinica como

) :éai]ei>, (1.11)

con o; € K. Si V admite una base finita de n elementos, se dice que tiene dimension
n [7]. ®

1.2.2. Producto interior

Definicién 1.12 (Producto interior). Sea V' un espacio vectorial sobre C. Un pro-
ducto interior sobre V' es una funcién (-, -) : V x V — C que satisface, para todo

la),[b),]c) e VyaecC[]:
1) (alb) = (bla simetria conjugada.
() (al jug
1) (alab+ c) = a(alb) + (a|c linealidad en la segunda entrada.
(ii) (al
(i73) (ala) > 0, con igualdad si y solo si |a) = |0) positividad definida.

Un espacio vectorial dotado de un producto interior se denomina espacio prehilber-
tiano. ®

De las propiedades anteriores se sigue que el producto interior es antilineal en la
primera entrada:
{aa +blc) = a{alc) + (blc) . (1.12)

Por tanto, (-,-) define una forma sesquilineal positiva. Esta estructura es la que
permite calcular amplitudes, probabilidades y valores de expectacion en mecanica
cuantica.

El producto interior induce una norma

la)|l = +/{ala), (1.13)
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y, a partir de ella, una distancia d(|a),|b)) = |||a) — |b)||. Una desigualdad funda-
mental asociada a esta estructura es la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Teorema 1.2 (Cauchy-Schwarz). Para todo |a),|b) € V,
[(alb)[* < {ala) (0]b), (1.14)

o equivalentemente,

[{alo)] < [lla) ][ 11621]- (1.15)

La igualdad se cumple si y solo si |a) y |b) son linealmente dependientes [”].

Ejemplo 1.1. En C", el producto interior estandar estd definido por

(vlw) =Y vywg, (1.16)
k=1
donde [v) = (v1,...,v,)" y |w) = (wy,...,wy)".

1.2.3. Completitud y espacios de Hilbert

Definicién 1.13 (Sucesién de Cauchy). Una sucesién {|v,)}n>1 en un espacio nor-
mado V' es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que

o) — |vm) || <€ (1.17)
para todo n,m > N [2]. ®

Definiciéon 1.14 (Espacio completo). Un espacio normado V' es completo si toda
sucesion de Cauchy en V' converge a un elemento de V. ®

Toda sucesion convergente es de Cauchy, pero el reciproco no es véalido en espa-
cios normados arbitrarios. La completitud garantiza que los limites de sucesiones de
Cauchy permanecen dentro del espacio. En dimension finita, todo espacio prehilber-
tiano es completo, por lo que esta condicién queda automaticamente satisfecha en
los espacios C? utilizados en informacién cudntica de dimensién finita.

Definicién 1.15 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert H es un espacio vecto-
rial sobre C dotado de un producto interior y completo respecto a la norma inducida
por dicho producto [1]. ®

En informacién cuantica, el caso central corresponde a espacios de Hilbert de
dimensién finita, H = C¢. En este contexto, los estados puros se representan mediante
vectores normalizados de H, mientras que las mediciones y observables se representan
mediante operadores que actian sobre dicho espacio [11].
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Definicién 1.16 (Base ortonormal). Un conjunto {|e;)}¢, C H es una base orto-
normal de H si
<ei|€j> = 51']‘, (118)

y todo |v) € H se escribe de manera tinica como
d
= (eifv) le;) . (1.19)
1=1

®

La existencia de una base ortonormal permite escribir la relaciéon de completitud

;\€i>(€z‘| =1, (1.20)

la cual sera utilizada de manera recurrente para descomponer estados, operadores y
probabilidades de medicién.

1.2.4. Producto tensorial

Los sistemas cuanticos compuestos requieren una operacion que combine los es-
pacios de Hilbert de sus subsistemas en un tnico espacio de estados. Esta operacién
es el producto tensorial. Su relevancia es central, ya que permite describir sistemas
multipartitos, mediciones locales, correladores y estados entrelazados [/].

Definicién 1.17 (Producto tensorial de espacios de Hilbert). Sean H4 y HB dos
espacios de Hilbert de dimensiones ds y dp, con bases ortonormales {|i),}¢4, v

{|]>B}j: . El producto tensorial Ha ® Hp es el espacio de Hilbert de dimensién
dadp cuya base ortonormal esta formada por los vectores

{li)a® |j>B}i:1,...,dA;j:l,...7dB : (1.21)

Un estado normalizado general en H 4 ® Hp puede escribirse como

da dp
. . 2
V) ap = ZZ%‘ )4 ®13) 5 Z lei|” = 1. (1.22)
i=1j=1 1,7

Un caso particular es el estado producto

(Wap = )4 ®9)p, (1.23)
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con |), € Hay |¢)5 € Hp. En este caso, el estado global factoriza en estados
asociados a cada subsistema. En general, no todo estado de H4 ® Hp admite es-
ta factorizacion; los estados que no la admiten se denominan entrelazados y seran
estudiados con mayor detalle en el Capitulo 2 [31].

Definicién 1.18 (Producto tensorial de operadores). Dados un operador A sobre
H 4 y un operador B sobre Hp, el producto tensorial A ® B es el operador sobre
Ha ® Hp definido por su acciéon sobre estados producto:

(A2 B) ([¢), @ 10)5) = (Al)4) @ (Blg)s) (1.24)

y extendido por linealidad a todo Ha ® Hp [+1]. ®

Los observables locales, que actiian sobre un tnico subsistema, se escriben como
A®1p o0 14® B. En escenarios de Bell, los correladores bipartitos toman la forma

(A ® B)) = (U] 4 ® B, W), (1.25)

lo que permite describir correlaciones estadisticas entre mediciones locales realizadas
sobre subsistemas distintos.

Esta construcciéon se extiende de manera natural a n subsistemas. Si cada subsis-
tema tiene espacio de Hilbert Hy, el espacio de estados compuesto es

HiQH, @+ @ Hy, (1.26)

con dimensién [}_; dj y base formada por los vectores |ij), ® - - - ® |i,),,. En el caso
de la red triangular estudiada en el Capitulo 3, el espacio de estados conjunto se
construye mediante productos tensoriales de los espacios asociados a los sistemas
distribuidos por las fuentes independientes. Esta estructura tensorial describe el es-
pacio total de estados, mientras que la independencia de las fuentes corresponde a
una condicion adicional sobre la preparacion fisica del sistema.

1.2.5. Descomposicion de Schmidt

La construccion del producto tensorial permite escribir cualquier estado bipartito
como una combinacion lineal general de vectores base, pero no toda esa generalidad
es igualmente relevante. Para caracterizar cudndo un estado puro admite o no una
descripcion producto, conviene disponer de una forma candnica que reduzca la doble
suma sobre 7,7 a una Unica suma. Esta forma candnica es la descomposicién de

Schmidt.
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Teorema 1.3 (Descomposicién de Schmidt). Sea |V),5; € Ha ® Hp un estado
normalizado, con dimH 4 = d ydim Hp = dp. Existen bases ortonormales {|i) , }3,
de Ha y {\i}B}ffl de Hp, y coeficientes reales no megativos aq,...,aq, con d =
min(d4,dp), tales que

= Z: Vi i), ®li)g, Zai =1 (1.27)

Los coeficientes {«; }, llamados coeficientes de Schmidt, quedan determinados de for-
ma unica por |V) ,5 (salvo su orden). Las bases {|i) 4} v {|%) g}, llamadas bases de
Schmidt, no son en general unicas cuando algin o estd degenerado [7/].

La demostracién se obtiene aplicando la descomposicién en valores singulares a
la matriz de coeficientes ¢;; que expresa |V),, en una base producto arbitraria.
Los valores singulares de dicha matriz son las raices ,/a;, mientras que las bases de
Schmidt corresponden a las bases en las que dicha matriz se diagonaliza [, 31]. El
numero de coeficientes «; estrictamente positivos se denomina rango de Schmidt, y
no depende de la base producto elegida para calcularlo.

El rango de Schmidt provee un criterio directo de separabilidad para estados puros.
|¥) , 5 admite la factorizacion |1)) , ®|¢)  si y solo si su rango de Schmidt es igual a 1,
en cuyo caso a; = 1. Asimismo, la descomposicién de Schmidt entrega directamente
los estados reducidos de cada subsistema. Trazando |V) , 5 (¥] 5 sobre B se obtiene

pa = Trp (|UX¥]) Zaz (2] 4 (1.28)

y de forma andloga para pg, de modo que ambos estados reducidos comparten el
mismo espectro {«;}, aunque actiien sobre espacios de Hilbert distintos.

1.3. Postulados de la mecanica cuantica

La mecéanica cuantica puede formularse a partir de un conjunto de postulados que
establecen cémo se representan los estados fisicos, qué objetos matematicos describen
las cantidades medibles y como se calculan las probabilidades asociadas a los resul-
tados de medicion [15, 31]. En esta seccién se presenta una version sintética de estos
postulados, utilizando el lenguaje de espacios de Hilbert introducido previamente.
El objetivo no es desarrollar una discusion exhaustiva de sus fundamentos, sino fijar
el marco operacional que permitira describir estados compuestos, mediciones locales
y correlaciones cuanticas en los capitulos posteriores.
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Primer postulado: A tiempo fijo ty, un estado puro de un sistema fisico se repre-
senta mediante un vector de estado |W(ty)), perteneciente a un espacio de Hilbert
llamado espacio de estados H. Este vector debe estar normalizado, por lo que satis-
face

(W(to)[¥(to)) = 1. (1.29)

Mas generalmente, un estado cuantico se describe mediante un operador densidad
p(to) que actia sobre H, es semidefinido positivo y tiene traza unitaria,

plt)) 20, Trlp(te)] = 1. (1.30)
Un estado es puro cuando su operador densidad puede escribirse como

plto) = [W(to) X (to)] - (1.31)

En caso contrario, se denomina estado mixto. A partir de estas representaciones se
calculan las probabilidades asociadas a los posibles resultados de medicién permitidos
por la teorfa [31, 39].

La estructura lineal de H da lugar al principio de superposicién. Si |¥y) y |¥s) son
vectores de estado, entonces toda combinacion lineal no nula « |Uy) + 3 | W), una vez
normalizada, representa también un posible estado puro. Ademés, dos vectores |V) y
e’ |¥), con p € R, representan el mismo estado fisico, ya que todas las probabilidades
de mediciéon son invariantes bajo una fase global. Por tanto, un estado puro queda
determinado por la clase de equivalencia de |¥) médulo fases globales [15, 39].

Segundo postulado: Cada cantidad fisica medible A es descrita por un operador
A que actia sobre el espacio de estados H. Este operador, denominado observable,
es lineal y hermitico, lo que significa que coincide con su operador adjunto, At = A

[39, 411,

Tercer postulado: El espacio de estados de un sistema compuesto por n subsiste-
mas con espacios de Hilbert Hy,...,H, es el producto tensorial

H=H @My ® - @ H,. (1.32)

Si cada subsistema k se encuentra en el estado |1)) € Hy, entonces el estado producto
asociado al sistema compuesto es |¢1) ® - - - ® [1,). En general, no todo estado puro
de H admite esta factorizacion. Los estados puros que no factorizan se denominan
entrelazados [, 21]. Los observables que actian localmente sobre el subsistema k se
representan en H como

Le® Q4 o1, (1.33)

donde Aj, acttia sobre Hy y 1, denota el operador identidad sobre H; para cada

J# k.
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Cuarto postulado: Cuando se mide un observable A sobre un sistema descrito
por el operador densidad p, los resultados posibles son los autovalores a,, de A. Si
P, denota el proyector sobre el subespacio propio asociado a a,, la probabilidad de
obtener dicho resultado es

P(a,) = Tr(pP,) . (1.34)

Los proyectores satisfacen Y, P, = 1, por lo que >, P(a,) = 1. Para un estado puro
p = | U)XV, esta expresién se reduce a

P(a,) = (V| P, |V). (1.35)
En el caso no degenerado, donde P, = |a,)Xa,|, se obtiene
P(ag) = [{an|®)[". (1.36)
Dado que A es hermitico, sus autovalores son reales. Su valor de expectacion es
(A) =" anPan) = Tr(pA) . (1.37)

Para un estado puro, (A) = (¥| A |U). Esta cantidad representa el promedio esta-
distico de los resultados obtenidos al medir un conjunto de sistemas preparados en
el mismo estado [30, 39].

Quinto postulado: Si la medicién de A sobre el estado |¥) da como resultado el
autovalor a,, el estado inmediatamente después de la medicién queda dado por

b |9)

(U] P, W)

siempre que (V| P, [¥) # 0. El estado resultante pertenece al subespacio propio
asociado al resultado observado [15, 31].

D) s (1.38)

Sexto postulado: La evolucién temporal de un estado cuéntico |¥(t)) estd gober-
nada por la ecuaciéon de Schrodinger

() = () (1), (1.39)

donde A es la constante de Planck reducida y H (t) es el observable asociado a la
energia total del sistema, llamado operador Hamiltoniano. Para un Hamiltoniano
independiente del tiempo, la solucién formal puede escribirse como

W) = Ut 1) [U(ta)) . Ult,to) = e 0, (1.40)

donde U(t,ty) es un operador unitario. Por ello, la evolucién temporal preserva la
norma del estado [0, 11].

Los postulados anteriores fijan el lenguaje minimo para describir estados, obser-
vables, mediciones y sistemas compuestos. En lo que sigue se introducen con mayor
detalle los operadores lineales y sus propiedades algebraicas, ya que seran utilizados
para formular valores de expectacion, proyectores y correlaciones cuanticas.
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1.4. Operadores lineales en H

Los postulados de la mecanica cuantica utilizan operadores lineales para represen-
tar observables, transformaciones y procesos de medicion. En esta secciéon se introdu-
cen las propiedades algebraicas basicas de estos operadores, con énfasis en aquellas
que seran necesarias para formular valores de expectacion, proyectores, descomposi-
ciones espectrales y correladores cuanticos.

Definicién 1.19 (Operador lineal). Sea H un espacio de Hilbert de dimensién d.
Un operador lineal A : H — H es una aplicacién que satisface

Alaly) +818)) = aA|p) + BA|¢) (1.41)

para todo |[¢),|¢) € H y a, 8 € C. Dada una base ortonormal {|e;)}2,, el operador
queda determinado por sus elementos de matriz

En consecuencia, su accion sobre un vector arbitrario |¢)) € H puede escribirse como
Ay =" Aij (ejl) les) - (1.43)

1]
®

Definicién 1.20 (Operador adjunto). El operador adjunto AT de A es el tinico
operador que satisface

(¢, Ap) = (Alg, ) (1.44)

para todo |1}, |¢) € H. En notacién de Dirac, esta relacién puede escribirse como
(8 Alp) = (ATo|v). (1.45)

En términos matriciales, (AT)ij = Aj;, es decir, Al es la transpuesta conjugada de
A A partir del operador adjunto se definen tres clases de operadores de especial

relevancia en mecdnica cudntica [}, 11]:

» Hermitico: AT = A. Sus autovalores son reales y, en dimension finita, sus auto-
vectores pueden elegirse formando una base ortonormal de H. Los observables
del Segundo postulado son operadores de este tipo.

» Unitario: U0 = UUt = 1. Estos operadores preservan el producto interior
y la norma. La evoluciéon temporal del Sexto postulado genera operadores de
este tipo.



18

= Proyector: P?2 =P =P Los proyectores representan proyecciones ortogona-
les sobre subespacios de H. El operador P, del Quinto postulado es el proyector
sobre el subespacio propio asociado al resultado a,,.

®

Definicién 1.21 (Producto exterior). Dados |¢) , [¢) € H, el producto exterior |¢)v|
es el operador lineal definido por su accién sobre un vector arbitrario |y) € H:

[oXe] 1) = (&x) [¢) - (1.46)
En la representaciéon matricial, sus elementos estan dados por
(loXe));; = o5 (1.47)

Este operador permite escribir de forma compacta proyectores, relaciones de com-
pletitud y descomposiciones espectrales. En particular, si {|e;)}%; es una base orto-
normal de H, entonces

d
Z\ei>(ei| =1. (1.48)
®

Definicién 1.22 (Operador normal). Un operador A se denomina normal si con-
muta con su operador adjunto, es decir,

ATA = AAT, (1.49)

®
Teorema 1.4 (Descomposicién espectral). Todo operador hermitico A sobre un, es-
pacio de Hilbert complejo de dimension finita admite la descomposicion

A=Y a,la,Xay,|, (1.50)

donde {a,} son los autovalores reales de A y {|a,)} una base ortonormal de auto-
vectores [, /]. En el caso no degenerado, los operadores |a,Xa,| son los proyectores
asociados a los posibles resultados de medicion. Por tanto, la regla de Born puede
escribirse como

P(an) = (¥ |an)an| [¥) = [{an| )" (1.51)

Todo operador que admite una descomposicion espectral en una base ortonormal
satisface ATA = AAT y es, por tanto, normal. Reciprocamente, todo operador normal
sobre un espacio de Hilbert complejo de dimension finita admite una descomposicion
de esta forma.
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Definicién 1.23 (Traza). La traza de un operador A se define como la suma de sus
elementos diagonales en cualquier base ortonormal {|e;)}%:

d
Te[A] =3 (ei| Ales) . (1.52)
i=1
El resultado es independiente de la base elegida. Entre las propiedades que seran
utilizadas en esta tesis se encuentran:

» Linealidad:
Tr[afl + 63} =aTr {A} + 4 Tr[f?]. (1.53)

= Propiedad ciclica:

A A

Tr|AB| = Tr[ BA|. (1.54)
= Relaciéon con autovalores:

Tr|A] = ;an, (1.55)

donde {a,} son los autovalores de A, contados con su multiplicidad.

En particular, el valor de expectacién del Cuarto postulado puede reescribirse
como

(A) = Tr || W) W] A], (1.56)
forma que anticipa el formalismo de la matriz densidad introducido més adelante
[21, 51]. Esta notacién serd especialmente 1til en los escenarios de Bell, donde los co-
rreladores entre mediciones locales sobre sistemas compuestos se expresan mediante
trazas. ®

Las herramientas introducidas en esta seccién permiten expresar valores de ex-
pectacion, proyectores y correladores de forma compacta. En particular, seran fun-
damentales en los escenarios de Bell, donde las correlaciones entre observadores se
escriben mediante operadores locales sobre espacios compuestos, dando lugar a ex-
presiones del tipo Tr [p(fl ® 3)}

1.5. Introduccion a teoria de informacion cuantica

La teoria de informacién cuantica estudia como la informacién puede ser codifica-
da, procesada y transmitida mediante sistemas que obedecen las leyes de la mecéanica
cuantica. La unidad bésica de informacién cudntica es el qubit, andlogo cuantico del
bit clasico, cuya estructura permite describir superposiciones, mediciones incompa-
tibles y correlaciones entre sistemas compuestos [71]. En esta seccién se introducen
los sistemas cuanticos de dos y d niveles, que servirdn como bloques locales para
formular estados, mediciones y correladores en escenarios de Bell y redes cuanticas.
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1.5.1. Qubits y qudits

Qubits

Consideremos un espacio de Hilbert Hy de dimensién dos. Una base ortonormal
estandar para este espacio es la base computacional, formada por los vectores

m=(s)  w=()) (157

Un estado puro general de un sistema cuantico de dos niveles, o qubit, puede escribirse
como

) = a]0) + B[1), (1.58)

donde «, 8 € C son amplitudes de probabilidad que satisfacen la condiciéon de nor-
malizacién |oz]2 + \5|2 = 1.

Como dos vectores que difieren solo en una fase global representan el mismo estado
fisico, todo estado puro de un qubit puede parametrizarse como

|4) = cos <g> |0) + €' sin <Z> 1), (1.59)

con 0 € [0,7] y ¢ € [0,27). Esta parametrizacién permite representar cada estado
puro como un punto sobre la esfera de Bloch [, 21].

Z

3

-

-2 =11)
Figura 1.1: Esfera de Bloch. Fuente: Elaboracién propia.
Esta esfera se denomina esfera de Bloch y permite visualizar geométricamente

cualquier estado puro de un qubit. Los puntos especiales de la esfera tienen una
interpretacion fisica directa:

= Polos: el polo norte (# = 0) corresponde al estado |0) y el polo sur (0 = 7) al
estado |1), que son los autoestados de o, con autovalores +1 y —1 respectiva-
mente.
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» Puntos ecuatoriales: los puntos del ecuador (f = 7/2) corresponden a su-
perposiciones balanceadas de |0) y |1). En particular, |[+) y |—) (con ¢ =0y
¢ = ) son autoestados de o,, mientras que (|0) £ |1))/v2 (con ¢ = 7/2y
¢ = 3m/2) son autoestados de oy,.

Los estados |+) y |—), que conforman la base de Hadamard, tienen la representa-

cion explicita:
1 1 /1
)= 75 00+ 1) = (1), (1.60)

1 1 1
=50 - =55 L) (1.61)

Una propiedad fundamental de la esfera de Bloch es que dos estados antipodales
son siempre ortogonales: si [¢)) corresponde al punto (6, ¢), el punto antipodal (7 —
0, ¢ + m) corresponde al estado ‘wi>, con <w‘¢l> =0.

A cada punto de la esfera le corresponde un vector unitario

f = (sinf cos ¢, sin @ sin @, cosf), (1.62)

llamado vector de Bloch, cuyos componentes coinciden con los valores de expectacion
de las matrices de Pauli:

(0,) = sinfcos p, (o,) =sinfsingp, (0,) = cos¥b. (1.63)

El vector de Bloch 7 codifica los valores de expectacion de las matrices de Pauli
en el estado [¢). Por esta razén, elegir una medicién proyectiva binaria sobre un
qubit equivale a elegir una direccién en la esfera de Bloch. Esta interpretacion sera
utilizada mas adelante para parametrizar observables locales en escenarios de Bell. La
representacion anterior corresponde a estados puros; los estados mixtos, introducidos
posteriormente mediante el formalismo de la matriz densidad, se representan por
puntos en el interior de la esfera.

La descripcion anterior corresponde al caso mas simple de un sistema cuantico
de dos niveles. Sin embargo, muchos sistemas fisicos y protocolos de informaciéon
cuantica requieren espacios de Hilbert de dimension mayor. En ese contexto, un
qudit es la extensién d-dimensional de un qubit [51].

Qudits

Consideremos un espacio de Hilbert Hy. La base computacional de H, esta for-
mada por d vectores:
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Un qudit es una extensién d-dimensional de un qubit. Consideremos un espacio
de Hilbert 7. La base computacional de .7, esta formada por d vectores:

1 0 0
0 1 0
‘O) fry : , ’1> fry . s LRI y ’d— 1> = . . (164)
0 0 1
Sean a; € C, con ¢ € {0,1,...,d— 1}, se define un estado cuantico llamado qudit de
d niveles como
Qo
(oA) d
o) = o |0) +aq [1) + - +agq1|d—1) = : e C?, (1.65)
ad—1

o de manera mas compacta,
d—1
9) = i), (1.66)
i=0

donde los coeficientes «; son amplitudes de probabilidad que satisfacen la relacién
d—1

de normalizacién > |o;|* = 1.
i=0

La descripcion de sistemas compuestos requiere combinar los espacios de Hilbert
asociados a cada subsistema. En particular, cuando se consideran dos qubits, el
espacio de estados resultante es el producto tensorial Hy ® Ho, de dimensién cuatro.
La base computacional de este espacio esta formada por los vectores

|00), ]01), [10), [11), (1.67)

donde se emplea la notacién compacta |ij) == |i) , ® |j) gz, con ¢,j € {0, 1}.

Un estado general normalizado en Hy ® Hs es

W) ap = Z cij i), Z |Cij|2 =1, (1.68)

i,j €{0,1} 0]

con ¢;; € C. Cuando el estado admite la factorizacion |U),, = [¢) 4 @ |¢) 5, se
denomina estado producto y no presenta entrelazamiento entre los subsistemas. En
caso contrario, el estado es entrelazado: las mediciones locales sobre A y B pueden
exhibir correlaciones que no se explican inicamente a partir de una factorizacion del
estado global [1, 21]. El estudio de estos estados y de sus propiedades de correlacién
serd el objeto central del Capitulo 2.
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1.6. Mediciones proyectivas de qubit

Los postulados de la mecanica cuantica establecen que medir un observable A so-
bre un estado |¥) produce uno de sus autovalores con una probabilidad determinada
por la regla de Born. Para sistemas de dos niveles, los observables con autovalores
+1 son de especial importancia, ya que describen mediciones binarias. Este tipo de
medicion aparece de manera natural en los escenarios de Bell, donde las correlacio-
nes se construyen a partir de resultados locales asociados a distintas configuraciones
de medicién. En esta seccion se introducen las matrices de Pauli y los observables
proyectivos de qubit que seran utilizados posteriormente para formular dichos corre-
ladores.

1.6.1. Matrices de Pauli

Para un sistema cudntico de dos niveles, con espacio de estados H = C2, los
observables se representan mediante operadores hermiticos de 2 x 2. Todo operador
hermitico sobre este espacio puede escribirse como una combinacién lineal real de la
identidad y de las tres matrices de Pauli:

M = col + c101 + co05 + C303, ¢j € R. (169)

cuya elecciéon estandar esta dada por

10 01 0 —i 1 0
12(0 1)’ 01:<1 o)’ "2:<¢ 0)’ U3:<0 —1>’ (1.70)

donde o4, 09, 03 reciben el nombre de matrices de Pauli [29]. Se utilizan también las

etiquetas o, = 01, 0y = 09, 0, = 03, asociadas a las mediciones de espin sobre los

ejes z, y v z. Todas las matrices de Pauli son hermiticas (a; = 0,), tienen traza nula

Tr[o;] = 0 y autovalores +1 y —1. Por el teorema de descomposicién espectral,
oo = [OX1] + [1X0], oy = =i [OX1] +4[1)0], 0. = |OXO] — [1)(1[.  (1.71)

Sus acciones sobre la base computacional {|0) , |1)} y la base de Hadamard {|+) , |—)}
son:

Teorema 1.5 (Propiedades algebraicas). Las matrices de Pauli satisfacen las si-
gquientes relaciones:

» Cuadrado: ajz =1 para j =uz,y, 2.

» Anticonmutacion: {o;,0;} = 0,0; + 0j0; = 2J;;1.



24

Estado Oy oy o,
|0) L i) o)
1) 0)  —il0) —[1)
+) +) —il=) =)
= | —1=) i) )

Tabla 1.1: Accién de las matrices de Pauli sobre la base computacional {|0),[1)}y
la base de Hadamard {|+),|—)}. Fuente: Elaboracién propia.

» Conmutacion: [0;,0,| = 0,0; — 0;0; = 2ig;j;,0%, donde ;5 es el simbolo de
Levi-Clivita.

» Traza del producto: Tro;0;] = 26;;.

Todo observable de qubit con autovalores +1 puede escribirse como proyeccién
de las matrices de Pauli sobre una direccion arbitraria. Dado un vector unitario
n = (ng,ny,,n,) € R? el observable

A(R) =1 -G = n,0o, +nyo, + n.o, (1.72)
es hermitico y tiene autovalores 1. Sus autovectores corresponden a los puntos +n
de la esfera de Bloch, de modo que elegir una configuracién de medicioén equivale a
elegir una direccion n. El valor de expectacion es

(A(R)) = (|7 GlY) =7 Ry, (1.73)
donde 7y, = ((04), (0y), (0.)) es el vector de Bloch del estado |¢). En los escenarios
de Bell, los correladores adoptan precisamente esta forma: E;; = (¥ A ®Ej | W), con
A =n;- & y éj = 1, - 0 para distintas elecciones de f; y M.

Definicién 1.24 (Proyectores de qubit). Dado el observable A(72) = f - @ con auto-

valores #1, los operadores

1+n-0
2

son los proyectores sobre los subespacios propios de autovalor +1. Satisfacen las

relaciones de completitud, idempotencia y ortogonalidad:

[ (7) = (1.74)

I, (A) +11_(A) =1, I3 (R) = (7)), I, (A) II_(A) = 0, (1.75)

y permiten recuperar el observable como A() = TI.(A) — II_(7). La probabilidad
de obtener el resultado +1 al medir A(7) sobre el estado |¢) es

147y,

;o (1.76)

P(£1) = ([T (n) [¢) =
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donde 7y, es el vector de Bloch de |¢). Inmediatamente después de la medicién, el
estado colapsa al autoestado correspondiente, en acuerdo con el Quinto postulado.
®

Definicién 1.25 (Compatibilidad de observables). Dos observables A y B son com-
patibles si pueden medirse simultaneamente sin perturbarse mutuamente, lo que ocu-
rre si y solo si conmutan:

[A, B] = 0. (1.77)

En caso contrario se denominan incompatibles. ®

Las matrices de Pauli son incompatibles por pares: de las relaciones de conmu-
tacion [0;,0;] = 2ie;;,0% se sigue que ningin par (o;,0;) con ¢ # j conmuta. Para

observables generales de qubit, la compatibilidad entre fl(ﬁ) =n-dy A(m) =m-7
estda determinada por el conmutador

iG] =2 (R x m) - . (1.78)

Por tanto, estos observables son compatibles si y solo si 7 xm = 0, es decir, cuando las
direcciones n y m son paralelas o antiparalelas. En escenarios de Bell, la posibilidad
de elegir mediciones locales incompatibles es un ingrediente esencial para obtener
correlaciones que no admiten una descripcion clasica en términos de variables ocultas
locales.

1.7. La matriz densidad

El formalismo de estados puros introducido en los postulados resulta insuficiente
en dos situaciones fundamentales. La primera ocurre cuando el estado del sistema
no se conoce con certeza, sino que pertenece a un ensemble estadistico de posibles
preparaciones. La segunda aparece al describir subsistemas de un sistema compuesto,
especialmente cuando el estado global presenta entrelazamiento. En ambos casos, el
objeto matematico adecuado es el operador densidad o matriz densidad p. Este for-
malismo permite calcular valores de expectacion y correladores mediante expresiones
de traza, lo que serd esencial para describir mediciones locales en escenarios de Bell
y redes cudnticas [1].

1.7.1. Ensemble de estados cuanticos

Suponga que un sistema cuantico puede estar en cualquiera de los estados ) con
probabilidades py, > 0y >, pr = 1. Al conjunto {p, |¢x)} se le denomina ensemble
de estados puros.
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Definicién 1.26 (Operador densidad o matriz densidad). El operador densidad o
matriz densidad asociado al ensemble {py, [1x)} es el operador

p = Zpk [DeX x| - (1.79)

Un operador p es un operador densidad si y solo si satisface simultaneamente:
» Hermitico: pf = p.

= Semidefinido positivo: p > 0, es decir, todos sus autovalores son no negati-
VOS.

» Traza unitaria: Tr[p| = 1.
®

Una consecuencia directa de esta definicion es la expresion general para el valor
de expectacion de un observable A en el estado p:

(A) = Tr[p A]. (1.80)

Para un estado puro p = |1h)(v)|, esta expresién se reduce a (A) = (Y| A|),
recuperando la definiciéon del Cuarto postulado. Para sistemas compuestos, los co-
rreladores de Bell adoptan la forma FE;; = Tr [p(flz ® Bj)}, que sera la expresion
central del Capitulo 2.

Teorema 1.6 (Propiedades del operador densidad). Sean p; y ps dos operadores
densidad y sea U un operador unitario. Entonces:

i) p1 ® py es un operador densidad.
i1) UpUt es un operador densidad.

Definicién 1.27 (Pureza). La pureza de un estado cuantico descrito por el operador
densidad p se define como

v(p) = "Tr |p?] €

1

— 1 1.81

d? :| b ( )
donde d = dim H. Un estado con v(p) = 1 es puro; un estado con v(p) < 1 es mizto.
El estado maximalmente mixto p = 1/d tiene la pureza minima v = 1/d. ®

La pureza cuantifica el grado de mezcla de un estado cuantico. Los estados puros
satisfacen Tr[p?] = 1, mientras que los estados mixtos satisfacen Tr[p?] < 1. En
particular, el estado maximalmente mixto p = 1/d alcanza el valor minimo v = 1/d.
Sus valores extremos caracterizan dos clases de estados cualitativamente distintas:
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Teorema 1.7 (Propiedades de un estado puro). Sea p = [) | un estado puro.
Entonces:

i) pP=p

i) Tr[p] =1
iit) Tr[p?] =1
iv) p>0

Teorema 1.8 (Propiedades de un estado mixto). Sea p un estado mizto, es decir,
una mezcla estadistica no trivial de estados puros. Entonces:

Para el caso particular de un qubit (d = 2), el operador densidad admite una
parametrizacién geométrica directa. Todo operador densidad sobre H = C? puede
escribirse de manera tinica como

1475
:JFQTU, 7= (rg,ryrs) €RE, |7 < 1, (1.82)

p
donde 7, = Tr[p o] son los valores de expectacion de las matrices de Pauli. El vector
7 es el vector de Bloch de p [1]:

» Si|7] =1, el estado es puro y corresponde a un punto sobre la superficie de la
esfera de Bloch.

= Si |7] < 1, el estado es mixto y corresponde a un punto en el interior de la
esfera.

» El estado maximalmente mixto p = 1/2 corresponde al origen 7 = 0.

Esta representacion extiende la descripcion geométrica de la esfera de Bloch al for-
malismo del operador densidad. En este caso, los estados puros se ubican sobre la
superficie de la esfera, mientras que los estados mixtos se representan por puntos
en su interior. La condicién |7] < 1 garantiza que p sea semidefinido positivo, y la
normalizacién Tr[p] = 1 queda incorporada en la estructura de la parametrizacion.
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1.7.2. Matriz densidad reducida

Cuando un sistema compuesto se encuentra en un estado p*#, puede ser necesario
describir solo uno de sus subsistemas. Por ejemplo, las mediciones realizadas exclu-
sivamente sobre A quedan completamente determinadas por un operador densidad
definido sobre H 4, llamado matriz densidad reducida de A. Este operador se obtiene
a partir del estado global mediante la traza parcial, operaciéon que permite eliminar
los grados de libertad del subsistema no observado [1].

Definicién 1.28 (Matriz densidad reducida). Sean A y B dos subsistemas con
espacio de estados conjunto Ha ® Hp, y sea pAB el operador densidad del sistema
compuesto. La matriz densidad reducida del subsistema A se define como

pt = Trg (pAB) , (1.83)

y analogamente, p? = Trp(p?P) es la matriz densidad reducida del subsistema B.
®

Definicién 1.29 (Traza parcial). Sean {|j)z} una base ortonormal de Hp y {|i) 4}
una base ortonormal de H 4. La traza parcial sobre el subsistema B esta definida por

Top (o) = 3 (14 @ (ilg) o (L4 ® 1)) (1.8

J

y la traza parcial sobre el subsistema A esta definida por

Tea () 1= 32 (4 © 1) p* (1), @ 1), (1.8)

1

®

La matriz densidad no solo permite describir estados mixtos desde un punto de
vista formal, sino que también proporciona el lenguaje natural para estudiar sistemas
cuanticos abiertos. En una implementacién fisica real, un sistema cuantico rara vez
evoluciona de manera completamente aislada. La interaccién no controlada con gra-
dos de libertad externos, errores de compuerta, pérdidas, fluctuaciones del entorno
y procesos de medicion imperfectos producen transformaciones que, en general, no
pueden describirse tinicamente mediante evoluciones unitarias sobre el sistema de
interés.

Desde esta perspectiva, la traza parcial tiene una interpretacién operacional rele-
vante. Si un sistema compuesto AB se encuentra descrito por un estado pap y solo
se tiene acceso al subsistema A, entonces el estado efectivo observado es

PA :TI‘B (pAB)‘ (186)
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Esta operacion representa la pérdida de informacion asociada a ignorar los grados
de libertad del subsistema B. En particular, si B se interpreta como un entorno,
entonces la traza parcial permite describir cémo un estado puro global puede inducir
un estado mixto local. Esta es una de las formas méas simples de entender el origen
formal de la decoherencia.

De manera mas general, la evolucion efectiva de un sistema cudntico abierto se
describe mediante canales cuanticos. Un canal cuantico es una aplicaciéon lineal

E:p—s Elp), (1.87)

que transforma matrices densidad en matrices densidad. Para representar una evo-
lucion fisicamente admisible, dicha aplicacion debe ser completamente positiva y
preservar la traza. Estas aplicaciones se conocen como mapas CPTP, por sus siglas
en inglés: completely positive and trace preserving maps [31, 51].

Una representacion usual de un canal cuantico esta dada por operadores de Kraus
{K,},, de modo que

Elp) =Y KK, Y K/K,=1. (1.88)
iz H

La primera expresion describe cémo el estado cambia bajo la accién del canal,
mientras que la segunda condiciéon garantiza la conservaciéon de la traza, es decir,
Tr(E(p)) = 1 siempre que Tr(p) = 1 [31]. En este lenguaje, procesos como la des-
polarizacion, la pérdida de fase, la relajaciéon de amplitud y los errores de medicién
pueden incorporarse directamente en la descripcién del estado.

Este punto es especialmente importante en la era NISQ, Noisy Intermediate-Scale
Quantum, donde los dispositivos cuanticos disponibles poseen un ntimero interme-
dio de qubits, pero todavia estan afectados por ruido, decoherencia y fidelidades
imperfectas de operacion [17]. En este régimen, los algoritmos cudnticos no pueden
analizarse inicamente mediante estados puros y circuitos ideales. Es necesario descri-
bir cémo el ruido modifica las correlaciones observadas y cémo las mediciones reales
se apartan del caso ideal.

Los algoritmos cuanticos variacionales, o VQA, se sitiian precisamente en este
contexto [ 1]. En ellos se prepara una familia parametrizada de estados cuanticos, se
realizan mediciones sobre el hardware y se utiliza un optimizador clasico para ajustar
los parametros del circuito. Por tanto, la cantidad relevante no es solo el estado ideal
[1)(0)), sino también el estado efectivo
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p(0) = E([L(0)(O)]), (1.89)

donde & representa, de forma compacta, la acciéon acumulada del ruido y de las
imperfecciones experimentales.

En consecuencia, el formalismo de matriz densidad sera esencial para conectar la
descripcion matematica de estados cudnticos con escenarios fisicamente realizables.
En particular, permitird estudiar correlaciones cuanticas en presencia de subsistemas
no observados, fuentes independientes, ruido efectivo y mediciones locales imperfec-
tas. Esta conexion serd relevante mas adelante al analizar redes de Bell, donde las
correlaciones observadas dependen no solo del estado preparado, sino también de los
observables elegidos y de las limitaciones fisicas del dispositivo utilizado para simular
o implementar el escenario.



Capitulo 2

Correlaciones Cuanticas

Las correlaciones son el lenguaje natural con el que describimos sistemas fisicos
compuestos porque capturan directamente la informacién accesible cuando se reali-
zan mediciones sobre partes distintas de un mismo sistema. En la practica, rara vez
accedemos a las variables intrinsecas de cada subsistema. Lo que se registra expe-
rimentalmente son resultados de medicién y, sobre todo, las relaciones estadisticas
entre ellos. En este sentido, una parte sustantiva de la fisica moderna puede leerse
como una clasificacién de qué patrones de correlacién son compatibles con ciertas
hipétesis de descripcion, como independencia, causalidad, simetrias o restricciones
impuestas por la dindmica.

En informacién cuantica, las correlaciones no se consideran solo como un rasgo
estadistico, sino como una ventana directa a la estructura del estado fisico. En par-
ticular, cuando el sistema se encuentra en un estado entrelazado, las correlaciones
entre mediciones locales pueden ser incompatibles con una descripcion basada en
mezclas clasicas de estados producto. Por ello, ademas de cuantificar su magnitud,
resulta esencial caracterizar su origen y determinar si admiten un modelo local con
incertidumbre clasica, o si requieren coherencia cuantica y entrelazamiento. En el
primer caso, se asume que los resultados estan determinados por variables compar-
tidas antes de la medicion y que la correlacion surge solo por desconocimiento sobre
dichas variables, sin necesidad de recursos cuanticos no locales. En el segundo, la
correlacion refleja que el estado compuesto no puede reconstruirse a partir de des-
cripciones independientes de A y B, y que las estadisticas dependen de la estructura
global del estado. Esta distincién enlaza con la paradoja de EPR, donde el entre-
lazamiento permite predecir resultados remotos sin interaccion directa, tensionando
la compatibilidad entre localidad y una nociéon de propiedades fisicas preexistentes

[21].

31
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2.1. Estados cuanticos y correlaciones clasicas

Antes de introducir correlaciones genuinamente cuanticas, conviene precisar que el
formalismo de la teoria cuantica también describe situaciones donde las correlaciones
observadas tienen un origen estrictamente clasico.

Consideremos un sistema bipartito formado por A y B. La fuente genera un esta-
do compuesto y distribuye sus partes hacia ambos subsistemas. En cada realizacién
experimental, la fuente no prepara necesariamente el mismo estado, sino que selec-
ciona al azar, segiin una variable clasica A\, una de varias preparaciones posibles, con
p(A) >0y >\ p(A\) = 1. En este caso, el estado del sistema puede escribirse como

pAB—Zp )Y @ p), (2.1)

el cual corresponde a un estado separable [70]. La correlacién aparece porque Ay B
reciben estados que dependen de la misma etiqueta clasica .

Desde una perspectiva operativa, esta descomposicién se refleja directamente en
las estadisticas de medicion. Si A y B eligen configuraciones de medicién z e y y
obtienen resultados a y b, la distribuciéon conjunta puede escribirse como

pla;b|z,y) = ZP pla ]z, Np(b |y, ). (2.2)

La ecuaciéon (2.1) describe la estructura del estado como una mezcla de prepara-
ciones producto, mientras que la ecuacion (2.2) describe las estadisticas observables
asociadas a mediciones locales. En esta ultima, A funciona como una causa comin
clasica que correlaciona las respuestas locales, de modo que la correlacién observada
surge del promedio sobre A y no requiere coherencia cuantica compartida entre A
y B. Esta factorizacién constituird el marco de referencia que permitira formular
modelos locales de variables ocultas en escenarios de Bell [3].

Un caso particular de estado separable ocurre cuando los estados locales {pg‘)}

§ . ) . iy .
conmutan entre si, y lo mismo sucede con {p;’}. En tal situacién existe una base
producto local comtin que diagonaliza simultaneamente todas las preparaciones po-

sibles, de modo que la matriz densidad no presenta términos fuera de la diagonal en
dicha base,

(ij| pap |kC) =0 si (i,7) # (k,0). (2.3)



33

Este caso particular se ilustra con el siguiente ejemplo minimo de estado mixto
clasicamente correlacionado,

1
pec = 7 (JOOX00] + [11)(11[). (2.4)
Este estado puede interpretarse como una mezcla estadistica en la que la fuente
prepara |00) con probabilidad 1/2 y |11) con probabilidad 1/2. En consecuencia, si
ambos observadores miden en la base computacional, los resultados quedan perfec-
tamente correlacionados, mientras que la preparaciéon no requiere entrelazamiento.

En la base computacional {|00),|01),|10),|11)}, el estado p.. adopta una forma
diagonal. En efecto, su representacién matricial es

Pec = ) (25)

o O O O
o O OO
= O O O

S O O

lo que muestra explicitamente la ausencia de términos fuera de la diagonal en
esta base. Esta forma diagonal refleja que no existe coherencia cuantica entre las
ramas |00) y |11), sino dnicamente una incertidumbre cldsica sobre cudl de ellas
fue preparada. El contraste con los estados entrelazados surge precisamente cuando
el estado compuesto no puede entenderse como una mezcla estadistica de estados
producto.

Esta forma diagonal no es incidental: las correlaciones de p,.. estan confinadas a la
base de preparacion, y se degradan frente a elecciones de medicién en bases distintas,
como se ilustrara en la seccion siguiente. Esta limitacion de las correlaciones clasicas
es, precisamente, lo que motiva la introduccion de los estados entrelazados.

2.2. Estados entrelazados

Un estado bipartito pap se define como entrelazado cuando sus correlaciones no
pueden explicarse como el resultado de una mezcla estadistica de preparaciones loca-
les independientes. Formalmente, esto significa que p4p no admite una descomposi-
cién convexa en estados producto, es decir, no existen niimeros pr, > 0 con > . pr = 1

y estados locales p(:), pgc) tales que

k k
pas =S pep @ o). (2.6)
k
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Si tal representacion existe, el estado se denomina separable; si no existe, se clasifica
como entrelazado [30, H0].

Esta definicion es operativa porque separa dos escenarios: en un estado separable,
puede imaginarse un procedimiento de preparaciéon donde, en cada corrida, una va-
riable clasica k selecciona un par de estados locales pff) y pg;), de modo que cualquier
correlacion observada proviene del promedio sobre k. En cambio, en un estado entre-
lazado no es posible reconstruir las estadisticas como un promedio de preparaciones
producto. En ese sentido, el estado conjunto contiene una estructura global que no
se reduce a informacion local mas azar clasico compartido.

Para estados puros [¢) 45, la condicién se simplifica: |¢) ,5 es entrelazado si no
puede escribirse como producto [¢) , ® |@) 5. Equivalentemente, al calcular el estado
reducido pa = Trg(|1) (¥|), este resulta mixto, lo cual indica que el sistema A no
tiene una descripcién pura por si solo [31]. Un ejemplo estandar es el denominado

estado de Bell,

1
V2
el cual no factoriza. Este tipo de estados exhibe correlaciones que no pueden en-
tenderse como el resultado de una seleccion aleatoria de estados producto, y por

ello pueden manifestarse de manera consistente bajo distintas elecciones de medicién
local.

@) = —= (10405) + [1415)), (2.7)

Un rasgo distintivo del entrelazamiento es que ciertas correlaciones pueden man-
tenerse bajo distintas elecciones de medicion local. Por ejemplo, para el estado de
Bell (2.7), si ambos miden en la base computacional (medicién Z), los resultados
quedan perfectamente correlacionados, con valor de expectacion (Z ® Z) = 1; y si
ambos miden en la base X, la correlacién se mantiene, con (X ® X) = 1. A diferencia
de esto, el estado mixto cldsicamente correlacionado p.. también da (Z ® Z) = 1,
pero al medir en la base X la correlacién desaparece, (X ® X) = 0.

Esta diferencia muestra que el entrelazamiento no solo modifica la intensidad de
las correlaciones, sino también su comportamiento frente a distintas elecciones de
medicion local. Precisamente esta caracteristica hizo que los estados entrelazados
adquirieran un papel central en la discusion sobre la completitud de la teoria cuan-
tica. Si las mediciones realizadas sobre un subsistema permiten predecir con certeza
resultados asociados a otro subsistema espacialmente separado, surge la pregunta de
si tales propiedades estaban previamente determinadas o si la descripcion cuantica
debe entenderse como una descripcion completa del sistema compuesto. Esta tension
conceptual constituye el punto de partida de la paradoja EPR [21].
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Estados en descomposicion de Schmidt

Un caso particularmente relevante de estado bipartito puro es aquel que se define
directamente a través de sus coeficientes de Schmidt, en lugar de mediante una
preparacion fisica especifica. Retomando el teorema de descomposiciéon de Schmidt
establecido en el Capitulo 1, todo estado bipartito puro |1) ,5 admite la forma

|¢>AB:Z\/Ei|i>A®|i>Ba ;Ozizl, (2.8)

con d = min(dyu,dg) [?!]. Fijar directamente los coeficientes {a;} permite parame-
trizar familias de estados con un grado de entrelazamiento controlado, sin necesidad
de especificar las bases de Schmidt {|i) ,}, {|7) 5} asociadas.

La principal caracteristica de estos estados es que su entrelazamiento queda com-
pletamente determinado por los coeficientes {a;}. La entropia de entrelazamiento,
definida como la entropia de von Neumann de cualquiera de los estados reducidos

PA, PB;
d
S([¥)ap) = —Tr (palogy pa) = _Zai log, i, (2.9)
i=1
es, en consecuencia, una funcién exclusiva de estos coeficientes [?1]. Esta cantidad
se anula si y solo si algin «; = 1 (estado producto). Alcanza su valor méximo log, d

cuando todos los coeficientes son iguales, oy; = 1/d para todo i, caso que se denomina
estado maximalmente entrelazado.

Para el caso particular de dos qubits, con un tnico coeficiente de Schmidt inde-
pendiente a € [0, 1],

V(a)) = Va [0:02) + V1 —a [111s), (2.10)

el entrelazamiento puede caracterizarse también mediante la concurrencia,
Cla) =2y/a(l —a) €]0,1], (2.11)

que se anula en los extremos a = 0, 1 (estados producto) y alcanza su valor maximo
C =1lena = 1/2, el caso maximalmente entrelazado [72]. A diferencia de la entropia
de entrelazamiento, la concurrencia admite una extension directa a estados mixtos
de dos qubits mediante la construccion de Wootters. Esto la vuelve una herramienta
particularmente utilizada en la caracterizacién de entrelazamiento bipartito.
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Estados de Werner

Los estados de Werner [70] constituyen una familia paramétrica de estados mix-
tos de dos qubits, introducidos originalmente como el primer ejemplo de un estado
mixto entrelazado que admite un modelo local de variables ocultas para mediciones
proyectivas.

Definicién 2.1 (Estado de Werner). Para dos qubits, el estado de Werner con
parametro A € [0, 1] se define como la mezcla convexa entre el estado de Bell |®T) y
el estado maximalmente mixto,

1-A

pr =M @HO| + 1, (2.12)

donde 1 es el operador identidad en el espacio de dos qubits [70].

El parametro A cuantifica la proporcién de ruido blanco mezclado con el estado
maximalmente entrelazado: A = 1 recupera el estado de Bell puro, mientras que
A = 0 corresponde al estado maximalmente mixto, que es separable de forma trivial.
El estado de Werner p, es separable si y solo si A < 1/3, y entrelazado para A > 1/3

[50].

El entrelazamiento de p, puede cuantificarse mediante la extension de la concu-
rrencia a estados mixtos, definida por Wootters como

Clp) = mitx (0, /fir — v/iiz — /i3 — /i) (2.13)

donde g1 > pe > pug > g son los autovalores, en orden decreciente, del operador
p(oy ®0y) p* (0, ®0y,), con p* el complejo conjugado de p en la base computacional
[02]. Para el estado de Werner, esta expresion se reduce a la forma cerrada

C(p)) = max <0, 3>\2_ 1) : (2.14)

que se anula para A < 1/3, consistentemente con el criterio de separabilidad enun-
ciado arriba, y alcanza su valor maximo C' =1 en A = 1, el caso del estado de Bell
puro.

Los estados de Werner poseen ademas una propiedad estructural que motivo su
introduccion original: son, por construccion, los inicos estados bipartitos invariantes
bajo la accion simétrica de cualquier unitaria local,

UU)p(UaU) =py VU, (2.15)



37

de modo que la forma dada para p, es, en realidad, la consecuencia de exigir esta
invariancia y no una eleccién arbitraria [50].

El resultado central del articulo de Werner es, sin embargo, de naturaleza distinta
a la sola caracterizacion de separabilidad: para el rango 1/3 < A < 1/2; el estado py
ya es entrelazado, pero admite igualmente un modelo local de variables ocultas para
cualquier medicién proyectiva, de modo que jamas viola una desigualdad de Bell de
este tipo pese a estar entrelazado [10]. La violacién efectiva de la desigualdad CHSH,
presentada méas adelante en este capitulo, solo ocurre para A > 1/ V2, con un valor
méximo de la funcién CHSH dado por S(py) = 2v/2 \. Estos tres regimenes, separable
(A <1/3), entrelazado pero localmente explicable (1/3 < A < 1/2), y no local (A >
1/4/2), muestran que el entrelazamiento y la no localidad son propiedades distintas,
siendo la primera estrictamente necesaria pero no suficiente para la segunda.

2.3. La critica EPR a la completitud de la meca-
nica cuantica

En 1935, Albert Einstein, Boris Podolsky y Nathan Rosen publicaron el articulo
Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Complete?,
en el cual cuestionaron si la funcién de onda proporciona una descripcion completa
de la realidad fisica [2!]. Su critica no estaba dirigida a la capacidad de la mecanica
cuantica para predecir correctamente los resultados experimentales. De hecho, los
autores distinguieron explicitamente dos cuestiones diferentes al evaluar una teoria
fisica: si la teoria es correcta, en el sentido de que sus predicciones concuerdan con
la experiencia, y si la descripcién que proporciona es completa. Es esta segunda
cuestion la que constituye el nicleo de su analisis.

Para precisar el significado de completitud, EPR establecieron como condiciéon
necesaria que todo elemento de la realidad fisica debe poseer una contraparte dentro
de la teoria. Sin embargo, para aplicar esta condicion era necesario determinar bajo
qué circunstancias puede atribuirse realidad fisica a una determinada magnitud. Con
este proposito, propusieron el siguiente criterio: si es posible predecir con certeza,
es decir, con probabilidad igual a la unidad, el valor de una cantidad fisica sin per-
turbar de ninguna manera el sistema, entonces existe un elemento de realidad fisica
correspondiente a dicha cantidad. Los propios autores senalaron que este criterio
no pretende constituir una definiciéon exhaustiva de la realidad, sino una condicién
suficiente para reconocer ciertos elementos de ella.

A partir de este criterio, EPR consideraron dos magnitudes fisicas representadas
por operadores no conmutativos. De acuerdo a los principios de la mecanica cuantica,
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el conocimiento preciso de una de estas magnitudes impide atribuir simultdneamente
un valor definido a la otra mediante una misma funcién de onda. De esta observaciéon
surge una alternativa fundamental, o bien la descripcién de la realidad proporcionada
por la funcién de onda no es completa, o bien dos cantidades fisicas cuyos operadores
no conmutan no pueden poseer realidad simultanea.

Para examinar esta alternativa, Einstein, Podolsky y Rosen consideraron dos sis-
temas, denominados I y II, que interactiian durante un cierto intervalo de tiempo y
posteriormente dejan de hacerlo. Una vez finalizada la interaccién, el sistema com-
puesto permanece descrito por una unica funcién de onda W, aunque ya no exista
interaccién entre sus partes. La medicion de una determinada magnitud fisica sobre
el sistema I permite entonces asignar al sistema II una funcién de onda condicionada
por el resultado obtenido. Si sobre el sistema I se elige medir una magnitud diferente,
el mismo sistema II puede quedar asociado a otra funciéon de onda distinta.

El ejemplo central del articulo considera dos particulas correlacionadas en posicion
y momento. La funcién de onda conjunta es elegida de modo que, mediante una
medicion apropiada sobre la primera particula, sea posible predecir con certeza el
momento de la segunda o, alternativamente, su posicion. En la notacién utilizada
por EPR, el estado conjunto puede escribirse como

U(xy,z9) :/

—00

[e.e]

e h Tt a0 gy, (2.16)

Si se mide el momento de la primera particula y se obtiene el valor p, puede
predecirse con certeza que el momento de la segunda es —p. Por otro lado, si se
mide la posicién de la primera particula y se obtiene el valor z, puede predecirse con
certeza que la posicion de la segunda es x + x¢. De acuerdo con el criterio de realidad
formulado por EPR, tanto el momento como la posicion de la segunda particula
deben entonces corresponder a elementos de realidad fisica.

El punto crucial de la critica reside en que la eleccion de qué magnitud medir sobre
el sistema I puede realizarse cuando ambos sistemas han dejado de interactuar. En
consecuencia, EPR sostienen que ninguna accién realizada sobre el primero puede
producir un cambio real en el segundo. Por tanto, la realidad fisica atribuida a la
segunda particula no deberia depender de cual de las dos mediciones se decida efec-
tuar sobre la primera. Sin embargo, el formalismo cudntico asocia las dos predicciones
posibles con funciones de onda diferentes y con observables que no conmutan.

EPR llegan asi a su conclusion principal. Si se supone que la funciéon de onda
proporciona una descripcion completa de la realidad fisica, entonces dos cantidades
representadas por operadores no conmutativos no deberian poseer realidad simul-
tanea. No obstante, el andlisis de los dos sistemas permite, segin su criterio de
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realidad, atribuir simultaneamente realidad a ambas magnitudes. En consecuencia,
la descripcion cuantica proporcionada por la funcién de onda no puede considerarse
completa.

La conclusion de EPR no establece cual deberia ser la teoria méas completa ni
demuestra la existencia de una formulacién alternativa especifica. Los propios au-
tores dejaron abierta esta cuestion, aunque expresaron su conviccion de que una
descripcion mas completa era posible, en la que cada sistema poseyera propiedades
adicionales, no contenidas en la funciéon de onda, que determinaran de antemano los
resultados de cualquier medicién. Su critica identificé asi una tension fundamental
entre la completitud de la funcién de onda, la atribuciéon de elementos de realidad
fisica y la independencia de sistemas que ya no interactian. Décadas mas tarde, Bell
retomaria precisamente este problema, formalizando esa idea bajo el nombre de va-
riables ocultas, para determinar si una descripciéon mas completa y compatible con
una estructura local podia reproducir todas las predicciones de la mecanica cuantica

7]

Esta formulacién original, sin embargo, se plantea en términos de variables conti-
nuas como la posiciéon y el momento, cuyo tratamiento resulta menos manejable al
momento de derivar predicciones cuantitativas contrastables experimentalmente. En
1951, David Bohm propuso una version equivalente del argumento EPR utilizando
un sistema de dos particulas de espin 1/2 en el estado singlete, reemplazando las va-
riables continuas originales por observables discretos [7]. Esta reformulaciéon preservé
la estructura conceptual de la paradoja, la posibilidad de predecir con certeza, sobre
un sistema distante, el resultado de una entre varias mediciones incompatibles, pero
la traslad6 a un escenario de variables discretas. Fue precisamente esta versién, y no
la original con variables continuas, la que permitié a Bell formular su teorema en
términos de observables de espin y derivar una desigualdad cuantitativa contrastable
experimentalmente.

2.4. El teorema de Bell y las correlaciones cuan-
ticas

En 1964, John S. Bell publico el articulo On the Einstein Podolsky Rosen Paradoz,
en el cual dio forma cuantitativa a la cuestion de completitud planteada por EPR
y examiné si la mecénica cudntica podia complementarse mediante una descripcion
mas completa del sistema fisico [}]. Su contribucién consistié en transformar una
discusion principalmente conceptual en un problema cuantitativo, al establecer res-
tricciones que permiten analizar la compatibilidad entre las predicciones cuanticas y
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ciertas hipdtesis sobre la naturaleza de la realidad fisica.

Bell consider6 la version del experimento EPR propuesta para particulas de espin
1/2. Una fuente prepara dos particulas en el estado singlete

1

o) = 73 (101) — [10)), (2.17)

y las envia hacia dos regiones espacialmente separadas. En una de ellas se mide
la componente del espin en una direccién representada por el vector unitario a,
mientras que en la otra se mide en una direccién b. Cada medicién produce uno de
los resultados +1 o —1.

Siguiendo la motivaciéon de EPR, Bell consider6 la posibilidad de que la funcién
de onda no constituyera una descripciéon completa del sistema. En tal caso, podrian
existir variables adicionales, representadas colectivamente por A, que especificaran
propiedades fisicas no contenidas en el estado cuantico. Estas cantidades reciben el
nombre de variables ocultas, no porque deban ser necesariamente inaccesibles, sino
porque no aparecen explicitamente en la descripciéon proporcionada por la funcién
de onda.

Una teoria de variables ocultas se denomina local cuando el resultado obtenido
en cada region depende Unicamente de la configuraciéon de medicion local y de la
variable \. Los resultados individuales pueden representarse entonces mediante las
funciones

A@ N ==+1,  B(b\) ==+l (2.18)

La condicién de localidad implica que A(d@, \) no depende de la direccién distante
b y que B(l;, A) no depende de la direccién @, de modo que la eleccién de la orienta-
cién de un dispositivo no modifica el resultado producido en la regién espacialmente
separada. Esta condicién corresponde a lo que Shimony denominé independencia de
pardmetros. Una condicion distinta, la independencia de resultados, exigiria ademas
que, fijado A, el resultado obtenido en una regiéon no dependiera del resultado obte-
nido en la otra; en el marco determinista considerado aqui esta segunda condicién
se satisface automaticamente, pues A(@,\) y B(b,\) son funciones fijas de A sin
dependencia residual entre si. La distincion entre ambas adquiere relevancia en for-
mulaciones estocasticas del teorema, como la utilizada més adelante para describir
correlaciones cldsicamente correlacionadas [17].

El conjunto de variables ocultas puede variar entre las distintas realizaciones del
experimento. Se asume, ademds, que su distribucién p(\) es independiente de la
configuracion de mediciéon que finalmente se elija en cada regién, es decir, p(\ |
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-

a,b) = p(A). Esta condicién, conocida como libertad de eleccion o independencia
de medicion, garantiza que A pueda interpretarse como una propiedad del sistema
fijada antes de que se determinen las configuraciones experimentales, y no como una
variable correlacionada de antemano con dichas elecciones. Bajo estos supuestos, la
correlacion predicha por una teoria local de variables ocultas puede escribirse como

P@,b) = / X\ p(NA@@, N BB, ). (2.19)

En el articulo original, la letra P representa el valor medio del producto de los
resultados y no una probabilidad conjunta. Esta expresion contiene las caracteristicas
fundamentales del modelo: los resultados estan determinados por una descripciéon
mas completa del sistema y cada resultado depende exclusivamente de la direccién
local de medicion y de la variable compartida \.

Para el estado singlete, la mecanica cuantica predice la correlacion

-

Pou (@, b) = —a - b. (2.20)

En particular, cuando ambos dispositivos se orientan en la misma direccién, se
obtiene una anticorrelacién perfecta. Si una de las particulas produce el resultado
+1, la otra debe producir necesariamente el resultado —1. En el razonamiento de
Bell, esta anticorrelacion perfecta, combinada con la condicién de localidad, implica
que los resultados correspondientes a las diferentes direcciones de medicién deben
encontrarse fijados por la descripcién completa representada por .

A partir de estas condiciones, Bell mostré que las correlaciones asociadas a tres
direcciones arbitrarias @, b y ¢ deben satisfacer

L+ P(b,e) > |P(a,b) — P(@,d)|. (2.21)

Esta expresion corresponde a la desigualdad original de Bell. Su importancia reside
en que no depende de la naturaleza especifica de las variables ocultas ni de la forma
particular de su distribucion. Constituye una restriccion general impuesta por la
combinacion de variables ocultas, resultados predeterminados y localidad.

Las correlaciones predichas por la mecanica cudntica no satisfacen esta desigual-
dad para todas las direcciones posibles. Por ejemplo, pueden elegirse tres direcciones
coplanares tales que @ y ¢ sean ortogonales y que b forme un angulo de 45° con cada
una. Para esta eleccion,

L
oL
I
=
Sl
Sy
[
S
o
I

(2.22)

s
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y la desigualdad de Bell exigiria

1
>
_\/ga

1— (2.23)

-

relacion que no se cumple.

Esta violacién muestra que las correlaciones cuanticas del estado singlete no pue-
den reproducirse mediante ninguna teoria de variables ocultas locales que posea la
estructura considerada por Bell. El resultado no descarta tnicamente una elecciéon
particular de variables ocultas, sino toda la clase de modelos en los que los resultados
se encuentran determinados por A y permanecen independientes de la configuracién
elegida en la region distante.

El teorema de Bell no demuestra que sea imposible formular una teoria mas com-
pleta que la mecénica cudntica. De hecho, existen teorias de variables ocultas, como
la teoria de Bohm, capaces de reproducir las predicciones cudnticas [(]. Sin em-
bargo, estas teorias deben incorporar una estructura no local. Por consiguiente, no
es posible completar la descripcion cuantica mediante variables ocultas y conservar
simultaneamente la localidad asumida en el razonamiento de EPR.

La importancia conceptual del teorema reside en que transforma sustancialmente
los términos en que EPR habian planteado la cuestién de completitud. La cuestién
ya no consiste inicamente en determinar si la funcién de onda es completa. Bell
muestra que una descripcién mas completa basada en propiedades preexistentes no
puede reproducir todas las correlaciones cuanticas si se exige, al mismo tiempo, que
los resultados locales sean independientes de las elecciones de mediciéon realizadas
a distancia. De esta forma, las correlaciones cuanticas revelan una incompatibili-
dad entre las predicciones de la mecanica cuantica y la estructura de las teorias de
variables ocultas locales.

2.5. La desigualdad CHSH y su alcance experi-
mental

En 1969, John Clauser, Michael Horne, Abner Shimony y Richard Holt propu-
sieron una formulacion del teorema de Bell que permite analizar las correlaciones
obtenidas en un escenario bipartito sin exigir la anticorrelacién perfecta emplea-
da en la desigualdad original [}, 11]. Esta formulacién, conocida como desigualdad
CHSH, conserva el conflicto fundamental entre las predicciones cuénticas y las teorias
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de variables ocultas locales, pero lo expresa mediante cuatro correlaciones asociadas
a distintos ajustes de medicion.

T Y

Alice Bob

a b

Figura 2.1: Escenario de Bell bipartito. Una fuente S distribuye sistemas cuanticos
hacia dos observadores espacialmente separados, Alice y Bob, quienes seleccionan
localmente un ajuste de medicién (z e y, respectivamente) y obtienen un resultado
(a y b). Fuente: Elaboracién propia.

El escenario considera dos observadores espacialmente separados, Alice y Bob. En
cada realizacion, Alice elige un ajuste de medicién = € {0,1} y Bob elige un ajuste
y € {0,1}. Estas elecciones pueden asociarse, por ejemplo, a las direcciones dy, a7,
g@ y 51. Los resultados obtenidos son dicotémicos, es decir, a,b € {—1,+1}.

Las estadisticas del experimento quedan descritas por las distribuciones condi-
cionales p(a,b | z,y). Para cada combinaciéon de ajustes, la correlacion entre los
resultados se define como

Ey,= > abpla,b]|z,y). (2.24)
a,b==%1

En una teoria de variables ocultas locales, las correlaciones se explican mediante
una variable compartida A, distribuida segtin p()), y mediante respuestas locales que
dependen tnicamente del ajuste elegido en cada region. La distribucién conjunta debe
adoptar la forma

pla.b|z.y) = [drp(Npla |2 \p(b ]y, ), (2.25)

Esta factorizacién expresa que, una vez especificada la variable A, el resultado
de Alice no depende de la eleccién de Bob y el resultado de Bob no depende de la
eleccion de Alice. Las posibles correlaciones surgen exclusivamente de la informacién
compartida en la preparacién de los sistemas.
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Clauser, Horne, Shimony y Holt consideraron la combinacion

S = ’EOO + EOl + E10 — Ell‘- (226)

Toda teoria de variables ocultas locales debe satisfacer

5 <2 (2.27)

Esta cota no depende de la naturaleza particular de A ni de los detalles del me-
canismo que determina las respuestas locales. Por tanto, constituye una restriccién
sobre toda la clase de distribuciones que admiten una descomposicion local de la
forma anterior.

La mecénica cuantica describe las mediciones mediante observables locales Ay, Aj,
By vy By, cuyos valores propios son 1. Para un estado bipartito pap, las correlaciones
se expresan como

E., =Tr[pap (A: ® By)]. (2.28)

La combinacién CHSH puede representarse mediante el operador

Bensu = Ao ® (Bo+ B1) + A1 ® (Bo — By), (2.29)

de modo que
S = ’TI‘ (pABBCHSH)|- (230)

A diferencia de las teorias de variables ocultas locales, la mecdnica cuantica per-
mite alcanzar valores superiores a 2. Su valor maximo esta limitado por la cota de
Tsirelson,

S <2v2. (2.31)

Este médximo puede obtenerse utilizando un estado maximalmente entrelazado y
configuraciones de medicién apropiadas [I]. Para el estado singlete, una eleccién
posible esta dada por

Oz + Oy O, — Oy

AO = 0y, Al = O, BO = \/i ) Bl = \/§ ) (232)

con la cual se obtiene
Som = 2V2. (2.33)

El contraste entre las cotas 2 v 21/2 muestra que las correlaciones cudnticas ocu-
pan una regién mas amplia que las correlaciones compatibles con variables ocultas
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locales. Una violacion de CHSH no indica simplemente que los resultados estén fuer-
temente correlacionados. Existen correlaciones clasicas perfectas que satisfacen la
desigualdad. Lo que se descarta es la posibilidad de reproducir simultaneamente las
cuatro correlaciones mediante una unica variable compartida y respuestas locales
para todas las configuraciones posibles.

La formulaciéon CHSH también permite distinguir entre entrelazamiento y no lo-
calidad de Bell. Todo estado que viola la desigualdad CHSH es entrelazado, pero no
todo estado entrelazado produce una violacion para cualquier elecciéon de medicio-
nes. La violacion depende tanto del estado como de los observables seleccionados.
En consecuencia, CHSH no constituye una medida general de entrelazamiento, sino
un criterio para identificar correlaciones incompatibles con una descripcion local de
variables ocultas.

Desde el punto de vista experimental, cada correlacion F,, se estima utilizando
un subconjunto de realizaciones en el que se empled la combinacion correspondiente
de configuraciones. Si N,/ representa el nimero de eventos en los que se obtuvieron

los resultados a y b, puede utilizarse el estimador

N + N™ — NP — N*
E,, = Sk - (2.34)

N+ N4+ NYY 4+ NP

A partir de las cuatro correlaciones se calcula el parametro S y se compara con la
cota local. La conclusién experimental requiere que el valor observado sea superior
a 2 por una cantidad mayor que las incertidumbres estadisticas y sistematicas.

Las primeras pruebas experimentales se realizaron principalmente con pares de
fotones correlacionados en polarizacion. En estos experimentos, las orientaciones de
los analizadores representan las configuraciones locales, mientras que las coinciden-
cias entre detectores permiten estimar las correlaciones [!, 2]. La formulacion CHSH
resulto especialmente relevante porque permitio efectuar esta comparacion sin exigir
correlaciones perfectas, las cuales se ven inevitablemente degradadas por el ruido,
las pérdidas y las limitaciones instrumentales. De este modo, la desigualdad podia
evaluarse a partir de cantidades accesibles experimentalmente, lo que permitié trans-
formar el conflicto entre la mecanica cuantica y las teorias de variables ocultas locales
en una prueba cuantitativa.

La interpretacion de una violacion requiere, sin embargo, controlar posibles expli-
caciones alternativas. Una eficiencia de deteccion insuficiente puede provocar que la
muestra registrada no represente al conjunto total de pares emitidos, originando la la-
guna de deteccion. Asimismo, si las elecciones de medicion y los resultados de ambos
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observadores no se encuentran suficientemente separados, podria existir comunica-
cion causal entre las regiones, dando lugar a la laguna de localidad. También debe
garantizarse que las configuraciones sean elegidas independientemente de las variables
asociadas a la fuente. El desarrollo experimental posterior permitiéo mejorar las fuen-
tes, los detectores, la eleccién réapida de las configuraciones y la separacion espacial
entre los dispositivos, conduciendo a experimentos capaces de abordar simultanea-
mente las principales lagunas [27, 20, 10]. Como resultado, la desigualdad CHSH se
consolidé como una herramienta operacional para excluir teorias de variables ocultas
locales mediante observaciones controladas y no solo como una consecuencia formal
del teorema de Bell.

Ademas de su relevancia fundacional, el desarrollo tedrico y experimental de la
desigualdad CHSH permiti6 establecer un marco preciso para identificar correlaciones
incompatibles con descripciones locales y para certificar propiedades de estados y
dispositivos a partir de los datos observados. Este avance amplié progresivamente
el estudio de la no localidad mas alla de los escenarios bipartitos formados por dos
observadores y una tunica fuente, abriendo paso a configuraciones con varios nodos
y fuentes independientes, en las cuales la estructura causal de la red impone nuevas
restricciones sobre las correlaciones posibles.

2.6. El intercambio de entrelazamiento entre sis-
temas independientes

El intercambio de entrelazamiento, denominado entanglement swapping en inglés,
es un esquema de preparacion condicionada de estados entrelazados. Una medicion
conjunta sobre dos subsistemas intermedios proyecta a los subsistemas extremos so-
bre uno de varios estados maximalmente entrelazados. El estado obtenido depende
del resultado de esta medicién y puede identificarse una vez que dicho resultado es
comunicado clasicamente a los nodos extremos. Estos subsistemas no han interac-
tuado entre si ni provienen de una fuente comin. El entrelazamiento entre ellos se
establece mediante la medicién conjunta, a partir del entrelazamiento distribuido
inicialmente por dos fuentes independientes. Este esquema fue propuesto por Zu-
kowski, Zeilinger, Horne y Ekert [7] y realizado experimentalmente por Pan et al.
[20]. Ademas, constituye un recurso fundamental para el estudio de redes cuanticas
con fuentes independientes, como el escenario bilocal y la red triangular [7, 27].
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Figura 2.2: Configuracién lineal de intercambio de entrelazamiento. La fuente Sap
distribuye los subsistemas s; y sy hacia los nodos A y B, respectivamente. La fuente
Spe distribuye los subsistemas s3 y s hacia los nodos B y C, respectivamente.
Los simbolos x, y v z representan las configuraciones de medicion seleccionadas en
cada nodo, mientras que a, b y ¢ corresponden a los resultados obtenidos. El nodo
central B recibe los subsistemas s, y s3, provenientes de fuentes diferentes. Fuente:
Elaboracién propia.

Consideramos una configuracion lineal de tres nodos A, B y C, junto con dos
fuentes independientes denotadas por Sap v Spc. Denotaremos por s, s9, S3, S4 10s
cuatro subsistemas cuanticos distribuidos por estas fuentes. La fuente Ssp prepara
los subsistemas s1 y ss, enviando el primero hacia A y el segundo hacia B. De manera
analoga, la fuente Spc prepara los subsistemas sz y s4, enviando el primero hacia B
y el segundo hacia C'. Por tanto, el nodo central B recibe los subsistemas ss y s3,
mientras que los nodos extremos A y C' reciben s; y sy, respectivamente. Cada fuente
prepara sus dos subsistemas en un estado singlete. Para simplificar la notacién, en
las expresiones matematicas se conservaran uinicamente los subindices numéricos. De
este modo, ‘¢f2> y ‘1#3_4> representan los estados singlete de los pares si, So v 83, S4,
respectivamente.

B) = 55 (00 11— [10102)) . ) = 75 (103) L) — [12)[02)) . (2:35)
V) = 7 V2

de modo que, al operar las fuentes independientemente, el estado global es

i) = [Un) ® [¥n) - (2.36)

El paso decisivo del protocolo es posible porque los subsistemas s y s3 llegan al nodo
B. Al disponer de ambos en un mismo lugar, este nodo puede realizar una medicion
conjunta en la base de Bell. Esta base esta formada por los estados
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B

93) = 75 (102} 105) £ 12} 15)). (2.37)
i) = 5 (102 12) & |12 [0g). (2.38)

El estado global puede expresarse en esta base como

i 1 + + - - + + - -
Wi, ) = 2(\¢23> [610) — 63 [é1a) — [w) [h) + [vms) \w14>). (2.39)

Aqui, ¢f4> y ‘wﬁ> son los estados de Bell de los subsistemas s; y s4. Esta descom-
posicion muestra que cada resultado r € {¢™, ¢, 9", 1~} obtenido en B proyecta,
con probabilidad 1/4, a los subsistemas s; y s4 sobre el estado puro maximalmente
entrelazado correspondiente

P§4 = |‘I’§4><\I/§4| . (2'4())

Los subsistemas s; y s4 quedan asi entrelazados, aunque nunca hayan interactuado
ni provengan de una fuente comin. Este entrelazamiento se establece mediante la
medicién conjunta realizada sobre los subsistemas intermedios sy y s3. El estado
especifico obtenido depende del resultado r y puede identificarse cuando este es
comunicado cldsicamente a los nodos extremos A y C'. Esta dependencia distingue
la preparacion condicionada de una preparacion determinista. Mientras el resultado
r sea desconocido, los observadores no pueden determinar cual de los cuatro estados
pi4 comparten. Cada uno de estos estados es puro y maximalmente entrelazado,
por lo que permite, en principio, violar una desigualdad de Bell entre A y C, aun
cuando estos nodos nunca hayan compartido una fuente comin. Este mecanismo
constituye una base operacional para el estudio de la no localidad en redes con
fuentes independientes.

2.6.1. Ignorancia del resultado y pérdida aparente de entre-
lazamiento

Es importante distinguir entre la ausencia fisica de intercambio de entrelazamiento
y su ausencia por desconocimiento. La primera situacién ocurre cuando la operacion
realizada en B no proyecta a los subsistemas extremos sobre un estado entrelazado.
En ese caso, el intercambio no tiene lugar. La segunda situacion es diferente. El
intercambio si ocurre, pero los observadores de A y C' todavia no conocen el estado
resultante.
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Cuando el nodo B realiza una mediciéon conjunta sobre los subsistemas sy y s3
en la base de Bell, obtiene uno de los cuatro resultados posibles, denotado por 7.
Este resultado proyecta a los subsistemas s; y s4 sobre el estado puro maximalmente
entrelazado correspondiente pj,. Por tanto, el intercambio ocurre en cada repeticion
del experimento, aunque el estado obtenido depende del resultado registrado en B. Si
este resultado no se comunica, los observadores de A y C' no pueden identificar cual
de los cuatro estados fue obtenido. La incertidumbre no recae sobre la ocurrencia
del intercambio, sino sobre el estado entrelazado que comparten los subsistemas
extremos.

En efecto, si se promedia sobre los cuatro resultados posibles sin condicionar
respecto de ellos y sin que B comunique el valor de r, la descripcién conjunta de los
subsistemas s; y s4 esta dada por

1 1, ®14
P =2 == (241)

T

Este es un estado producto de dos subsistemas maximalmente mixtos, sin entrela-
zamiento ni correlaciones estadisticas. El resultado no significa que el intercambio
haya fallado. Surge al promediar sobre el resultado r, que en cada repeticion esta
correlacionado con el estado obtenido por los subsistemas s; y s4. Al ignorar es-
ta informacion, la correlaciéon desaparece de la descripcion promedio, aunque cada
repeticion haya producido un estado puro entrelazado.

El estado promedio p¢4* coincide con el estado reducido de los subsistemas s; y s4
antes de la medicién en B. Como plb., = p1a ® pa4, al trazar sobre los subsistemas
S y s3 se obtiene

in in ]11 ]14 ou
Py = Tras <P1234) = Trz (p12) ® T3 (p3a) = 9 ® o P (2.42)

La igualdad p93* = pi% es una manifestacion del principio de mo-signaling [20].

Cuando no se condiciona respecto del resultado obtenido, ninguna operacién local
realizada en B puede alterar las estadisticas observables de los subsistemas distantes.
Por ello, el nodo B no puede transmitir informacién hacia A o C' sin comunicar
clasicamente su resultado. Si el estado promedio de los subsistemas s; y s4 cambiara
sin necesidad de comunicar r, este principio se violaria. El entrelazamiento no aparece
en el estado promedio, sino en la relacion entre el resultado r y el estado condicionado
correspondiente. Esta relacion se vuelve accesible y utilizable cuando r es comunicado
a los nodos extremos.

Una situacién distinta ocurre cuando B realiza mediciones locales e independientes
sobre los subsistemas sy y s3 en la base {|0),|1)}, en lugar de realizar una medicién
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conjunta en la base de Bell. En este caso, los subsistemas s; y s4 no quedan entre-
lazados en ninguna repeticion, incluso cuando se conoce el resultado obtenido. A lo
sumo, pueden generarse correlaciones clasicas entre ellos. Esta situacion corresponde
a una ausencia fisica del intercambio de entrelazamiento. Su ocurrencia depende de
la medicion realizada en B y no del resultado particular obtenido.

El esquema descrito, formado por dos fuentes independientes y un nodo central,
corresponde a la estructura de una red bilocal. La descripciéon clasica que incorpora
la independencia de estas fuentes se presenta en la seccién siguiente. Posteriormente,
la incorporacion de una tercera fuente que conecte los nodos extremos permitira
construir la red triangular.

2.7. Bilocalidad

El escenario de intercambio de entrelazamiento descrito en la seccién anterior
estd formado por dos fuentes independientes denotadas por Sap vy Sgc. La fuente
Sap distribuye los subsistemas s; y so hacia los nodos A y B, respectivamente.
Por su parte, Spc distribuye los subsistemas s3 y s4 hacia los nodos B y C. Esta
conectividad determina qué fuentes pueden influir sobre cada nodo y delimita la
informacion disponible al realizar las mediciones.

Una vez establecida la descripcion cuantica del protocolo, resulta natural pregun-
tarse si las correlaciones observadas pueden reproducirse mediante un modelo cldsico
que respete la misma estructura de la red, sin recurrir a una causa comin compartida
por los tres nodos. Para representar esta exigencia, se asocia una variable oculta dis-
tinta a cada fuente. La variable A p corresponde a S4p y puede influir inicamente
en los nodos A y B. De manera andloga, Agc corresponde a Sgc y puede influir
unicamente en los nodos B y C.

En lo que sigue, la letra ¢ denota las distribuciones de probabilidad de las varia-
bles ocultas generadas por las fuentes. La letra p se reserva para las probabilidades
de respuesta de los nodos y para la distribucién de los resultados observados. Asi,
q(AaB, ABc) representa la distribucion conjunta de las variables ocultas, mientras
que gap(Aag) ¥ gec(Age) describen individualmente las variables asociadas a cada
fuente. La independencia fisica entre las fuentes exige que la distribucion conjunta
se factorice como

q(AaB, Asc) = qaB(AaB) asc(ABo)- (2.43)

Ademas, se supone que las variables ocultas generadas por las fuentes son esta-
disticamente independientes de los ajustes de medicion elegidos en los nodos. Esta
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condicién se expresa como

q(Aag, Age | ©,y,2) = ¢(Aap, Asc) = qa(AaB) ¢sc(ABe). (2.44)

La ecuacién (2.43) representa la libertad de eleccion y establece que los ajustes
x, Y y z no proporcionan informacién sobre las variables ocultas. La ecuacién (2.44)
expresa la independencia entre las fuentes. En conjunto, ambas condiciones permiten
interpretar Aag y Agc como variables generadas independientemente antes de selec-
cionar los ajustes de medicion. Estas condiciones forman parte del modelo bilocal,
cuya descomposiciéon completa se introduce a continuacién [7].

Sean x, y y z los ajustes de medicién seleccionados en los nodos A, B y C,
respectivamente. Los simbolos a, b y ¢ representan los resultados correspondientes.
En el escenario presentado en la seccién anterior, el nodo B realiza una medicién
de Bell completa y fija. Por tanto, en ese caso no se introduce un ajuste y en B.
La definicion general de bilocalidad también permite que este nodo seleccione entre
distintas mediciones mediante el ajuste y. Una distribucién observable p(a,b,c |
x,y, 2) se denomina bilocal si admite la descomposicién [7]

pla,b,c|xy,z) = /d/\AB dApc qaB(AaB)aBc(ABe)
x pala |z, ap)pe(b |y, Aan, Apc)pc(c | z, Ape).

(2.45)

El simbolo p del lado izquierdo representa la distribucién de los resultados obser-
vados. Las funciones p4, pg y pc describen las probabilidades de respuesta de cada
nodo. Su dependencia esta determinada por las conexiones de la red. El nodo A reci-
be informacién tnicamente de Sag, por lo que su respuesta depende de x y As45. El
nodo C recibe informacién inicamente de Sp¢, por lo que su respuesta depende de
2 v Agc. En cambio, el nodo B recibe un subsistema de cada fuente y su respuesta
puede depender de y, Aap y Agc. Finalmente, el producto gap(Aap)gsc(Apc) re-
presenta las distribuciones independientes de las variables ocultas generadas por las
fuentes.

La independencia entre las fuentes distingue la bilocalidad de la localidad con-
vencional. En un modelo local usual, las correlaciones pueden atribuirse a una tnica
variable oculta A compartida por los tres nodos. Su distribucién se representa me-
diante g(\) y el modelo adopta la forma

pla,bc|x,y,2z) = /d)\ gN)pala | 2, Npp(b |y, Npc(c| z, N). (2.46)

Este modelo permite que las respuestas de los tres nodos estén coordinadas me-
diante una causa comun representada por A. El modelo bilocal excluye esta causa
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comun global y exige que las correlaciones se expliquen mediante las variables inde-
pendientes Aap y Agc asociadas a las dos fuentes. Toda distribucién bilocal es local
en el sentido convencional. En efecto, ambas variables pueden agruparse en una sola
variable A = (Aap, Apc) cuya distribuciéon satisface ¢(A) = gap(Aag)gsc(ABc). Sin
embargo, no toda distribucién local es bilocal. Existen distribuciones locales que solo
pueden reproducirse mediante variables correlacionadas entre las fuentes. Por ello,
el conjunto bilocal constituye un subconjunto estricto del conjunto local [7].

Esta restriccion tiene ademas una consecuencia estructural relevante. El conjunto
de correlaciones locales convencionales forma un politopo convexo, mientras que el
conjunto de correlaciones bilocales no es convexo [7]. En efecto, una combinacién
convexa de distribuciones bilocales no conserva necesariamente la factorizacion de
las distribuciones asociadas a las fuentes. Por tanto, la distribucion resultante puede
quedar fuera del conjunto bilocal. Como consecuencia, las desigualdades lineales no
permiten por si solas caracterizar este conjunto. La independencia entre las fuentes
conduce de manera natural a restricciones no lineales.

Branciard, Gisin y Pironio derivaron una desigualdad no lineal que toda distribu-
cién bilocal debe satisfacer cuando los tres nodos poseen ajustes y resultados binarios
dados por z,y, z,a,b,c € {0,1} [7, &]. Para una distribucién p(a, b, ¢ | z,y, z) se define
la correlacién tripartita

(A;B,C.) = > (=1)**""p(a,b,c | z,y, 2). (2.47)

a,b,c

A partir de estas correlaciones se construyen las combinaciones

x,2€{0,1} x,2€{0,1}

La cantidad I retine las cuatro combinaciones de ajustes de A y C evaluadas
para y = 0. De manera analoga, J reune las combinaciones evaluadas para y = 1 e
incorpora el factor (—1)***. Toda distribucién bilocal satisface la desigualdad

NITERVESS (2.49)

La dependencia mediante raices cuadradas convierte esta expresiéon en una des-
igualdad no lineal. Esta estructura refleja la independencia entre las fuentes y la
geometria no convexa del conjunto bilocal.

Esta desigualdad es ademas ajustada en el plano de valores (1, J). Todo par que
satisface /|| +/|J| < 1 puede obtenerse mediante una distribucién bilocal [%]. Por



93

tanto, la cota 1 no puede reducirse sin excluir distribuciones bilocales. Cualquier

valor de /|| + /| J| superior a 1 certifica que la distribucién observada no admite
un modelo bilocal.

Para ilustrar una violaciéon cudntica, consideremos dos fuentes que preparan esta-
dos singlete. Los observables de los nodos A y C' se eligen como

O, + 0, O, — Oy

. A= ==
V2 Yo

Ag = Cp = (2.50)

El nodo B selecciona entre dos observables separables sobre los subsistemas que
recibe
By=o0,® 0., By =0, ®o0,. (2.51)

Los valores propios de estos observables son £1 y se relacionan con los resultados
binarios mediante la codificacién (—1)%, (—1)® y (=1)¢. Para esta configuracién se

obtiene I = J = 3 En consecuencia,
I+ VT =vV2 > 1. (2.52)

Este resultado viola la desigualdad bilocal. Aunque el nodo B opera sobre los dos
subsistemas que recibe, cada observable B, es un producto tensorial de observables
locales y no implementa una mediciéon entrelazante. La construccién puede relacio-
narse con dos pruebas de tipo CHSH, una asociada a cada fuente, cuyos resultados
se combinan en B []. Por ello, este ejemplo ilustra la violacién de una desigualdad
bilocal no lineal, pero no implementa un protocolo de intercambio de entrelazamiento
basado en una medicién de Bell completa.

El modelo bilocal permite determinar si una distribuciéon observada admite una
explicacién clasica compatible con la independencia de las fuentes y con las conexio-
nes de la red. Si la distribucién posee una descomposicion bilocal, sus correlaciones
son compatibles con este modelo clasico. Si no admite dicha descomposicion y posee
una realizaciéon cuantica, presenta correlaciones cuanticas no bilocales.

2.8. Red triangular

El escenario de entanglement swapping constituye un primer paso en el estudio
de redes cuanticas con fuentes independientes. Su estructura lineal, formada por
dos fuentes y tres nodos, presenta un nodo central distinguido que recibe sistemas
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de ambas fuentes. Este escenario conduce de manera natural a explorar redes con
estructuras mas complejas, en las cuales las fuentes y los nodos se organizan formando
ciclos.

La extension ciclica més sencilla se obtiene al incorporar una tercera fuente in-
dependiente que conecta los nodos extremos de la red lineal. Se obtiene asi la red
triangular, llamada cominmente C3, considerada por Fritz [27], en la que cada par
de nodos estd conectado por una fuente que distribuye un estado bipartito. Esta
disposicion elimina la presencia de un nodo central distinguido y da lugar a una
estructura causal diferente de la asociada al entanglement swapping.

El interés de esta red no reside inicamente en su geometria, sino también en las
restricciones que la independencia de las tres fuentes impone sobre las correlaciones
observadas. El teorema de Fritz establece que existen correlaciones cuanticas en
C3 que no admiten una descripcion clasica compatible con la estructura de la red
[25]. Este resultado fundamenta el estudio de la no-localidad triangular y motiva la
exploracion de los fenémenos que surgen de esta disposicion de fuentes, estados y
nodos de medicién. En particular, interesa determinar como los estados distribuidos y
las mediciones realizadas condicionan las correlaciones obtenidas, asi como identificar
las circunstancias en las que estas correlaciones no pueden reproducirse mediante un
modelo cléasico triangular.

2.8.1. Estructura de la red triangular

La red triangular esté constituida por tres nodos A, B y C', cada uno de los cuales
corresponde a un lugar donde se realiza una mediciéon. Entre cada par de nodos se
ubica una fuente independiente: S,p conecta los nodos A y B, Spc conecta By
C, mientras que Sac conecta A y C. De esta manera, las tres fuentes forman una
estructura ciclica, como se representa en la siguiente figura.
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Figura 2.3: Estructura ciclica de la red triangular. Tres fuentes independientes, Sp,
Sgc vy Sac, distribuyen sistemas bipartitos entre los nodos A, B 'y C, de modo que
cada nodo recibe un sistema de cada una de las dos fuentes a las que esta conectado
y realiza sobre ellos una tnica medicién conjunta. Fuente: Elaboracién propia.

Cada fuente distribuye un estado bipartito, enviando uno de sus sistemas a cada
uno de los nodos que conecta. En particular, el nodo A recibe un sistema de Syp y
otro de Sy¢, el nodo B recibe sistemas de Sap v Spc, mientras que el nodo C' recibe
sistemas de Sac v Sge. Por consiguiente, cada nodo dispone de dos sistemas prove-
nientes de fuentes diferentes, sobre los cuales realiza una tnica medicién conjunta y
fija, registrando los resultados a, b y ¢, respectivamente.

A diferencia del escenario de Bell convencional, los dispositivos de medicién no
reciben inputs externos para ajustar las mediciones de los detectores: la mediciéon rea-
lizada en cada nodo queda determinada tinicamente por los dos sistemas que recibe.
Ninguna fuente se encuentra conectada simultaneamente con los tres nodos, de modo
que la estructura de la red restringe de antemano qué recursos pueden intervenir en la
generacion de cada resultado. A partir de esta estructura, en la subseccién siguiente
se estableceran las descripciones clasica y cuantica de las correlaciones producidas
en la red.

2.8.2. Correlaciones clasicas y cuanticas en la red triangular

Los resultados registrados por los tres nodos se describen mediante la distribucion
conjunta p(a, b, ¢). El cardcter clasico o cuantico de esta correlacién no esté determi-
nado Unicamente por su forma, sino por los recursos empleados para generarla y por
las restricciones que la red triangular impone sobre el acceso de cada nodo a dichos
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recursos.

Este arreglo de fuentes y nodos define la estructura causal de la red triangular,
es decir, la especificacion de qué fuentes influyen causalmente sobre el resultado de
cada nodo, junto con la ausencia de toda causa comin entre las fuentes mismas.
En consecuencia, cada nodo tiene acceso tnicamente a la informacion proveniente
de las dos fuentes que lo conectan, mientras que las tres fuentes actiian de manera
independiente entre si. Una correlaciéon es clasica en la red triangular si puede repro-
ducirse mediante tres variables ocultas Aap, Apc ¥ Aac, generadas por las fuentes
correspondientes. Debido a la independencia de las fuentes, su distribuciéon conjunta
debe satisfacer

q(AaB; Apcs Aac) = qap(Aap)aBc(ABc)qac(Aac). (2.53)

Cada nodo produce su resultado utilizando tnicamente las variables ocultas pro-
porcionadas por las dos fuentes adyacentes, sin acceso a la variable de la fuente con
la que no esta conectado. Por tanto, una correlacién clasica compatible con la red
triangular admite la descomposicion

pla,b, c) = /d)\AB dApc dMac qas(AaB)qsc(ABe)qac(Aac)
X pala | Aag, Aac)ps(b | Aag, Ac)pc(c | Aac, Ase)-

(2.54)

Las distribuciones condicionales p4, pg v pc representan las respuestas locales de
los nodos. Cada una depende exactamente de las dos variables asociadas a las fuentes
adyacentes a ese nodo, y no de la tercera. Esta expresion incorpora simultdneamente
la independencia de las fuentes y la restriccion estructural de la red.

En una descripcion cuantica, las fuentes independientes distribuyen estados bipar-
titos pag, pec v pac. La independencia entre ellas se representa mediante el estado
global

pa = pAB @ PBc @ pac- (2.55)

En los vértices del arreglo triangular se realiza una tinica mediciéon conjunta, dada
por los POVM {M2},, {MP}, y {ME}., de modo que la correlacién resultante estd
dada por la regla de Born,

pla,b,c) = Tr[(Mf ® MP ® Mf) (paB @ ppc ® pAC)] . (2.56)

La independencia de las fuentes se refiere inicamente a la ausencia de correlaciones
entre ellas, y no impide que cada estado bipartito distribuido esté entrelazado.
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Si se denotan por Ca y 94 los conjuntos de correlaciones clasicas y cudnticas, res-
pectivamente, toda correlacion clasica puede reproducirse mediante una realizacion
cuantica apropiada. En consecuencia,

Ca C Q. (2.57)

Sin embargo, que una correlacion posea una realizaciéon cuantica no significa nece-
sariamente que carezca de una descripcion clasica. Una correlacién cudntica presenta
no-localidad triangular cuando no admite ninguna descomposicién clasica compati-
ble con la independencia de las fuentes, es decir, cuando pertenece a Qa pero no a

Ch.

2.8.3. La distribucion de Fritz

La existencia de distribuciones que pertenecen a Q, pero no a Ca, fue demostrada
por primera vez por Fritz [20], quien abord6 este problema dentro de un marco
mas amplio denominado escenarios de correlacion, desarrollado a partir de una idea
propuesta previamente por Branciard, Rosset, Gisin y Pironio [%]. En estos escenarios
no se introducen configuraciones de medicién como variables de entrada externas, de
modo que cada observador realiza una tinica medicion fija. La independencia entre las
fuentes sustituye entonces a la hipotesis de independencia entre las configuraciones
de medicion y la fuente compartida por los observadores, mientras se mantiene la
estructura causal local exigida por el modelo clasico.

Desde esta perspectiva, Fritz mostré que todo escenario de Bell puede incorpo-
rarse en un escenario de correlaciéon asociado, de manera que una violaciéon de Bell
puede traducirse en una distribucion no clasica cuando se exige que las fuentes sean
independientes. Entre los escenarios de correlacién que no proceden directamente de
un escenario de Bell bipartito, la red triangular ocupa un lugar destacado tanto por
su simetria como por constituir el escenario mas pequeno en el que pueden existir
correlaciones no clasicas. Esto llevo a Fritz a investigar si esta red podia admitir co-
rrelaciones cuanticas incompatibles con cualquier descripcion clasica que respetara
su estructura causal.

Para responder esta pregunta, Fritz partié de la descripcion clasica establecida
en la subseccién anterior, segtin la cual toda distribucién p(a, b, c¢) admite una des-
composicion en las variables ocultas mutuamente independientes Aap, Agc v Aac-
Luego consideré distribuciones en las que ciertas funciones de los resultados de dos
nodos estan perfectamente correlacionadas. Esta correlaciéon no constituye una nue-
va hipétesis de clasicidad, sino una propiedad particular de la distribuciéon analizada
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que permite deducir la independencia estadistica entre una de esas funciones y una
variable oculta a la que el otro nodo no tiene acceso.

Considérese que una funcién f(a) del resultado de A coincide con certeza con
una funcion g(c) del resultado de C. Como el resultado de C' depende tinicamente
de Aac y Apc, ambas independientes de A4p, la funcién g(c) es estadisticamente
independiente de A 4p. La correlacion perfecta obliga entonces a que lo mismo ocurra
con f(a), de modo que

p(fla)=g(c) =1 = fla) L Aap.

Este resultado corresponde al Corolario 2.15 de Fritz [25]. Cuando f(a) representa el
valor que determina la medicion realizada en A, esta independencia cumple el papel
de la independencia de medicién requerida en un test de Bell convencional.

En la realizacion considerada, la fuente AB distribuye un estado maximalmente
entrelazado de dos qubits. La fuente AC' genera los bits uniformes y perfectamente
correlacionados x y 2/, registrados por A y C, mientras que la fuente BC' genera los
bits y e ¢/, registrados por B y C. Estas correlaciones pueden obtenerse mediante es-
tados maximalmente entrelazados o estados separables clasicamente correlacionados
medidos en la base computacional. El nodo A utiliza x para determinar la medicién
aplicada sobre el qubit procedente de la fuente AB, mientras que B utiliza y con el
mismo proposito. Las mediciones generan la distribucion

_1)a+B+ay
pensu(a, flz,y) = E [1 + (1)\/51 .

4
Para esta distribucion, la expresion CHSH alcanza el valor 6ptimo Scusy = 2V/2.
Finalmente, los nodos anuncian los resultados a = (z,«), b= (y, ) y ¢ = (2/,¢/). En
conjunto, el procedimiento realizado en cada nodo corresponde a una tnica medicién
fija con cuatro resultados posibles.

En cualquier modelo clasico compatible con la red triangular, el resultado ¢ =
(', ') depende unicamente de Aac y Apc, por lo que es independiente de A 45. Como
las correlaciones perfectas implican que (x,y) = (2/,4') con certeza, el par (z,y)
también debe ser independiente de A4p5. La distribuciéon resultante puede escribirse
como

/ / ]'
pF((I7 O(), <y7 6)7 (LU Y )) - E(;:B,:E’(Sy,y’ pCHSH(aa 5|I, ?J)

El factor 1/4 proviene de la distribucién uniforme e independiente de x e y, mien-
tras que las deltas de Kronecker representan sus correlaciones perfectas con los bits
registrados en C. Esta distribucion es conocida como la distribucién de Fritz [27,
Teorema 2.16].
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Supongase que la distribucion de Fritz admite una descomposicion clasica compa-
tible con la red triangular. Al condicionar respecto de = e y e integrar las variables
auxiliares Ayc y Apc, la independencia entre (z,y) y Aap permite obtener

peusu(a, Blz,y) = /d)\AB qap(Aag) palalz, Aap) pe(Bly, Aap).

Las funciones p4 vy pp representan las respuestas locales efectivas obtenidas después
de integrar las variables auxiliares. Toda distribucion que admite esta descomposicion
satisface la cota local Scusy < 2, lo que contradice el valor Scusy = 2v/2 alcanzado
por la distribucién considerada. Por consiguiente, la distribuciéon de Fritz no admite
una descripcion clasica triangular. Como la construccién anterior proporciona una
realizacion cuantica explicita, se concluye que

pr € Qa \ Ca.

Esto demuestra la existencia de no localidad en la red triangular.

2.8.4. Algunas estrategias de optimizacién para el estudio
de la red triangular

Determinar si una distribucién es compatible con la red triangular constituye un
problema matematico complejo. En los escenarios de Bell con un ntimero finito de
entradas y resultados, el conjunto de correlaciones locales forma un politopo convexo,
lo que permite estudiarlo mediante desigualdades de Bell y técnicas de programacion
lineal [V]. En la red triangular, la independencia de las tres fuentes impide introdu-
cir una variable aleatoria comun que coordine mezclas entre diferentes realizaciones.
Por esta razén, una combinacién convexa de dos modelos triangulares no necesa-
riamente conserva la independencia de las fuentes. En consecuencia, los conjuntos
Ca y Qa mo son, en general, convexos [, 25, 15]. Esta diferencia impide trasladar
directamente las herramientas utilizadas en los escenarios de Bell convencionales y
ha motivado el desarrollo de diversas estrategias numéricas y analiticas para estudiar
la compatibilidad causal y la no localidad en la red triangular.

Uno de los enfoques numéricos desarrollados para estudiar la red triangular recu-
rre a redes neuronales que actiian como ordculos computacionales'. Esta estrategia
fue desarrollada en el trabajo de Krivachy et al. [32], en el que cada funcién de res-
puesta depende tunicamente de las variables asociadas a las dos fuentes conectadas
con el nodo correspondiente. El procedimiento comienza fijando una distribucién ob-
jetivo py(a, b, ¢), que contiene las probabilidades cuya compatibilidad con un modelo

'En este contexto, un ordculo es una herramienta numérica que intenta determinar si una dis-
tribuciéon puede reproducirse mediante un modelo causal dado. No corresponde a un procedimiento
de decision exacto.
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clasico triangular se desea determinar. Por su parte, las redes neuronales producen
una distribucion py(a, b, ¢) al combinar las funciones de respuesta de los tres nodos y
promediarlas sobre muestras de las variables ocultas independientes. El entrenamien-
to modifica los pesos de las redes para que las probabilidades de p); se aproximen
a las correspondientes probabilidades de p;. Como la arquitectura neuronal respeta
la conectividad y la independencia de las fuentes, toda distribucion p,; obtenida
mediante este procedimiento pertenece a Ca. Si pjs coincidiera exactamente con py,
se habria construido un modelo clasico triangular para la distribucion objetivo. En
la practica, un error pequeno solo muestra que el método encontré una distribucién
clasica cercana a p; dentro de la precision numérica alcanzada. Por el contrario, si el
error permanece por encima del valor de tolerancia adoptado, inicamente puede con-
cluirse que ese proceso de entrenamiento no logré reproducir la distribucion objetivo.
Esto no demuestra que p; sea no local, pues el resultado también puede deberse a las
limitaciones de las redes o a que la optimizacién no alcanzo la mejor soluciéon posible.
La certificacion rigurosa de no localidad requiere entonces un criterio adicional que
permita descartar todos los modelos clasicos compatibles con la red triangular.

Otra aplicacién de las redes neuronales al estudio de la red triangular fue desa-
rrollada en la investigacién de Baumer et al. [1()]. Los autores analizaron distribu-
ciones invariantes al intercambiar los observadores o al cambiar simultaneamente las
etiquetas de sus resultados. El estudio se centr6 en pgym(a, b, c), que retne las pro-
babilidades obtenidas al distribuir tres estados singlete y aplicar una Elegant Joint
Measurement en cada nodo?. Mediante la combinacién de modelos analiticos y bis-
quedas neuronales, los autores no encontraron una realizacién clasica de pgjyyv. Este
resultado reforzé la conjetura de su no localidad, pero no demostr6 que pgyjm ¢ Ca,
pues los procedimientos empleados no exploran exhaustivamente todos los modelos
clasicos posibles. Ademas, cada distribucién objetivo requiere entrenamientos inde-
pendientes y repeticiones desde distintas condiciones iniciales. Por ello, estudiar una

region amplia exige numerosas optimizaciones y evaluaciones, lo que limita la esca-
labilidad del método.

Otro enfoque para estudiar la red triangular utiliza vectores entrépicos®. En lu-
gar de analizar por separado todas las probabilidades de p(a,b,c), estos métodos
resumen la distribuciéon mediante cantidades que miden la incertidumbre de los re-
sultados individuales y conjuntos. En un modelo clasico triangular, la independencia
de las fuentes y la dependencia local de cada resultado imponen determinadas re-
laciones entre estas entropias. Si una distribucién con realizacién cuantica conocida

2La EJM es una medicién conjunta de dos qubits con cuatro resultados que proyecta sobre una
base de estados parcialmente entrelazados con simetria tetraédrica.

3Para tres variables observables, un vector entrépico retine las cantidades H(A), H(B), H(C),
H(A,B),H(A,C),H(B,C)y H(A, B, (). Esta representacién se utiliza en teoria de la informacién
y en inferencia causal para expresar restricciones de independencia y compatibilidad causal mediante
relaciones entre entropias.
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violara una desigualdad entropica valida para toda distribucién de Ca, la violacién
descartaria cualquier modelo clasico triangular. Como la distribuciéon posee ademés
una realizacién cudntica, podria concluirse que pertenece a Qa \Ca. Por el contrario,
satisfacer las desigualdades analizadas solo significa que este criterio no logré descar-
tar su compatibilidad clasica. Esto no proporciona una descomposicion en variables
ocultas ni demuestra que la distribucién pertenezca a Ca, pues distintas distribu-
ciones pueden producir el mismo vector entrépico. Chaves et al. [| 2] demostraron
que las relaciones basadas en la entropia de Shannon no distinguen las correlaciones
clasicas de las cuanticas en la red triangular. Posteriormente, Weilenmann y Colbeck
[19] v Vilasini y Colbeck [!%] buscaron restricciones mas fuertes mediante desigual-
dades no shannonianas y entropias de Tsallis*, aunque no obtuvieron una separacién
entre ambos conjuntos. Junto con esta limitacién, su implementacion exige combinar
y eliminar un nimero de relaciones y cantidades no observables que aumenta rapi-
damente con la complejidad del problema, por lo que estos métodos resultan dificiles
de aplicar.

Desde una metodologia diferente, Fraser y Wolfe [2] desarrollaron una forma
mas directa de buscar certificaciones de no localidad en la red triangular. Para ello,
aplicaron la técnica de inflacion a su estructura causal y utilizaron la distribucién
de Fritz [25] como punto de partida. A grandes rasgos, esta técnica construye una
red ampliada que contiene varias copias de las fuentes y de los nodos observables,
organizadas de modo que conserven las relaciones de dependencia e independencia
de la red original. Si una distribucion admite un modelo clasico triangular, debe
ser posible asignar una distribuciéon conjunta a estas copias que reproduzca de forma
consistente las probabilidades observadas. En el caso de la distribucion de Fritz, estas
condiciones no pueden satisfacerse simultaneamente. Esta incompatibilidad permitio
derivar desigualdades polinémicas validas para toda distribucion clasica triangular,
entre las cuales se encuentra la desigualdad Wagon-Wheel.

Una ventaja central de Wagon-Wheel es que esta formulada tnicamente en tér-
minos de las probabilidades observables de la red. Para una realizaciéon cuantica
determinada, estas probabilidades se obtienen directamente a partir de los estados
y los operadores de medicion mediante la regla de Born y luego se sustituyen en el
funcional. Por tanto, su evaluacién no requiere reconstruir el conjunto Ca ni cons-
truir un modelo clasico explicito. Como la desigualdad posee una cota clasica fija,
cualquier violacién proporciona una certificacion rigurosa de no localidad y permite
utilizar el funcional como objetivo para explorar diferentes estados y mediciones.

4Las entropias de Tsallis forman una familia de medidas de incertidumbre parametrizada por
un niimero real ¢. Para ¢ > 0y ¢ # 1, se definen mediante So(X) = (1 — >, p(x)?)/(g—1) y en
el limite ¢ — 1 recuperan la entropia de Shannon. Al variar ¢ cambia la sensibilidad de la entropia
frente a las distintas probabilidades de la distribucién, lo que permite buscar restricciones que no
aparecen al considerar iinicamente la entropia de Shannon.



Capitulo 3

Optimizacion variacional de la
desigualdad Wagon-Wheel en la
red triangular

Certificar que una distribuciéon no admite una descripcién clasica compatible con
la red triangular puede abordarse mediante estrategias diferentes. La construccion
propuesta por Fritz [20], presentada en el Capitulo 2, proporciona un ejemplo de
ello. En este caso, la incompatibilidad de la distribuciéon se demuestra aprovechando
ciertas correlaciones perfectas que permiten reducir el problema a un escenario bi-
partito de Bell. Sin embargo, este argumento depende de propiedades especificas de
dicha distribuciéon y no proporciona un criterio directo para estudiar otras realiza-
ciones. Fraser y Wolfe [23] abordaron este problema proponiendo la desigualdad de
Wagon-Wheel, la cual permite evaluar la compatibilidad causal de una distribucion
de probabilidades en la red triangular mediante su comparaciéon con una cota clasica.
La violaciéon de esta cota certifica que la distribucion evaluada es incompatible con
el modelo clasico triangular.

En este capitulo se explicara como la desigualdad Wagon-Wheel puede aplicarse
en conjunto con CSPSA, un método estocastico de optimizacién formulado para
variables complejas. Esta combinaciéon permitira explorar el espacio de mediciones
de la red triangular con el propédsito de encontrar configuraciones que produzcan las
mayores violaciones de la cota clasica para los estados considerados.
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3.1. El funcional Wagon-Wheel

Antes de explicar el origen y la forma del funcional Wagon-Wheel, conviene preci-
sar la configuracion general de la red triangular. Los tres nodos corresponden a sitios
de medicién en los que se encuentran los detectores A, By C'. Las fuentes X, Y y Z
conectan por pares estos nodos. Cada fuente distribuye un estado cuantico bipartito
de dos qubits y envia uno de ellos a cada detector conectado. En consecuencia, cada
detector recibe dos qubits, uno procedente de cada una de las fuentes a las que esté
conectado, como se muestra en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Estructura ciclica de la red triangular. Tres fuentes independientes, X,
Y y Z, distribuyen sistemas bipartitos entre los nodos A, By C, de modo que cada
nodo recibe un sistema de cada una de las dos fuentes a las que esta conectado y
realiza sobre ellos una tnica medicién conjunta. Fuente: Elaboracion propia.

Sobre los dos qubits que recibe, cada detector realiza una tinica medicién conjunta
y fija. En este trabajo, dicha medicion se define a partir de una base ortonormal del
espacio de Hilbert conjunto de ambos qubits. Como este espacio tiene dimensién
2 x 2 =4, la base contiene cuatro vectores y la medicion presenta cuatro resultados
posibles. Para el detector A, estos resultados se denotan por Ay, A;, Ay v Az. De
manera analoga, los detectores B y C' presentan cuatro resultados cada uno.

Cada uno de los cuatro resultados de A admite una representacion mediante dos
bits. Los resultados Ag, A1, Ay y A3z corresponden, respectivamente, a las combina-
ciones (4;, A,) = (0,0),(0,1),(1,0),(1,1). Sus probabilidades se escriben como
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El subindice A;A, indica que la probabilidad esta definida sobre este par de bits.
Los digitos del argumento se leen en el mismo orden que los subindices. El primero
corresponde a A; y el segundo corresponde a A,. Estas probabilidades satisfacen la
condicién de normalizacion

PAlAT(OO) + PA;AT(Ol) + PAIAT(lo) + PAlAr(ll) =1.
La misma representacion se utiliza para los resultados de los detectores B 'y C.

Para abreviar la notacién se introducen las contracciones

A = AA,, B, = B|B,, Ci = GG,

En estas expresiones, la yuxtaposicién representa la concatenacion ordenada de
los dos bits y no su multiplicacién. Por ejemplo, A;. = 10 indica que 4; =1y A, = 0.

La misma logica se extiende a las probabilidades conjuntas entre distintos detec-
tores. Por ejemplo, Py, p,(10) denota la probabilidad de obtener simultdneamente
A, = 1y B, = 0. En las expresiones que contienen mas bits, la cadena se lee
agrupando los digitos de acuerdo con el orden de las variables en el subindice. En
Py, B, ¢, (001001), los dos primeros bits establecen A; = 00 y corresponden al re-
sultado Ay. El par siguiente establece Bj. = 10 y corresponde a Bs. El tltimo par
establece C},. = 01 y corresponde a C;. Por lo tanto, esta expresion representa la pro-
babilidad conjunta de obtener Ay, By y C; en los detectores A, B 'y C', respectivamen-
te. De forma equivalente, corresponde a Papc(a, b, ¢) evaluada en (a,b,c¢) = (0,2,1).

La distribucién conjunta completa P4pc(a, b, ¢) especifica la probabilidad asociada
a cada combinacion de resultados de los tres detectores. Una distribuciéon marginal se
obtiene al sumar esta distribucién sobre las variables de resultado que no se desean
conservar. Por ejemplo, Pa,p (10) representa la probabilidad conjunta de obtener
A; =1y B; = 0. De acuerdo con la codificaciéon binaria adoptada, esta marginal
puede escribirse como

3 1 3

PAlBl(lo) == ZZZPABC(a’b’ C).

a=2b=0c=0



65

Para ilustrar como se deduce una restriccion clasica en este escenario, es necesario
analizar el caso particular que motivé el funcional Wagon-Wheel. La distribucion
de Fritz [27], presentada en el Capitulo 2, constituy6 el punto de partida utilizado
por Fraser y Wolfe. En esta construccién, la fuente Y distribuye entre A y B un
estado entrelazado de dos qubits. Las fuentes X y Z proporcionan dos bits aleato-
rios independientes compartidos, respectivamente, por los pares de detectores A, C
y B,C. Estos bits determinan las mediciones que A y B realizan sobre el estado
recibido desde Y, las cuales producen la maxima violacion cuantica de CHSH. Los
bits procedentes de X y Z se registran como A; y B;, mientras que los resultados de
las mediciones sobre Y se registran como A, y B,. El detector C reporta los dos pri-
meros bits como C},.. De este modo se establecen las correlaciones perfectas C; = A;
y C. = By.

Como consecuencia de estas correlaciones, solo 16 de las 64 combinaciones posibles
de (a,b,c) presentan probabilidad distinta de cero. Ocho de ellas poseen el valor
(2 ++/2)/32 y las ocho restantes poseen el valor (2 —/2)/32. La distribucién puede
escribirse como

P¢(00,00,00) = P(01,01,00) = Pp(00,10,01) = Pp(01,11,01)
= Pp(10,00,10) = Pg(11,01,10) = Pp(10,11,11) = Pp(11,10,11)
1

:§(2+\/§),

Pr(00,01,00) = Pr(01,00,00) = Pr(00,11,01) = Pp(01,10,01)
= P¢(10,01,10) = Pp(11,00,10) = Py(10,10,11) = Pa(11,11,11)

i(2—@).

T 32

Todas las combinaciones que no aparecen en estas expresiones tienen probabilidad
igual a cero.

Fraser y Wolfe [27] utilizaron estos valores como entrada de un problema de mar-
ginales construido mediante la técnica de inflaciéon. Para ello consideraron una am-
pliacion de la red formada por dos copias de A, dos copias de B y cuatro copias
de C. Esta ampliacién, representada en la Figura 3.2 del trabajo citado, recibe el
nombre de inflacion Wagon-Wheel debido a la forma de su representacion grafica. Si
Pr admitiera un modelo clasico triangular, deberia existir una distribucién conjunta
sobre las variables observadas de la red inflada cuyas marginales reprodujeran las
distribuciones exigidas por la estructura original.
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Figura 3.2: Estructura de la inflacién Wagon-Wheel utilizada para derivar la des-
igualdad homénima. La red ampliada contiene dos copias de A, dos copias de B y
cuatro copias de C', conectadas mediante copias de las fuentes independientes X, Y
y Z. Fuente: Imagen elaborada por el autor y basada en la Figura 8(b) del articulo
de Fraser y Wolfe [23].

En la red ampliada, las condiciones de positividad, normalizacion y consistencia
entre las marginales son lineales. Esto permite formular un problema convexo de
factibilidad que impone condiciones necesarias para la compatibilidad con el modelo
clasico triangular. Al incorporar las marginales determinadas por la distribucién de
Fritz, Fraser y Wolfe comprobaron que ninguna distribucién conjunta podia satisfacer
simultaneamente todas las restricciones. El certificado de inviabilidad obtenido puede
reescribirse mediante las factorizaciones derivadas de la independencia de las fuentes
y la eliminacion de los indices asociados a las copias. De este procedimiento se obtiene
una desigualdad polinémica definida inicamente sobre las probabilidades observables
de la red original, correspondiente a la desigualdad de Wagon-Wheel presentada a
continuacion.
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Con la notacién establecida, el funcional asociado a este certificado se escribe
como

Iy—w = — Pa,p,(10) + Py4,p,c, (1010)
— P4,5,(01)Pg, (10) — P, (00) Pe,, (11)
— P, (OI)PAZTBZTCZT(IOOIIO) — Pe,, (OI)PAZTBZTC“(IIOOIO)
+ Fe,, (OO)PA”BchLT(lOllll) + Fe, (OO)PAZTBZTCZTullOll)
+ Pclr(lo)PAererl (001001) + P, (1O)PAererlr (011101)
+ P, (11) Pa,, ,.¢,,(000000) + o, (11) Pa,, 5,,.¢;, ( )

(3.1)

T

T T

Los cuatro primeros términos de [y, _,, contienen probabilidades marginales o pro-
ductos de ellas. Los ocho términos restantes corresponden a productos entre una pro-
babilidad marginal de Cj, y un valor de la distribucién conjunta completa Py, p,.c,, -
En consecuencia, Iy, no es un funcional lineal de las probabilidades, sino una ex-
presion polinémica de grado dos.

Toda distribuciéon P4pc compatible con el modelo clasico triangular, formado por
tres fuentes mutuamente independientes, debe satisfacer la cota clasica

Iy w <0. (3.2)

En lo que sigue, la condicién expresada en la (3.2) se denominara desigualdad de
Wagon-Wheel.

Si para una distribucion se obtiene I,_,, > 0, queda certificada su incompatibi-
lidad con el modelo clasico triangular. Por el contrario, el cumplimiento de la cota
Iy < 0 no basta para concluir que la distribuciéon admite una descripcion clésica.

Al evaluar la distribucién de Fritz en el funcional se obtiene

[ — 116 (V2 1) ~ 0,02589.

Este valor es positivo y certifica la incompatibilidad de Pr con el modelo clasico
triangular. Fraser y Wolfe también exploraron numéricamente diferentes elecciones
de estados y mediciones mediante varios métodos de optimizacién, pero no encon-
traron una realizacién cudntica que produjera una violaciéon mayor. Por esta razén,
Iy =~ 0,02589 debe interpretarse como el mayor valor obtenido durante su bis-
queda numérica. Este resultado no constituye una cota superior para todas las rea-
lizaciones cuanticas de la red, ya que los autores no demostraron que ninguna otra
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configuracion pudiera superarlo. La distribucién de Fritz representa, por tanto, la
mejor realizaciéon encontrada y una candidata a alcanzar el maximo cuantico global.

La dificultad de explorar el espacio de mediciones y la ausencia de una demos-
tracion del maximo cuantico motivan el estudio de una estrategia de optimizacion
alternativa. A continuacién se presenta CSPSA y posteriormente se desarrolla su
aplicacion a la maximizacion de Iy,_.

3.1.1. CSPSA como método de optimizacion estocastica

CSPSA (Complex Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation) [17] es
un algoritmo de optimizacion estocastica disenado para maximizar o minimizar una
funcién real que depende de un vector de variables complejas, en situaciones donde
no se dispone de una expresion analitica cerrada para su gradiente. Es la extension,
al dominio complejo, del algoritmo SPSA (Simultaneous Perturbation Stochastic Ap-
proximation), originalmente formulado por Spall [ 1] para variables reales.

La dificultad que motiva este tipo de métodos aparece al estimar el gradiente de
una funcién objetivo f respecto de un vector de parametros z € C¢. Cada componen-
te compleja contiene una parte real y una parte imaginaria que deben perturbarse
por separado. Una estimacion mediante diferencias finitas centrales requiere cuatro
evaluaciones de f por cada componente compleja, por lo que el nimero total de
evaluaciones crece linealmente con d. CSPSA evita este costo al perturbar simul-
taneamente todas las componentes de z en una direcciéon aleatoria y construir una
estimacion del gradiente completo a partir de solo dos evaluaciones de la funcién
objetivo.

Formalmente, sea f : C¢ — R la funcién a optimizar. Como f es real y z € C¢,
f no es, en general, una funcién holomorfa de z; por esta razén, CSPSA recurre al
calculo de Wirtinger, que trata a f como una funciéon de dos argumentos formalmen-
te independientes, z y su conjugado z*, escrita f(z,z*), y que permite definir una
derivada parcial bien definida 0f/0z* incluso cuando f no es holomorfa. Es precisa-
mente este gradiente de Wirtinger el que CSPSA estima y utiliza para actualizar los
parametros.

Sea z;, € C? la estimacién del pardmetro 6ptimo en la iteracién k. En cada itera-
cién, se genera aleatoriamente un vector A;, € C?, cuyas d componentes se obtienen
de forma independiente mediante un sorteo con distribucién uniforme discreta sobre
el conjunto {1,i, —1,—i}, y se perturba z; en ambos sentidos a lo largo de Ay:

+ _
2 = 2+ Ay, 2y = 2k — Ay,
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donde ¢, > 0 es un coeficiente de perturbaciéon que decrece con el ntimero de ite-
racion k. A partir de las dos evaluaciones de la funcién objetivo en estos puntos,
posiblemente afectadas por ruido de estimacion, f(z, 2 *) +era v f(z0,207) + €,
se construye, componente a componente, el estimador del gradiente de Wirtinger

af/0z",

g . = f(zgazg*)+€k,+ _f(zk_vzk_*) _Ek,—
i 2c, A% ’

donde Aj ; es el conjugado complejo de la componente Ay ; y € 4 y € representan
posibles errores en las evaluaciones de la funcién objetivo. Aunque g, se construye a
partir de una tnica direcciéon aleatoria, su valor esperado se aproxima al gradiente de
Wirtinger 0f/0z* cuando ¢, tiende a cero. En este sentido, el estimador es asintéti-
camente insesgado. La convergencia de la secuencia z; requiere ademas condiciones
de regularidad sobre la funcién objetivo, las perturbaciones aleatorias, las secuencias
de ganancia y el ruido de evaluacién. Bajo estas condiciones, CSPSA puede converger
en media hacia un punto estacionario asociado a un éptimo local [13, 17].

Con g ya calculado, el pardmetro se actualiza siguiendo la direccién de dicho
gradiente,

Zk41 = 2k + ag Gk,

donde aj > 0 es el coeficiente de paso del gradiente en la iteracién k (el signo se
invierte si el objetivo es minimizar en vez de maximizar f). Las secuencias ay y ¢ se
conocen, en la literatura de aproximacion estocastica, como secuencias de ganancia,
y toman la forma
a b
a/k? 1 4 AN N
(k+14A)s (k+1)r

con a,b, A, s,r constantes positivas fijadas de antemano. Para que la convergencia
asintotica mencionada arriba esté garantizada, estas secuencias deben decrecer a una
tasa particular, ni demasiado rapida ni demasiado lenta: los exponentes s,r deben
satisfacer las condiciones de Robbins-Monro [1%], que exigen que >, ax = 0o (para
que el algoritmo pueda seguir avanzando indefinidamente) junto con Y, a? < oo
v Yplap/ci)? < oo (para que el ruido acumulado no impida la convergencia). Los
valores s = 0,602 y » = 0,101, usados en este trabajo, son los recomendados por
Spall [12] por satisfacer estas condiciones manteniendo, en la practica, una velocidad
de convergencia adecuada.

Una de las principales ventajas de CSPSA es que la estimacién del gradiente re-
quiere tinicamente dos evaluaciones de la funcién objetivo por iteracion, independien-
temente del nimero de parametros d. Por tanto, el niimero de evaluaciones necesarias
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para construir esta estimacion no aumenta con la dimension del espacio de parame-
tros. El costo de cada evaluacién y de las operaciones realizadas sobre el vector z
todavia puede depender de d. Esta reduccion en el niimero de evaluaciones hace que
CSPSA resulte especialmente conveniente cuando la funciéon objetivo es costosa de
calcular.

3.1.2. Aplicacion a la maximizacién de [,_,

La funcién objetivo utilizada por CSPSA es el funcional Wagon-Wheel, definido
como f(z) = Iy_w(z). Durante cada ejecucién se mantiene fijo el estado conjunto
Prot distribuido por las tres fuentes. El vector z retine los pardametros complejos de las
mediciones conjuntas realizadas por los detectores A, B y C. La optimizacién busca
entonces la configuracion de mediciones que produzca el mayor valor del funcional
para el estado considerado. Este problema se expresa como

Zopt = Arg Max Iy (2).
z

En esta primera etapa, cada evaluacion de I, (z) se realiza directamente me-
diante la regla de Born, sin recurrir a una estimacién basada en un ntimero finito de
mediciones. Para un valor dado de z, las mediciones de los tres detectores quedan de-
terminadas por las unitarias Ua(z4), Up(zp) v Uc(2¢). La transformacion conjunta
aplicada antes de medir en la base computacional factoriza segin

U(Z) = UA(ZA) ® UB(ZB) & Uc(ZC).

Si por denota el estado conjunto de los seis qubits distribuidos por las fuentes, la
probabilidad de obtener los resultados a, b y ¢ estd dada por

Papc(a,b,clz) = Tr [(Ja){(al @ [b) (b @ [e){c]) U (2)prarU (2)T] -

Cada ket de esta expresion representa un vector de la base computacional de los dos
qubits recibidos por el detector correspondiente. Esta formulacion es valida tanto
para estados puros como para estados mixtos.

Las probabilidades obtenidas mediante la regla de Born se sustituyen directamente
en la expresion de [I,_y. Las distribuciones marginales se calculan sumando sobre
los resultados que no se desean conservar. Por ejemplo,

3 1 3
Pup,(10|12) = > >3 Papce(a, b, clz).
a=2b=0 c=0
Los valores a € {2,3} corresponden a A; = 1, mientras que los valores b € {0,1}
corresponden a B; = 0. El resultado de C puede tomar cualquiera de sus cuatro
valores posibles.
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Los términos cuadraticos se obtienen multiplicando las probabilidades correspon-
dientes. Por ejemplo, uno de los términos del funcional es

PCZT(OO‘Z)PALTBLTC’ZT(101111|z) = PCLT(OO|Z)PABC(27 3, 3"2)'

La cadena 101111 establece A;. = 10, By, = 11 y C}, = 11. La marginal Py, (00|z)
se obtiene sumando Papc(a,b,0|z) sobre todos los valores de a y b. Al repetir este
procedimiento para los doce términos y combinarlos con sus signos correspondientes
se obtiene el valor exacto de I, (z). En esta etapa no existe ruido de muestreo, por
lo que €, 4 = ¢, = 0.

Como I,_(2) no es, en general, una funciéon céncava de sus parametros, CSPSA
puede converger hacia un maximo local. Para explorar diferentes regiones del espacio
de mediciones, el algoritmo se ejecuta N, veces a partir de inicializaciones aleato-
rias e independientes. Al finalizar las ejecuciones se conserva la configuracion que
alcanza el mayor valor de I,_,,. Cada inicializacién contiene tres matrices complejas
de dimensién 4 x 4, denotadas por Z4, Zpo y Zcyp. Las partes reales e imagina-
rias de sus entradas se generan de forma independiente mediante una distribucién
normal estandar. Como estas matrices no son necesariamente unitarias, cada una se
proyecta al conjunto de matrices unitarias antes de utilizarla como medicion inicial.

La actualizacién aditiva de CSPSA puede hacer que las matrices asociadas a 21
dejen de ser unitarias. Para obtener mediciones vélidas, cada matriz se proyecta
nuevamente al conjunto de matrices unitarias mediante una descomposicién polar.
Si Zﬁ,kﬂ representa la matriz obtenida después de la actualizacion para el detector
x € {A, B,C}, la matriz proyectada se define como

- - - ~1/2
Zm,k—i—l - Za:,k—i—l (Zl,k+1Zm,k+1) .

La matriz resultante es unitaria y corresponde a la matriz unitaria mas cercana a
Zz,kﬂ en norma de Frobenius. La misma proyeccion se aplica a las matrices obtenidas
en los puntos perturbados z; y z; antes de evaluar la regla de Born. De este modo,
todas las evaluaciones de I, _,, se realizan utilizando mediciones fisicamente validas.

El criterio de detencién empleado es, a su vez, simplemente ejecutar un nimero
fijo K de iteraciones por cada una de las NV, corridas, en lugar de un criterio de
convergencia adaptativo!.

Reuniendo todos estos elementos, el procedimiento completo aplicado a la maxi-
mizacién de Iy_w(2) queda como se muestra en el Algoritmo 1.

!Por ejemplo, detener el algoritmo cuando el cambio entre iteraciones sucesivas cae bajo cierto
umbral.
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Algoritmo 1 CSPSA aplicado a la maximizacion de I,_(z) con evaluacién exacta

1: procedure CSPSA Iyw(ptots Nrep, K, {ak, cx})
2 for j =1to N, do
3 for x € {A,B,C} do
4 Generar una matriz compleja aleatoria Zx,O
5: Ly Zx,() (Zl,ozno)_l/?
6 end for
7 Establecer 2o < {Z4.0, ZB0, Zco}
8 for k=0to K —1do
9: Sortear Ay, con componentes uniformes sobre {1,7,—1, —i}
10: Calcular z; < 2zp + cxAp y 2 < 26 — g
11: for x € {A,B,C} do
12: 2t « 25, (2525) "
13: end for
14: Establecer zy < {Z5 1, Zg 4. Zix}
15: Calcular Pagc(a, b, c|z) v Papcla, b, clz;)
16: Evaluar I, _(z) e Iy_w(2;,)
A Iw—W(z/—:) — Lyv-w(z;)
17: Jr < QCkAZ
18: Calcular Zxq < 2z + aggr
19: for x € {A,B,C} do
- . . —1/2

20: Z:E,k+1 — Zx,k—l—l (Z;r;7k+1Zm,k+1)
21: end for
22: Establecer 211 < {Zak+1, ZBj+1, Zokt1}
23: end for
24: Guardar 2 « zx v 00 « I, (z)
25: end for
26: Jhest — arg max v

j
27: Zhest < nge“)
28: return zpe, vUvest)

29: end procedure
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3.1.3. Protocolo de Classical Shadows

Sea p un estado cuantico fijo de un sistema de n qubits. Se supondra que este
estado es desconocido o que su reconstruccion completa resulta costosa. El protocolo
de Classical Shadows, propuesto por Huang, Kueng y Preskill [} 1], permite estimar el
valor de expectacién Tr(Op) de un observable O de interés a partir de mediciones re-
petidas sobre copias independientes de p, sin necesidad de reconstruir explicitamente
su matriz densidad.

Una posibilidad consiste en reconstruir el estado completo mediante tomografia
cuantica y calcular posteriormente las probabilidades requeridas. Sin embargo, la
cantidad de configuraciones y repeticiones necesarias para esta reconstruccion crece
exponencialmente con el nimero de qubits, aun cuando solo se desea estimar un
conjunto particular de propiedades. Esta dificultad motiva la btisqueda de un proce-
dimiento més viable. El método Classical Shadows [ 1] utiliza mediciones aleatorias
para construir una representacion clasica del estado, a partir de la cual pueden esti-
marse diferentes valores de expectaciéon sin realizar una tomografia completa. Sobre
esta base, se propone estimar I,_,, mediante Classical Shadows e incorporar esta esti-
macion al proceso de optimizacion realizado con CSPSA. Las subsecciones siguientes
presentan el protocolo y desarrollan su aplicacion a la estimacion del funcional.

3.2. Estimacion mediante Classical Shadows

Sea p un estado cuantico fijo de un sistema de n qubits. Se supondra que este
estado es desconocido o que su reconstruccion completa resulta costosa. El protocolo
de Classical Shadows, propuesto por Huang, Kueng y Preskill [}1], permite estimar
el valor de expectacién Tr(Op) de un observable O a partir de mediciones repetidas
sobre copias independientes de p, sin necesidad de reconstruir explicitamente su
matriz densidad.

La primera etapa del protocolo corresponde a un procedimiento de medicién alea-
toria. En cada ejecucion se selecciona al azar una unitaria %2 perteneciente al en-
semble U. Este ensemble reine las unitarias disponibles para el procedimiento de
medicién. La seleccion se realiza de forma independiente respecto de las ejecuciones
anteriores y siempre sigue la misma distribucion de probabilidad establecida previa-
mente. Por tanto, la unitaria seleccionada puede cambiar entre ejecuciones, aunque
la probabilidad asignada a cada unitaria se mantiene invariable.

2La notacién % identifica la unitaria aleatoria utilizada para construir la representacion clésica
del estado y la distingue de U(z), que representa las mediciones ajustadas mediante CSPSA.
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Una vez seleccionada, %/ transforma el estado segtin p — % pZ'. A continuacion,
el estado transformado se mide en la base computacional. Como resultado se obtiene
una cadena aleatoria de bits b € {0,1}", en la que cada componente registra el
resultado correspondiente a uno de los qubits. Para una unitaria % determinada, la
probabilidad de obtener una cadena particular b estd dada por

Prlb=b|%| = (p|%p2'|b).

Esta expresiéon muestra que la unitaria seleccionada y el resultado observado de-
terminan el proyector % |b)(b|% en la representacion del estado original. La infor-
maciéon proporcionada por una sola ejecucion no es suficiente para reconstruir p.
Sin embargo, el promedio de estos proyectores sobre las unitarias y los resultados
posibles define el canal de medicion

M(p) =B, ;|2 |b) (bl

Este valor esperado considera tanto la seleccion aleatoria de % como la distri-
bucion de resultados determinada por la regla de Born. La aplicaciéon M recibe el
nombre de canal de medicion porque asigna al estado p el operador promedio produ-
cido por el procedimiento de medicion aleatoria. Las mediciones generadas por U son
tomograficamente completas cuando permiten distinguir cualquier par de estados y
reconstruir de forma tnica el estado desconocido. Cuando se cumple esta condicion,
el canal M es invertible como aplicacién lineal en el espacio de operadores.

La inversa del canal permite transformar el proyector determinado por una eje-
cucion en un estimador del estado original. El operador aleatorio obtenido de esta
forma se denomina snapshot y se define como

p=M" )7

Cada snapshot queda determinado por la unitaria seleccionada y la cadena de
bits observada en una sola ejecucién. Por tanto, diferentes ejecuciones producen en
general distintos snapshots. Su interpretacién como estimador es estadistica y no
implica que p represente un estado fisico. En particular, la aplicacién M ™! no tiene
por qué ser completamente positiva y puede generar un operador con autovalores ne-
gativos. Esto no representa un inconveniente, ya que el snapshot se obtiene mediante
posprocesamiento clasico y se utiliza tinicamente para estimar propiedades de p.

Por construccion, el valor esperado del snapshot reproduce el estado original

Elp] = M~ [M(p)] = p.
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Para cualquier observable O se puede definir entonces
o="Tr(Op), E[o] = Tr(Op).

Aunque 6 es un estimador insesgado, una sola ejecucién puede presentar fluctuaciones
considerables y no proporciona una estimacion precisa.

Al repetir el procedimiento N veces sobre copias independientes de p se obtiene
la coleccién

Sn(p) ={p1,--.,pn}-

Esta coleccion constituye la Classical Shadow de p y N corresponde a su tamaiio.
En lo que sigue, N se denominard presupuesto de shadows®. Como cada ejecucién
utiliza una copia independiente de p y genera un snapshot, este presupuesto coincide
con el nimero de copias medidas y de snapshots obtenidos. El valor de expectacion
de O se estima mediante el promedio

1 N

La independencia entre los snapshots permite reducir las fluctuaciones estadisticas
al aumentar el presupuesto V.

La propuesta original también considera la mediana de promedios, denominada
median of means, para reducir la influencia de valores atipicos. Para ello, los N
snapshots se dividen en B bloques de tamano similar. En cada bloque se calcula el
promedio de Tr(Op;) y la estimacién final se obtiene tomando la mediana de los B
resultados. Este procedimiento proporciona un control mas robusto de la probabili-
dad de error. A diferencia del promedio simple, la mediana de promedios no tiene
por qué conservar exactamente el caracter insesgado.

Una vez construida la Classical Shadow Sy(p), el mismo conjunto de datos puede
utilizarse para estimar los valores de expectaciéon de multiples observables, incluso
cuando estos se seleccionan después de realizar las mediciones. Esto no significa que
todos puedan estimarse con la misma precision. La cantidad de mediciones necesaria
depende del ensemble U, de los observables considerados y de la precision requerida.

Esta dependencia puede describirse mediante la shadow norm, que cuantifica la
dificultad de estimar un observable para el esquema de medicién escogido. Para

3El término presupuesto corresponde a la traduccién literal del inglés budget. En este contexto
no representa un costo monetario, sino la cantidad total de recursos experimentales destinados a
construir la Classical Shadow.
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estimar simultaneamente los valores de expectacion de M observables Oy, ..., Oy
con un error aditivo menor que € y una probabilidad de fallo acotada por 9, un
numero suficiente de shots satisface una relacion del orden

Vo (S i o).
€

1< <M shadow

Esta expresion muestra que el nimero de shots depende de la shadow norm y del in-
verso del cuadrado de la precision requerida. Su dependencia respecto del nimero de
observables es logaritmica. Por esta razon, Classical Shadows resulta especialmente
eficiente cuando los observables poseen una shadow norm acotada para el esquema
de medicion utilizado. La eleccién concreta de las unitarias aleatorias se estudia en
la subseccion siguiente.

3.2.1. Classical Shadows con Pauli local

El ensemble de unitarias U empleado para nuestro proposito es el llamado ensem-
ble de Pauli local, en el que la unitaria aplicada al sistema completo de n qubits
factoriza como un producto de unitarias de un solo qubit,

U=U1@U:®:--- @ Uy,

con cada U; elegida de forma independiente y uniforme del grupo de Clifford de un
solo qubit. Este grupo esta formado por las unitarias para las cuales la transforma-
cién UJT PU; lleva cada operador de Pauli P a otro operador de Pauli, posiblemente

con un cambio de signo. Por ejemplo, U ]T ZU; siempre corresponde a uno de los ope-
radores £ X, +£Y o +Z. El grupo contiene 24 elementos si se consideran equivalentes
las unitarias que difieren tinicamente en una fase global. Esta propiedad explica su
utilidad en el procedimiento de medicién. Aplicar U; y medir después en la base
computacional equivale a medir el estado original en una de las bases propias de X,
Y o Z. La seleccion uniforme de las unitarias hace que las tres bases se elijan con
la misma probabilidad. El posible cambio de signo solo intercambia la asignacion de
los resultados 0 y 1. Cada base contiene dos estados propios, de modo que las tres
bases retnen seis estados distintos.

Para el ensemble de unitarias U = ®;L:1 Uj, con cada U; seleccionada de forma
independiente y uniforme del grupo de Clifford de un qubit, el canal de medicién
factoriza segin Mp = ®j_; M. La inversa del canal local aplicada al proyector
asociado al resultado del qubit j esta dada por

M (US1b) (b |U;) = 3UT b)) (sl U; — 1.
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donde [ representa la identidad en el espacio de un qubit.

El snapshot del estado completo se obtiene, entonces, mediante el producto ten-
sorial de estas contribuciones locales,

ﬁ:é(w*yb (bslU; — 1)

J=1

Cada factor individual posee autovalores 2 y —1, por lo que no representa un
estado fisico valido. El snapshot resultante también presenta autovalores negativos.
Sin embargo, la construccién sigue satisfaciendo E[p] = p, tal como se establecié para
el protocolo general.

Esta eleccién de ensemble resulta especialmente conveniente cuando el observable
O actuia de forma no trivial sobre un maximo de k£ qubits. Para las mediciones locales
de Pauli, la varianza del estimador puede acotarse mediante la shadow norm de O,
que satisface

100 Zhaaow < 4° 1015

shadow
donde ||O||« es la norma de operador. El subindice oo indica que, para el observable
hermitico O, esta norma corresponde al mayor valor absoluto de sus autovalores.
Esta cota es valida para cualquier observable con soporte en un maximo de k£ qubits.

Para una precision y una confianza dadas, esta relaciéon permite acotar el nimero
suficiente de shots en funcién de k y de la norma del observable. Aqui, n representa el
numero total de qubits del sistema, mientras que k < n cuenta Unicamente aquellos
sobre los que el observable actia de forma no trivial. Por tanto, aumentar n no
exige aumentar ese presupuesto si k£ y la norma del observable permanecen fijos.
Sin embargo, el factor 4F crece exponencialmente con k, de modo que la ventaja es
especialmente relevante para observables que involucran pocos qubits.

3.2.2. Estimacién de [,,_, mediante Classical Shadows

Una vez establecido el protocolo de Classical Shadows con mediciones locales de
Pauli, queda por precisar cémo se conecta con I_,,. Este funcional estd escrito en
términos de probabilidades, mientras que Classical Shadows permite estimar valores
de expectacion de observables. El vinculo es directo para las mediciones proyectivas
consideradas, ya que la probabilidad de cada resultado corresponde al valor de ex-
pectacion de su proyector asociado. Consideremos como ejemplo Pe, (00|z), donde z
retne los parametros de las mediciones que se ajustan mediante CSPSA. Esta pro-
babilidad corresponde al resultado Cj,. = 00 de la mediciéon definida por la unitaria
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Uc(z¢) seguida de una medicién en la base computacional. Por la regla de Born,
Py, (00]2) = (00|Uc(2¢)pc U (2¢)|00),

donde p¢ es el estado reducido de los dos qubits que recibe el detector C' antes de
aplicar la unitaria.

El resultado C, = 00 estd asociado al proyector IS, (z¢) = Uk (2¢)]00)(00|Uc(z¢),
que acttia sobre los dos qubits del detector C'. Este proyector permite expresar la pro-
babilidad anterior como un valor de expectaciéon sobre el estado original. Utilizando
la propiedad ciclica de la traza se obtiene

Pg,,(00]2) = Tr [Tl (2c)pc]

La probabilidad anterior puede estimarse a partir de los N snapshots que compo-
nen la Classical Shadow del estado completo. Para ello, se obtiene de cada snapshot
su reduccion a los dos qubits del detector C, denotada por pc, y se calcula el pro-
medio

. 1 X
P6, (00]2) = 5 > T (116, (2¢) e

=1

La unitaria Us(z¢) interviene tnicamente a través del proyector utilizado durante
este calculo. Por tanto, las probabilidades asociadas a distintas elecciones de medicién
pueden estimarse mediante el posprocesamiento de los mismos datos.

Para las marginales que conservan solo algunos bits se suman los proyectores de
los resultados compatibles. Por ejemplo, A; = 1 comprende los resultados A;. = 10
y Ay = 11, mientras que B; = 0 comprende B, = 00 y B;,. = 01. Por tanto,

P (10]2) = Tr [([Th(z4) + T (2)] © [To(2) + 15 (28)] © Ic) pret]

donde pyoy €s el estado conjunto de los seis qubits e I es la identidad sobre los dos
qubits del detector C. Esta marginal se estima promediando el valor de expectacion
del observable indicado sobre los snapshots disponibles.

El procedimiento se extiende a las probabilidades conjuntas de los tres detectores.
Por ejemplo, Py, p,.¢, (101111|z) corresponde a obtener A;. = 10, B, = 11y C, =
11. Su estimador se construye mediante

N

A 1 N
Py 5,0, (101111]2) = = 7T | (T (24) © 11, (25) © ) (2¢)) 24] -
i=1
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Las contribuciones de los tres detectores se combinan dentro de cada snapshot antes
de promediar, conservando asi la informacién sobre sus correlaciones. El observa-
ble conjunto actiia sobre seis qubits, aunque se escriba como un producto de tres
proyectores de dos qubits.

El soporte del observable depende del tipo de probabilidad que se desea estimar.
El proyector asociado a un resultado de un solo detector actia sobre dos qubits,
mientras que una marginal conjunta de dos detectores puede actuar sobre cuatro.
Las probabilidades conjuntas completas requieren observables con soporte sobre los
seis qubits de la red. Por esta razoém, el costo de estimar I,_,, mediante Classical
Shadows esté controlado principalmente por los observables de seis qubits.

El funcional I_,, contiene dos términos lineales y diez productos de probabili-
dades. Para estimar estos tultimos es necesario considerar que multiplicar dos esti-
madores obtenidos de los mismos datos puede introducir un sesgo, aun cuando cada
estimador sea insesgado por separado. Una forma de evitarlo consiste en dividir los
N snapshots independientes en dos grupos disjuntos de tamanos aproximadamente
iguales y estimar cada factor con un grupo diferente.

Por ejemplo, el término P, (00|2)Pa,, 5,.c, (101111|2) se estima mediante
T(z) = PL(002) P 5 o (101111]2)
< Cir z Aererl'r < )

donde los superindices identifican el grupo utilizado y cada promedio se normaliza por
el tamafio de ese grupo. Para un valor de z fijado independientemente de los datos,
ambos factores son estimadores independientes y el valor esperado de su producto
coincide con el producto de las probabilidades. La misma particién puede utilizarse
para todos los productos del funcional.

Al sustituir los doce términos por sus estimadores correspondientes se obtiene
Iw—w(2). Bajo el modelo ideal de medicién, con snapshots independientes y para un
valor fijo de z, este estimador satisface

Toew(2) = Iy_w(2) + en(2), Elen(2)] = 0, Var[en(2)] = O(N 7).

Asi, aumentar el nimero de shots permite reducir las fluctuaciones de la estimacién.

El procedimiento completo se resume en el Algoritmo 2. Antes de iniciar CSPSA
se adquieren los N snapshots y se dividen en dos grupos independientes, S; y So,
de tamanos aproximadamente iguales. Esta particién permanece fija durante la bus-
queda. El algoritmo recibe ambos grupos y los parametros z de las mediciones que
se desean evaluar. Las quince probabilidades distintas que aparecen en el funcional
se denotan por p;(z) y sus observables asociados por O;(z).
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Algoritmo 2 Estimaciéon de I,_(z) mediante Classical Shadows

1. procedure ESTIMAR [y (z,S1,S2)

2 Establecer Ny = |S1|, No = [Sa] y N = Ny + N,

3 for cada una de las quince probabilidades p;(z) do

4: Construir el observable O;(z) correspondiente

5: for g € {1,2} do

6 Calcular ﬁgg)(z) = N%] > ses, Tr[0;(2)f]

7 end for o ®

8 Calcular p;(z) = Al (Z);\F,szj )

9 end for

10: for cada uno de los doce términos de I,_,, do

11: if el término es lineal then

12: Utilizar la estimacién p;(z) correspondiente

13: else

14: Estimar el producto p;(z)p,(z) mediante ﬁgl)(z)ﬁ,(f)(z)
15: end if

16: end for

17: Sumar los doce términos estimados con sus signos correspondientes
18: return I, _(z)

19: end procedure

Durante la optimizacion, Lo reemplaza al funcional exacto en las evaluaciones
de z y 2, utilizadas por CSPSA. Si los mismos datos se reutilizan durante todas
las iteraciones, los parametros seleccionados dependen de las fluctuaciones de esa
Classical Shadow. Por ello, el insesgamiento establecido para parametros fijos no
garantiza que los errores de evaluaciéon mantengan media cero durante la busqueda
ni permite trasladar automaticamente las garantias de convergencia de CSPSA al
funcional exacto.

La estimacién mediante Classical Shadows permite seleccionar las mediciones que
seran sometidas a una verificacion final. En una implementacién experimental, esta
etapa consiste en fijar las mediciones obtenidas por CSPSA y realizar Ny repeticiones
independientes de los datos utilizados durante la busqueda. Las probabilidades se
estiman directamente mediante las frecuencias observadas y se evaliia nuevamente
I, _+. Una violaciéon estadisticamente significativa certifica la incompatibilidad con el
modelo clasico triangular, bajo los supuestos causales de la red. La evaluacién exacta
mediante la regla de Born utilizada en las simulaciones constituye una referencia ideal
de esta etapa.



Capitulo 4

Resultados numéricos de la
maximizacioén de la desigualdad

Wagon-Wheel

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos al aplicar el protocolo des-
crito en el Capitulo 3 a la busqueda de violaciones de la desigualdad Wagon-Wheel en
la red triangular. En una primera etapa, el funcional I,_,, se evaliia de manera exac-
ta a partir de las probabilidades Papc(a, b, ¢). Esta evaluacién permite comprobar el
funcionamiento del método y estudiar su comportamiento tanto en configuraciones
con una fuente separable como en aquellas donde las tres fuentes distribuyen estados
pertenecientes a una misma familia.

Posteriormente, el funcional se estima mediante Classical Shadows. Esta segunda
etapa permite analizar el desempeno del protocolo cuando las probabilidades no
se conocen de manera exacta y deben inferirse a partir de un nimero finito de
mediciones. La comparacién entre ambos procedimientos permite evaluar el efecto
de las fluctuaciones estadisticas sobre la optimizacién y sobre la certificacién de la
violacion.

4.1. Aplicacién del protocolo al problema de op-
timizacion

Consideremos la red triangular estandar, compuesta por tres fuentes independien-

tes que distribuyen sistemas bipartitos de dos qubits entre Alicia, Bob y Charlie, de

modo que cada parte recibe un qubit de cada una de las dos fuentes vecinas. El esta-
do conjunto de los seis qubits se representa mediante una matriz densidad p definida

81
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sobre Ha @ Hp ® He, con dimHp = 4 para P € {A, B,C'}. Cada parte aplica sobre
sus dos qubits una transformacién unitaria Up € U(4), seguida de una medicién en
la base computacional. Este procedimiento define la medicién proyectiva conjunta
de cuatro resultados descrita en el Capitulo 3.

Con esta notacion, el maximo de I,_,, sobre las mediciones consideradas, para un
estado p dado, se define como

L% (p) =

= ] Iv_w(p;Ua, Ug, Us). 4.1
o Do U, Up, Uc) (4.1)

Este problema se aborda numéricamente mediante el protocolo CSPSA presentado
en el Capitulo 3, que actualiza de forma autoguiada las matrices Uy, Ug v Ug en
cada iteracion, sin fijar previamente una distribucion objetivo hacia la cual converger.
Debido a la naturaleza estocastica del algoritmo y a la dependencia de sus resultados
respecto de las condiciones iniciales, cada optimizacion se realiza N, veces utilizando
inicializaciones independientes, y cada repeticiéon comprende K iteraciones. A partir
de las trayectorias obtenidas se reportan la media, la mediana y los cuartiles Q1 y
(3 en cada iteracién, asi como los maximos alcanzados a lo largo de las trayectorias
cuando corresponde. Salvo que se indique lo contrario, todas las simulaciones de este
capitulo emplean N,., = 100 repeticiones independientes y K = 1000 iteraciones de
CSPSA por repeticion.

4.2. Evaluacién exacta del funcional wagon-wheel

Se consideran tres escenarios para los estados distribuidos por las fuentes, estados
maximalmente entrelazados, estados con descomposicion de Schmidt y estados de
Werner.

4.2.1. Configuraciones con una fuente separable

En todas las simulaciones presentadas en esta subseccion se consideran K = 1000
iteraciones y Ny, = 100 repeticiones independientes para cada configuraciéon de
estados. Como valor de referencia se utiliza

V2 -1
16

Fritz
waw -

~ 0,02589, (4.2)

correspondiente al maximo valor del funcional Wagon-Wheel alcanzado por la dis-
tribuciéon de Fritz.



83

Dos fuentes maximalmente entrelazadas

En esta simulacién, dos de las tres fuentes de la red triangular, X e Y, distribuyen
estados de Bell maximalmente entrelazados dados por

B B 1
W) x = [¥7)y = E(\OD — [10)), (4.3)

mientras que la tercera fuente, Z, distribuye el estado separable |00),. Por tanto, el
estado global de los seis qubits que llegan a los tres detectores queda dado por

(W) = [97)x @ [¢7)y ©]00) ;. (4.4)

Durante la optimizacién, los estados distribuidos por las fuentes permanecen fijos y
CSPSA modifica inicamente las transformaciones unitarias Uy, Ug v Ue que definen
las mediciones conjuntas realizadas en los tres detectores. En cada una de las Nyep
repeticiones independientes, el algoritmo busca una configuraciéon de mediciones que
maximice [,_,. Esta simulaciéon permite examinar si la presencia de dos fuentes
maximalmente entrelazadas es suficiente para obtener una violacion de la desigualdad
Wagon-Wheel cuando la tercera fuente permanece separable.

La Figura 4.1 muestra que, para esta configuracion, tanto la mediana como la
media evolucionan desde valores negativos y se aproximan progresivamente a la cota
clasica Iy,_y = 0, sin superarla durante las K iteraciones simuladas. El recuadro
interior permite observar que ambas cantidades permanecen en valores negativos del
orden de 10~* durante el tramo final de la optimizacién y, por tanto, alejadas de
It Este comportamiento muestra que el protocolo no produce una violacién en
la tendencia central de las N, trayectorias. Sin embargo, la media y la mediana no
permiten descartar que alguna repeticion individual haya superado la cota clasica en
una iteracion intermedia, por lo que resulta necesario examinar el maximo alcanzado
a lo largo de cada trayectoria.

La Figura 4.2 presenta la distribucion acumulada de los méximos alcanzados a
lo largo de cada una de las N, trayectorias. De esta forma, el andlisis permite
determinar si alguna repeticion supero6 la cota clasica en cualquier momento de la
optimizacién, aunque posteriormente haya regresado a valores negativos. Los resulta-
dos muestran que el maximo de cada trayectoria permanece por debajo de Iy,_, = 0.
Incluso la realizacion que més se aproxima a la cota alcanza un valor negativo cuya
distancia respecto de cero es del orden de 107°. Por consiguiente, ninguna de las
N,ep K evaluaciones exactas del funcional efectuadas en esta simulacién produce una
violacion de la desigualdad Wagon-Wheel. Esta ausencia de violacién dentro del pre-
supuesto numérico considerado no permite concluir que la distribuciéon subyacente
admita una descripcién clasica.
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Convergencia de Iy _y
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Figura 4.1: Evolucién de I,_, en funcién de K, considerando dos fuentes maximal-
mente entrelazadas y una fuente separable. La curva roja representa la mediana y
la curva azul la media de las N, trayectorias independientes. Se muestran ademas
el rango intercuartil, la cota clésica I, = 0 e IF E] recuadro interior amplia el
intervalo K € [700, 1000], en el que la mediana y la media permanecen por debajo

de la cota clasica. Fuente: Elaboracion propia.

Dos fuentes con estados en descomposicion de Schmidt

Para extender el escenario anterior, se mantiene fija la fuente Z en el estado
separable |00),, mientras que las fuentes X e Y distribuyen el mismo estado puro
bipartito escrito en su descomposiciéon de Schmidt,

[W(a))y = [¥(a))y =Va|00) +VI-a|ll),  a€[0,1/2]. (4.5)
El estado global de los seis qubits que llegan a los tres detectores queda dado por

V(@) = (@) x @ [¢(a))y @]00), . (4.6)

El intervalo « € [0, 1/2] permite recorrer todos los grados de entrelazamiento de
esta familia sin pérdida de generalidad, puesto que los estados asociados a oy 1 — «
son equivalentes mediante transformaciones unitarias locales. Para o = 0, las fuentes
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Distribucién acumulada del maximo por realizacion
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Figura 4.2: Funcion de distribucién acumulada empirica de los maximos de I,_,
obtenidos para dos fuentes maximalmente entrelazadas y una fuente separable. Cada
valor corresponde al maximo alcanzado durante las K iteraciones de una de las
N,ep repeticiones independientes. El punto situado mas a la derecha representa el
mayor valor registrado entre las N, K evaluaciones exactas del funcional. Fuente:
Elaboracién propia.

X e Y distribuyen estados producto y el estado global es completamente separable.
Para 0 < a < 1/2, ambas fuentes distribuyen estados parcialmente entrelazados,
mientras que a = 1/2 corresponde al estado maximalmente entrelazado |p1) =
(]00)+|11))/+/2, localmente equivalente al estado singlete considerado anteriormente.
La optimizacion permite asi estudiar como cambia el valor alcanzado por [,_, al

aumentar el entrelazamiento de las fuentes X e Y, manteniendo separable la fuente
Z.

La Figura 4.3 muestra que, para todos los valores de a considerados, la mediana
de I,_ evoluciona desde valores negativos y se aproxima a la cota clasica I, _ =0
sin superarla durante las K iteraciones. Este comportamiento extiende el resultado
anterior a distintos grados de entrelazamiento de las fuentes X e Y. Incluso para a =
1/2, correspondiente al caso maximalmente entrelazado, el protocolo no encuentra
una violacion mediana mientras la fuente Z permanece separable. Por tanto, dentro
de la familia estudiada, aumentar el entrelazamiento de estas dos fuentes no basta
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Mediana de convergencia de Iy, _y,
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Figura 4.3: Mediana de [,,_,, en funciéon de K, considerando que las fuentes X
e Y distribuyen estados con el mismo coeficiente de Schmidt o y que la fuen-
te Z permanece fija en el estado separable |00),. Cada curva se obtiene a par-
tir de Vo, repeticiones independientes y corresponde a uno de los valores o €
{0,00, 0,10, 0,20, 0,30, 0,40, 0,50}. Se indican la cota cldsica I,_,, = 0 e I'" Fuen-
te: Elaboracién propia.

para certificar la no localidad de la red mediante la desigualdad Wagon-Wheel.

Dos fuentes con estados de Werner

Para estudiar el efecto del ruido cuando una de las fuentes permanece separable,
se considera que las fuentes X e Y distribuyen estados de Werner con un parametro

comun A\,
I

pw(N) = A7) (071 + (1= )L,

donde [¢~) = (]01) — |10))/v/2. La tercera fuente se mantiene fija en el estado
maximalmente mixto y separable pse, = I;/4. Por tanto, los estados distribuidos por

0< A<, (4.7)
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las tres fuentes satisfacen

Iy
px(N) =py(N) = pwA), Pz = psep = (4.8)
y el estado global de los seis qubits queda dado por
_ X y z
P(A) = pw(N) ® pw(A) ® piep- (4.9)
Mediana de convergencia de I,
0.00
—0.05 A
—0.10 A
z
€
—0.15 A
—0.20 A
—0.25 A
.30 & e— =
(I) 2(I)0 4(I)0 G(I)O S(I)O lOIOO
K

—_ A =0,00 A= 0,30 A=060 =—— \=0,90

—_ A =0,10 A = 0,40 A=0,70 =—— A=1,00

— A=0,20 A =0,50 A=080  ---- Valor éptimo (Fritz)

Figura 4.4: Mediana de I,,_,, en funcién de K, obtenida a partir de N, repeticiones
independientes, para dos fuentes con estados de Werner de parametro comin \ €
[0,1] y una fuente separable fija. El parametro se modifica en pasos AX = 0,10 y la
linea discontinua indica I, Fuente: Elaboracién propia.

El parametro A controla el peso del estado singlete en las fuentes X e Y. Para A\ =
0, ambas distribuyen estados maximalmente mixtos, mientras que A = 1 corresponde
a dos estados singlete. Ademas, los estados de Werner son separables para 0 < A <
1/3 y entrelazados para A > 1/3. Esta configuracién permite estudiar si el aumento
de la pureza y del entrelazamiento de las fuentes X e Y conduce a una violacion de
la desigualdad Wagon-Wheel cuando la fuente Z permanece separable.

La Figura 4.4 muestra que la mediana alcanza valores progresivamente mayores
a medida que aumenta A, pero permanece por debajo de la cota clasica I,_,, = 0
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durante las K iteraciones. Esto incluye el extremo A = 1, en el que las fuentes X
e Y distribuyen estados singlete y la fuente Z permanece en el estado separable
maximalmente mixto. Por tanto, dentro de la familia estudiada, el aumento de la
pureza y del entrelazamiento de estas dos fuentes no basta para que el protocolo
certifique la no localidad de la red mediante la desigualdad Wagon-Wheel. Este
resultado extiende la ausencia de violacién observada anteriormente para una fuente
separable pura al caso de una fuente separable maximalmente mixta.

4.2.2. Configuraciones con tres fuentes equivalentes

Después de estudiar las configuraciones en las que una fuente permanece separa-
ble, se consideran escenarios donde las tres fuentes distribuyen estados pertenecientes
a una misma familia. Esto permite analizar como cambia el valor alcanzado por I,_
cuando las tres conexiones de la red aportan recursos cuanticos equivalentes. Se estu-
dian primero estados maximalmente entrelazados y luego estados en descomposicién
de Schmidt y estados de Werner.

En todas las simulaciones presentadas en esta subseccion se consideran K = 1000
iteraciones y Ny, = 100 repeticiones independientes para cada configuracion de
estados. Los valores obtenidos se comparan con la cota clasica Iy, = 0y con I51.

Tres fuentes maximalmente entrelazadas

En esta simulaciéon, las tres fuentes de la red triangular distribuyen el mismo
estado de Bell maximalmente entrelazado,

- _ _ 1
W) x =Wy =07, = ﬁuow — [10)). (4.10)

El estado global de los seis qubits que llegan a los tres detectores queda dado por

W) = [0 x @ [¥7)y @ [97) 5. (4.11)

En este caso, las tres conexiones de la red se encuentran en igualdad de condiciones
y distribuyen el mismo recurso cuantico. Esta configuracion constituye el escenario
de referencia para evaluar el funcionamiento del protocolo, pues permite determinar
si CSPSA encuentra mediciones que violen la desigualdad Wagon-Wheel y recuperen
el valor asociado a la distribucién de Fritz.

La Figura 4.5 muestra que la mediana y la media de las V., trayectorias evolucio-
nan desde valores negativos, superan la cota clasica I,_,, = 0 durante las primeras
etapas de la optimizacién y permanecen por encima de ella durante las iteraciones
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Figura 4.5: Evolucién de I,,_, en funciéon del nimero de iteraciones K, considerando
que las tres fuentes de la red triangular distribuyen estados de Bell maximalmente
entrelazados. La curva roja representa la mediana y la curva azul la media de las
Niep = 100 trayectorias independientes. Se muestran ademds el rango intercuartil,
la cota clsica I, = 0 y el valor de referencia de Fritz (v/2 — 1)/16. Fuente:
Elaboracién propia.

posteriores. Al finalizar las K iteraciones, la mediana se aproxima a IT% mien-

tras que la media permanece ligeramente por debajo. Este comportamiento muestra
que el protocolo encuentra de manera consistente mediciones capaces de violar la
desigualdad Wagon-Wheel y recuperar numéricamente este valor.

Toda distribucion compatible con un modelo causal clasico de la red triangular, en
el que las tres fuentes operan de forma independiente, debe satisfacer I,_,, < 0. Por
tanto, los valores positivos obtenidos certifican que las correlaciones generadas por
los tres pares maximalmente entrelazados no admiten una descripciéon de esa forma.
Esta certificacion se obtiene en un escenario cerrado, donde cada detector realiza
una medicién fija y no dispone de diferentes ajustes seleccionados externamente. La
proximidad de la mediana a IF* debe interpretarse como la recuperacién numérica
de ese valor y no como una demostracion de que corresponda al maximo cuantico
global. La diferenciaencia observada entre la mediana y la media indica, ademas,

que las trayectorias no convergen de manera uniforme, aspecto que se analiza a
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continuacion.

(b)

—— Mediana
—— Media

10—1,

Rango Intercuartil

—— Mediana

—— Media

Rango Intercuartil
107 == Ry oy~ —0.94 10
== Ry:my=x~ —3.23
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K K

Figura 4.6: Diferencia entre ™% y los valores representados por la mediana y la
media de las Ny, trayectorias, junto con su rango intercuartil. El panel (a) presenta
esta diferencia en escala log-log. Los intervalos R; y Ry corresponden a los tramos
situados antes y después del cambio de comportamiento observado durante la optimi-
zacion, mientras que m; y meo representan las pendientes efectivas de los respectivos
ajustes lineales. El panel (b) muestra la misma diferencia en escala semilogaritmica
y permite examinar con mayor detalle su comportamiento durante el régimen tardio.
Fuente: Elaboraciéon propia.

La Figura 4.6 muestra que la aproximacién a IE"% no ocurre con un ritmo unifor-

me. Como antecedente cuantitativo, los ajustes realizados en el panel (a) permiten
distinguir dos intervalos con pendientes efectivas m; ~ —0,94 y mqy &~ —3,23. Estos
valores describen el comportamiento de la mediana dentro de los intervalos consi-
derados y evidencian que su descenso se vuelve mas pronunciado después de las
primeras etapas de la optimizacién. No obstante, estas pendientes no se interpretan
como exponentes que definan dos leyes de potencia asintoticas.

El aspecto central se observa en el panel (b). Para K 2 400, la diferencia entre la
mediana e [FM% sigue una trayectoria aproximadamente lineal en escala semilogarit-
mica, lo que resulta compatible con un decaimiento exponencial durante el régimen
tardio. La media, en cambio, se aproxima a If% con mayor lentitud y permanece
a una distancia mayor al finalizar las K iteraciones. Esta separacion muestra que la

convergencia no se reproduce de manera uniforme en todas las trayectorias.
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Tres fuentes con estados en descomposicion de Schmidt

En esta simulacion, las tres fuentes de la red triangular distribuyen el mismo
estado en descomposiciéon de Schmidt para dos qubits, parametrizado por un tnico
coeficiente o € [0, 1] comun a las tres fuentes,

[W(a)y = [Tla))y = [¥(a)), = Va|00)+V1-alll). (4.12)

El estado global de los seis qubits que llegan a los tres detectores es entonces

(W) = () x @ [¥(a))y @ [¥(a)),- (4.13)

El caso a = 1/2 corresponde al estado maximalmente entrelazado considerado en
la subseccion anterior, mientras que a = 0 corresponde a un estado producto sin
entrelazamiento entre los dos qubits de cada fuente. Empleando el mismo protocolo,
se evalia la mediana de I_,, a partir de las V., repeticiones para seis valores de «
entre 0 y 0,5.

La Figura 4.7 muestra que el valor final de la mediana no crece de forma mondtona
con « en todo el rango considerado. Para a = 0,30, a = 0,40 y o = 0,50, la mediana
supera la cota clasica I,_,, = 0 durante las K iteraciones y, para o = 0,50, alcanza
un valor final practicamente indistinguible de IF%. Para o = 0,10 y o = 0,20, en
cambio, la mediana permanece por debajo de la cota clasica y su valor final resulta
incluso inferior al alcanzado para a = 0,00, pese a que este ultimo corresponde
al estado producto sin entrelazamiento. La curva asociada a a = 0,00 converge
rapidamente y se estabiliza cerca de I,_,, = 0 antes de K = 50, sin superar la cota

de forma apreciable.

La superacién de la cota clasica para a = 0,30, a = 0,40 y a = 0,50 muestra que el
protocolo encuentra mediciones capaces de generar correlaciones incompatibles con
un modelo causal cldsico de la red triangular basado en tres fuentes independientes.
Ademés, para a = 0,50, la mediana se aproxima a IF* y reproduce el comporta-
miento observado en la subseccion anterior. En cambio, para o = 0,00, o = 0,10 y
a = 0,20, la mediana no supera la cota clasica. Este resultado solo muestra que la
tendencia central de las trayectorias no permite certificar la no localidad dentro del
presupuesto numeérico considerado.

El orden observado en el valor final de la mediana no coincide con el orden creciente
de a para o < 0,20. En particular, el resultado para o = 0,00 queda por encima de
los obtenidos para a = 0,10 y a = 0,20. Esta diferencia podria deberse a distintas
velocidades de convergencia, mas que a los valores asintoticos que alcanzaria cada
configuracion si se extendiera K, de forma analoga a los regimenes identificados en
la subseccion anterior.
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Mediana de convergencia de Iy, _y,
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Figura 4.7: Mediana de I,,_,, en funcién de K, obtenida a partir de N, repeticiones
independientes, con las tres fuentes distribuyendo estados con el mismo coeficiente
de Schmidt «a. Se consideran los valores a € {0,00, 0,10, 0,20, 0,30, 0,40, 0,50}. La

linea punteada indica I'"*?. Fuente: Elaboracién propia.

La Figura 4.8 muestra, con mayor resolucién en «, la tendencia identificada en la
Figura 4.7. A medida que a aumenta dentro del intervalo considerado, la mediana
supera la cota clasica en una iteracion mas temprana y permanece por encima de
ella durante una mayor fraccion de las K iteraciones. Para a = 0,50, la curva se
estabiliza cerca de I a partir de K =~ 400. Esta resolucién adicional muestra
una progresiéon ordenada hacia valores mayores de I,,_,, conforme aumenta «, sin los
cambios de orden observados para a < 0,20 en la figura anterior.

Dentro de este subintervalo, a medida que aumenta el entrelazamiento de los
estados distribuidos por las fuentes, el protocolo supera la cota clasica con mayor
facilidad. Esto se manifiesta en un cruce mas temprano de I,_, = 0 y en una
permanencia mas prolongada por encima de esta cota.
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Mediana de convergencia de Iy, _y,
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Figura 4.8: Ampliacion de los resultados presentados en la Figura 4.7, que incorpora
la mediana de I,_, en funcién de K para valores de a € [0,30, 0,50] con paso
Aa = 0,05. Las curvas se obtienen mediante el mismo protocolo y a partir de Nyep
repeticiones independientes. La linea punteada indica I, Fuente: Elaboracién

propia.

Tres fuentes con estados de Werner

Para estudiar el efecto del ruido sobre la violacion de la desigualdad Wagon-Wheel,
se considera que las tres fuentes de la red triangular distribuyen el mismo estado de
Werner,

Iy

T 0<As1 (4.14)

pw(A) = A7) (7 [+ (1 = A)

donde [¢~) = (]01) — [10))/+/2 y A determina el peso del estado singlete frente al
estado maximalmente mixto. El estado global de los seis qubits queda dado por

p(N) = pv(N) @ piv(A) @ piy(\).- (4.15)

Para A = 0, cada fuente distribuye el estado maximalmente mixto I,/4, mientras
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que A = 1 recupera el caso de tres singletes analizado anteriormente. Ademas, los
estados de Werner son separables para 0 < A < 1/3 y entrelazados para A > 1/3.
Para cada valor de )\, los estados permanecen fijos y CSPSA optimiza las mediciones
conjuntas Un, Up vy Ug.

Mediana de convergencia de I,
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o 4

Figura 4.9: Mediana de I,,_,, en funcién de K, obtenida a partir de N, repeticiones
independientes, considerando que las tres fuentes distribuyen estados de Werner con
un parametro comin A € {0,10, 0,20,...,1,00}. La linea discontinua indica IIMt,
Fuente: Elaboracion propia.

La Figura 4.9 muestra un incremento progresivo del valor final de la mediana a
medida que aumenta A. Para A = 0,10,...,0,90, las curvas permanecen por debajo
de la cota clasica I,_,, = 0 durante las K iteraciones. En cambio, para A = 1,00,
la mediana supera esta cota y se aproxima a I, Este tltimo caso coincide con la
configuracion de tres fuentes maximalmente entrelazadas estudiada anteriormente.

El barrido inicial sitta el cruce de la cota clasica por parte de la mediana entre
A =090 y A = 1,00. Para examinar esta regiéon con mayor detalle, se repite la
simulacién utilizando valores separados por un paso A\ = 0,01.

La Figura 4.10 permite precisar el cambio de comportamiento observado en el
primer barrido. Para 0,90 < A < 0,94, la mediana se estabiliza en valores negativos
y no supera la cota clasica. A partir de A = 0,95, las curvas superan [, _, = 0y
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Figura 4.10: Mediana de I;,_,, en funcién de K, obtenida a partir de Ve, repeticio-
nes independientes, para A € [0,90,1,00] con paso AX = 0,01. La linea discontinua

indica II"%_ Fuente: Elaboracién propia.

terminan la optimizacion dentro de la regién de violacién. Asimismo, cuanto mayor
es \, mas temprano ocurre este cruce y mas proximo a I'M% ge encuentra el resultado

final.

Dentro de la resolucién considerada, el umbral numérico de deteccién se sittia entre
A=094y A =095 Para A > 0,95, el valor positivo de la mediana indica que al
menos la mitad de las repeticiones encuentra mediciones que generan distribuciones
incompatibles con el modelo clasico de la red triangular. Para valores inferiores, el
hecho de que la mediana no supere la cota cldsica no establece la compatibilidad
clasica de las correlaciones. Solo muestra que el protocolo no certifica su no localidad
de red durante las K iteraciones.
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4.3. Estimacién de [,_, mediante Classical Sha-
dows

El anélisis se extiende ahora al escenario en que el valor de I,_,, debe estimarse a
partir de un niimero finito de mediciones. Para ello, se incorporan Classical Shadows
como fuente de informacion durante la optimizacién. En los dos procedimientos con-
siderados, CSPSA utiliza las estimaciones del funcional en los puntos perturbados z;"
y 2, para aproximar el gradiente y actualizar los pardmetros de las mediciones. La
diferencia entre ambos se encuentra en la evaluacién de las mediciones actualizadas.
En Classical Shadows con evaluacién exacta, esta evaluacion se realiza utilizando
el estado exacto p y el valor obtenido se denota mediante /X .. En Full Classical
Shadows, la evaluacion también se realiza mediante Classical Shadows, por lo que el
valor correspondiente se denota como fjvh_w.

El procedimiento Classical Shadows con evaluacion exacta se desarrolla mediante
las siguientes etapas generales.

1. Al comienzo de cada repeticién se generan Ny, registros de Classical Shadows
mediante mediciones locales aleatorias de Pauli sobre copias independientes
del estado. Este conjunto se mantiene fijo durante las K iteraciones y permite
estimar las probabilidades y los marginales que componen el funcional Wagon-
Wheel para cada configuracion de medicién considerada.

2. Teniendo estas estimaciones, se calculan los valores aproximados del funcional.
A partir de ellos, CSPSA construye el gradiente estimado y determina la ac-
tualizacion de los parametros de medicion 21 que se utilizaran en la siguiente
iteracion.

3. Una vez obtenida la medicion actualizada zj.1, esta se evaltia utilizando el
estado exacto p. Mediante la regla de Born se calculan las probabilidades y los
marginales exactos, con los cuales se obtiene I (zx41). Este valor se alma-
cena para analizar la medicién encontrada y no interviene en la actualizacion
posterior.

La secuencia de calculo puede resumirse mediante

P (a) — Ly [B()] — Gk — 20

(4.16)
zip1 — P (2er1; p) — 1550 (Zr15 p)-

donde p identifica las probabilidades y los marginales que componen el funcional
Wagon-Wheel, mientras que p representa el estado cudntico global exacto utilizado
en la simulacién.
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En Full Classical Shadows, tanto la bisqueda como el seguimiento de sus resul-
tados se realizan a partir de la informacién estadistica proporcionada por Classical
Shadows. El procedimiento se organiza en las siguientes etapas.

1. Para cada repeticion se recopilan Ny, registros mediante mediciones locales
aleatorias de Pauli. Estos datos se conservan sin modificaciones y se consultan
a lo largo de las K iteraciones.

2. En cada iteracion, los registros permiten estimar las probabilidades y los mar-
ginales asociados a las configuraciones consideradas. Los valores aproximados
de Wagon-Wheel construidos con estas estimaciones permiten calcular el gra-
diente y obtener los nuevos parametros de medicion zg, 1.

3. A diferencia del procedimiento anterior, la configuracién actualizada no se eva-
lta utilizando el estado exacto p. El mismo conjunto de Classical Shadows se
emplea para estimar las probabilidades y los marginales correspondientes a
211, con los cuales se calcula fvsvh_w(zkﬂ).

La secuencia de calculo queda representada por

~

P (255 Pos) — Tu—w {ﬁih(fzéﬁ; ﬁcs)} — Gk — Zi+1, (4.17)

Pkl — ﬁih(»’«’kﬂs Pcs) — fsvh—w(zch? pcs)-

donde g identifica las probabilidades y los marginales que componen el funcional
Wagon-Wheel, mientras que pcg representa el estimador del estado cuantico global
construido a partir de los Ny, registros de Classical Shadows.

Este procedimiento reproduce una situacién en la que no se dispone del estado
exacto para examinar las mediciones encontradas. En consecuencia, Classical Sha-
dows determina tanto la direccion de la bisqueda como el valor utilizado para descri-
bir su desempeno. Esta caracteristica permite estudiar una implementacién basada
completamente en datos de medicién, aunque hace necesario verificar posteriormente
la violacion mediante un conjunto independiente de realizaciones.

Tres estados maximalmente entrelazados

La Figura 4.11 presenta la mediana de I3 obtenida al evaluar con el estado
exacto p las mediciones encontradas mediante la optimizacion guiada por Classical
Shadows. Para Ny, = 103, la curva aumenta durante las primeras iteraciones, pero
se estabiliza alrededor de I  ~ —0,24. Al aumentar el presupuesto a Ny, = 10%, la
mediana se aproxima mas a la cota clasica, aunque permanece en valores negativos
al finalizar la optimizacién. En ambos casos, las mediciones encontradas no permiten

que la mediana de la evaluacion exacta supere [,_, = 0.
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El comportamiento cambia para Ng, = 10° v Ng, = 10°. La mediana supera la
cota clasica aproximadamente en K ~ 250 y K ~ 180, respectivamente, y permane-
ce positiva durante las iteraciones posteriores. Ademés, para Ny, = 10° se aproxima
estrechamente a I™M%  mientras que para Ny, = 105 se estabiliza ligeramente por
debajo. Estos resultados muestran que el aumento de Ny, mejora la capacidad de
Classical Shadows para guiar la busqueda hacia mediciones que producen una vio-
lacion al ser evaluadas con el estado exacto. Por tanto, el cruce observado para los
mayores presupuestos no corresponde a una sobreestimacion del valor representado
en la figura, pues cada punto de estas curvas se calcula mediante la regla de Born
utilizando p.

Convergencia de I segun Ny,
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Figura 4.11: Mediana de [3*  en funcién de K, obtenida al evaluar con el estado
exacto p las mediciones encontradas mediante la optimizacion guiada por Classical
Shadows. Las curvas corresponden a distintos valores de Ng,. Se indican la cota
clasica I,_, = 0y el valor I Fuente: Elaboracién propia.

La Figura 4.12 examina con mayor detalle los presupuestos para los cuales la me-
diana de I supera la cota cldsica. Para Ny, = 108, este cruce ocurre antes que para
Ny, = 10° y la curva se aproxima mds estrechamente a IF%. Este comportamiento
muestra que el aumento de Ny, permite que la optimizacion guiada por Classical
Shadows encuentre con mayor rapidez mediciones que producen una violacién al ser
evaluadas con el estado exacto p.
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Convergencia de I$* . seglin Ny,
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Figura 4.12: Mediana de I3*  en funcién de K, obtenida al evaluar con el estado
exacto p las mediciones encontradas mediante la optimizacion guiada por Classical
Shadows. Se consideran los presupuestos Ny, = 10° v Ny, = 10°, mientras que
las regiones sombreadas representan los respectivos rangos intercuartiles. Las lineas
horizontales punteada y discontinua indican la cota clasica y IF% respectivamente.
Fuente: Elaboraciéon propia.

Los rangos intercuartiles permiten evaluar la consistencia de este resultado entre
las distintas repeticiones. Para Ny, = 10°, el rango intercuartil se desplaza com-
pletamente por encima de la cota clasica durante una etapa mas temprana de la
optimizacién. En cambio, para Ng, = 10°, la mediana se vuelve positiva mientras el
extremo inferior del rango intercuartil permanece bajo la cota durante un intervalo
mas prolongado. Cuando este extremo también supera I,,_,, = 0, al menos el 75 % de
las repeticiones presenta valores exactos positivos. Hacia el final de la optimizacién,
esta condicion se cumple para ambos presupuestos, aunque se alcanza antes y con
una menor dispersiéon para Ny, = 106.

La Figura 4.13 muestra que el aumento de Ny, reduce aproximadamente en un
orden de magnitud la distancia final respecto de I desde una distancia del orden

de 1073 para Ny = 10° hasta una del orden de 10~* para Ny, = 10° Ademaés,
mientras la primera curva tiende a estabilizarse durante las tltimas iteraciones, la
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Distancia de la mediana de ¢  a IM%
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Figura 4.13: Diferencia absoluta entre I vy la mediana de I en funcién de
K, para los presupuestos Ny, = 10° y Ny, = 10°. Las regiones sombreadas estdn
delimitadas por las distancias del primer y tercer cuartil de I  respecto de IIMt,

Fuente: Elaboraciéon propia.

segunda mantiene su descenso durante un intervalo mas prolongado. Por tanto, el
mayor presupuesto de Classical Shadows permite que la mediana de I3*  alcance
una aproximacién més precisa a -1,

El analisis de la configuracion en la que las tres fuentes distribuyen estados singlete
contintia ahora mediante la comparacién entre Classical Shadows con evaluacién
exacta y Full Classical Shadows. Para ello, se examinan los resultados obtenidos
mediante ambos procedimientos para distintos valores de Ng,.

La Figura 4.14 muestra que ambas evaluaciones difieren considerablemente para
los presupuestos méas bajos. Para Ny, = 103, la mediana de fvsvh_w alcanza un valor
cercano a 0,6, mientras que la evaluacion exacta de las mismas mediciones se estabili-
za alrededor de —0,24. Para Ny, = 10%, Full Classical Shadows todavia supera It
aunque la mediana exacta permanece cerca de —0,02. En cambio, para Ng, = 10° y
Ng, = 10°, la concordancia entre ambas evaluaciones mejora y el rango intercuartil
de Ig* , termina por superar la cota clasica. Esto indica que al menos el 75 % de las

repeticiones encuentra mediciones que producen una violacion al ser evaluadas con
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Full Classical Shadows Classical Shadows con evaluacién exacta
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Figura 4.14: Mediana de [,,_, en funciéon de K para distintos valores de Ny, consi-
derando que las tres fuentes distribuyen estados singlete. El panel izquierdo muestra
Tw— wh, utilizado para guiar y evaluar la optimizacién mediante Full Classical Sha-
dows. El panel derecho presenta Iw — w, obtenido al evaluar con el estado exacto
p las mismas mediciones. Las regiones sombreadas representan los rangos intercuar-
tiles, mientras que las lineas horizontales punteada y discontinua indican la cota

clasica e IFM respectivamente. Fuente: Elaboracién propia.
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el estado exacto.

La discrepancia para los presupuestos menores se explica por la reutilizacion del
mismo conjunto finito de Classical Shadows durante toda la optimizacién. CSPSA
puede favorecer mediciones que explotan sus fluctuaciones estadisticas y elevar ]Avsvhfw
sin mejorar el valor exacto. Este comportamiento es consistente con la estimacién
de peor caso para los términos que actiian sobre los seis qubits de la red, segin la
cual resolver una violacién del orden de I'M% requiere Ny, = 3%/(I5M2)2 ~ 10°. Por

tanto, Ny, v K deben elegirse conjuntamente, pues aumentar las iteraciones con un
) )
presupuesto insuficiente puede intensificar el sesgo de optimizacion.

Tres estados en descomposicion de Schmidt

Corresponde ahora analizar los estados escritos en descomposicién de Schmidt,
cuyo grado de entrelazamiento depende del pardmetro comin «. Para Ng, = 10°,
la Figura 4.15 muestra que la concordancia entre ambos procedimientos depende
de este parametro. Para o = 0,00, Full Classical Shadows produce una mediana
positiva cercana a I''2 mientras que la evaluacién exacta permanece junto a la
cota clasica. Para a = 0,25, ambas curvas permanecen bajo esta cota, aunque todavia
presentan una diferencia. En cambio, para a = 0,50, los dos procedimientos superan

la cota clasica y se aproximan a [F%. Por tanto, Ny, = 10° permite reproducir el
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Figura 4.15: Mediana de I,_,, en funcién de K, considerando que las tres fuentes
distribuyen estados con el mismo coeficiente de Schmidt « y que la optimizacién
utiliza Ny, = 10°. Los paneles corresponden a a € {0,00,,0,25,,0,50}. La curva azul
representa Classical Shadows con evaluacion exacta y la curva naranja Full Classical
Shadows. Las lineas horizontales punteada y discontinua indican la cota clasica e
I respectivamente. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 4.16: Mediana de I,,_,, en funcién de K, considerando que las tres fuentes
distribuyen estados con el mismo coeficiente de Schmidt o y que la optimizacién
utiliza Ny, = 10°. Los paneles corresponden a a € {0,00,,0,25,,0,50}. La curva azul
representa Classical Shadows con evaluacién exacta y la curva naranja Full Classical
Shadows. Las lineas horizontales punteada y discontinua indican la cota clasica e
IFri2  respectivamente. Fuente: Elaboracion propia.
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comportamiento del caso maximalmente entrelazado, pero no proporciona resultados
consistentes para toda la familia.

Al aumentar el nimero de Classical Shadows a Ny, = 10°, la Figura 4.16 muestra
una concordancia estrecha entre ambas curvas para los tres valores considerados. Los
resultados se estabilizan junto a la cota clésica para a = 0,00, permanecen bajo ella
para a = 0,25 y se aproximan a I'% para o = 0,50. En consecuencia, entre los

w
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valores de N, estudiados, se requiere Ny, = 10° para que Full Classical Shadows
reproduzca consistentemente la evaluacién exacta a lo largo de esta familia.

Estados en descomposicién de Schmidt con Ny, = 10°
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Figura 4.17: Mediana de I*"  en funcién de K, obtenida mediante Full Clas-
sical Shadows con Ny, = 10° para estados con coeficiente de Schmidt comun
a € {0,30, 0,35, 0,40, 0,45, 0,50}. Las regiones sombreadas representan los rangos
intercuartiles de las N,e, trayectorias. La linea punteada indica la cota clasica y la
linea discontinua corresponde a I5%. Fuente: Elaboracién propia.

La Figura 4.17 muestra que la mediana de lcvsvhfw supera la cota clasica para todos
los valores de « considerados, aunque la consistencia de este resultado varia entre
las configuraciones. Para a > 0,35, el rango intercuartil queda completamente por
encima de la cota clasica antes de finalizar las K iteraciones. Este cruce ocurre cerca
de K =~ 250 para o = 0,45 y a = 0,50, mientras que para o = 0,35 se retrasa
hasta aproximadamente K = 600. El caso a = 0,40 presenta un comportamiento
intermedio.

Para a = 0,30, la mediana supera la cota clasica alrededor de K = 560, pero el
limite inferior del rango intercuartil permanece bajo ella hasta el final de la simu-
lacién. Por tanto, esta configuracion no satisface el criterio basado en que al menos
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el 75% de las trayectorias produzca valores positivos. En conjunto, los resultados
muestran que, dentro del intervalo analizado y para este protocolo, el aumento de
« permite superar la cota clasica en menos iteraciones y con mayor consistencia
entre las repeticiones. En particular, las curvas correspondientes a los estados mas
entrelazados se aproximan con mayor rapidez a 1%,

Tres estados de Werner

Corresponde ahora estudiar los estados de Werner mediante Full Classical Sha-
dows. El analisis exacto presentado en la Figura 4.9 mostré que la mediana de I, _,
aumenta con A, mientras que la Figura 4.10 situé el umbral numérico de deteccién
entre A = 0,94 y A = 0,95. Por esta razén, no se repite el barrido completo y el
andlisis se concentra en valores a partir de A = 0,92. Ademas, se utiliza Ny, = 10°,
yva que este nimero de Classical Shadows permitié obtener resultados consistentes
en las configuraciones estudiadas anteriormente.

La Figura 4.18 muestra que, para A = 0,92 y A = 0,94, la mediana de ]Avsvh_w
permanece bajo la cota clasica durante las K iteraciones. En cambio, para A = 0,96,
A =098 y A = 1,00, la mediana supera esta cota y el rango intercuartil queda
completamente por encima de ella. Este tltimo comportamiento se observa alrededor
de K =~ 750 para A = 0,96, de K ~ 600 para A = 0,98 y de K =~ 200 para A = 1,00.

En consecuencia, cuanto mayor es A\, menos iteraciones requiere el protocolo para
superar la cota clasica de forma consistente entre las repeticiones. El caso A = 1,00
presenta la convergencia mas réapida y se aproxima a IF% mientras que el aumento
del ruido reduce la violacion y retrasa su detecciéon. Dentro de la resolucién consi-
derada en esta figura, el cambio de comportamiento de Full Classical Shadows se
encuentra entre A = 0,94 y A = 0,96, en concordancia con la region identificada

previamente mediante la evaluacién exacta.

Este resultado presenta una proximidad numérica con el valor A & 0,94 reportado
por Sunilkumar, Shaji y Saha [!] para la deteccion de no localidad genuina de red en
estados de Werner. Sin embargo, ambos valores corresponden a criterios diferentes.
El resultado citado caracteriza la no localidad genuina de la red triangular, mientras
que el analisis realizado aqui examina la violacién de la desigualdad Wagon-Wheel
mediante una estrategia asociada a la distribucién de Fritz. Por tanto, la proximidad
entre ambos valores debe interpretarse como una concordancia numérica sugestiva y
no como la identificacion de un mismo umbral.
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Estados de Werner con Ny, = 10°
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Figura 4.18: Mediana de fvsvh_w en funcién de K, obtenida mediante Full Clas-
sical Shadows con Ny, = 10° para estados de Werner con pardmetro comin
A € {0,92, 0,94, 0,96, 0,98, 1,00}. Las regiones sombreadas representan los rangos
intercuartiles de las N, trayectorias. La linea punteada indica la cota clasica y la

linea discontinua corresponde a I5'% Fuente: Elaboracién propia.



Capitulo 5

Conclusiones

El problema abordado en esta investigacion extiende la logica operacional de las
pruebas de Bell hacia una red compuesta por varias fuentes independientes. En el es-
cenario triangular, la descripcion clésica debe respetar la estructura causal de la red
y la independencia de las tres fuentes, lo que da lugar a un conjunto de correlaciones
no convexo sujeto a restricciones no lineales. Por ello, el problema no consiste tinica-
mente en determinar si los estados distribuidos estan entrelazados, sino en encontrar
mediciones conjuntas que produzcan una distribucién P4pc(a, b, ¢) incompatible con
el modelo clasico triangular. Los resultados del Capitulo 4 muestran que este proble-
ma puede abordarse mediante un protocolo autoguiado basado en CSPSA. Para cada
configuracion fija de estados, el algoritmo explora las mediciones parametrizadas por
Ua,Up,Uc € U(4) y maximiza directamente el funcional Wagon-Wheel, sin imponer
una distribucién objetivo ni utilizar como punto de partida las mediciones asociadas
a la distribucién de Fritz. De este modo, se establece un procedimiento constructivo
para encontrar mediciones que generen correlaciones incompatibles con la estructura
causal clasica de la red.

La configuraciéon formada por tres fuentes que distribuyen estados maximalmente
entrelazados proporciona la principal validacién del protocolo. Tanto la media co-
mo la mediana superan la cota clasica I,_,, = 0 durante las primeras iteraciones
y permanecen en la regién de violacién. Al finalizar las K = 1000 iteraciones, la
mediana se encuentra muy préxima al valor de referencia de Fritz, (v/2 —1)/16. Los
valores positivos obtenidos certifican que las mediciones encontradas generan corre-
laciones incompatibles con el modelo clasico triangular. El analisis de la distancia
entre la mediana y el valor de Fritz muestra dos regimenes empiricos de convergen-
cia. El primero se extiende aproximadamente hasta 100 < K < 150 y presenta una
pendiente m; ~ —0,94, mientras que el segundo tiene una pendiente my ~ —3,23.
Para K 2 400, esta distancia también resulta compatible con un decaimiento aproxi-
madamente exponencial. Las diferencias entre las trayectorias explican la separacion
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observada entre la media y la mediana. Estos ajustes caracterizan el comportamiento
numérico del protocolo, pero no establecen su tasa asintética de convergencia.

Las familias parametrizadas permiten estudiar como cambia la deteccion frente
al entrelazamiento parcial y al ruido. Cuando las tres fuentes distribuyen el mismo
estado puro en descomposicién de Schmidt, la mediana supera la cota clasica para
a > 0,30 dentro de la malla simulada y permanece negativa para o = 0,10 y a = 0,20.
Por tanto, el cambio de signo se sitta entre « = 0,20 y o = 0,30. Ademas, la violacién
aparece mas tempranamente y alcanza valores finales mayores a medida que « se
aproxima a 1/2. Sin embargo, los valores negativos obtenidos para entrelazamientos
pequenos no establecen una medida de este recurso. En particular, el caso a = 0
solo refleja la saturacién numérica de la cota clasica por un estado producto. Para
tres estados de Werner, el barrido refinado sittia el cambio de signo de la mediana
entre A = 0,94 y A = 0,95, con valores negativos para A < 0,94 y positivos para
A > 0,95. Puesto que estos estados son entrelazados para A > 1/3, los resultados
identifican una region extensa en la que el entrelazamiento de las fuentes no produce
una violacién mediana del funcional. Esto muestra que el entrelazamiento bipartito y
la no localidad de red detectada mediante Wagon-Wheel son propiedades diferentes.
La segunda depende conjuntamente de los estados, las mediciones y la estructura
causal, ademas de la capacidad de deteccién del protocolo considerado.

Las configuraciones con una fuente separable presentan un patrén consistente
entre las distintas familias estudiadas. Cuando dos fuentes distribuyen singletes y
la tercera permanece fija en |00), la media y la mediana se aproximan a la cota
clasica desde valores negativos sin superarla. Ninguna de las NV,o, = 100 trayectorias
produce una violacién durante las K = 1000 iteraciones, lo que comprende un total
de 10° evaluaciones. El mayor valor encontrado permanece aproximadamente 107°
por debajo de la cota clasica. Tampoco se obtiene una violaciéon mediana cuando dos
fuentes distribuyen estados en descomposicién de Schmidt y la tercera permanece
en |00), incluso para a = 1/2, ni cuando dos fuentes distribuyen estados de Werner
y la tercera se mantiene en I;/4, aun para A = 1. En conjunto, las violaciones
medianas se detectan cuando las tres fuentes distribuyen los estados entrelazados
estudiados con suficiente grado de entrelazamiento o resistencia al ruido, mientras
que no se observan cuando una de ellas distribuye alguno de los estados separables
considerados. Este comportamiento muestra la sensibilidad de las correlaciones de red
al conjunto completo de enlaces. Sin embargo, no demuestra que el entrelazamiento
de las tres fuentes sea una condicién necesaria para toda posible violacion ni permite
extender el resultado a cualquier estado separable.

El alcance de esta primera fase queda delimitado por el dominio explorado, que
comprende la evaluacién exacta de las probabilidades, mediciones proyectivas con-
juntas parametrizadas mediante elementos de U(4), Ny, = 100 inicializaciones in-
dependientes, K = 1000 iteraciones y conjuntos discretos de valores para a y .
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Mientras que I, > 0 certifica la incompatibilidad con el modelo clasico triangular,
un resultado no positivo solo indica que el protocolo no obtuvo dicha certificacién
bajo las condiciones consideradas. Por ello, los intervalos identificados para a y A
representan umbrales empiricos de deteccién y no fronteras exactas del conjunto de
correlaciones cuanticas. Del mismo modo, la proximidad a (v/2 — 1)/16 muestra que
el protocolo recupera el valor de referencia de Fritz, pero no establece que este sea
el maximo cuantico global del funcional. Sobre esta base ideal, la segunda fase de
la investigacion incorpor6 Classical Shadows para estudiar el desempeno del pro-
tocolo cuando las probabilidades deben estimarse a partir de un nimero finito de
mediciones.

La incorporacion de Classical Shadows permitié reemplazar el acceso exacto a las
probabilidades por estimaciones obtenidas a partir de un conjunto fijo de mediciones
aleatorias locales de Pauli. Estos datos pueden reutilizarse durante las iteraciones
de CSPSA para evaluar el funcional asociado a distintas mediciones conjuntas, sin
reconstruir el estado completo ni generar un nuevo conjunto de datos para cada
valor de los parametros. En este esquema, Classical Shadows cumple una funciéon
de busqueda, ya que sus estimaciones orientan al algoritmo hacia mediciones poten-
cialmente adecuadas. La evaluacion exacta de esas mismas mediciones, disponible
en las simulaciones, permite determinar si la violacién estimada corresponde a una
propiedad de las correlaciones o al efecto de las fluctuaciones estadisticas. Esta dis-
tincion es esencial porque un valor positivo estimado mediante Classical Shadows no
constituye por si mismo una certificacion. En una implementacién experimental, las
mediciones encontradas deben evaluarse posteriormente mediante frecuencias obte-
nidas de datos independientes. Solo un valor positivo del funcional calculado a partir
de esta evaluacion final certifica la incompatibilidad con el modelo cléasico triangular.

La configuracion con tres singletes muestra que el desempeno de Full Classical
Shadows depende fuertemente del presupuesto Ng,. Para Ng, = 103, la estimacién
del funcional alcanza valores cercanos a 0,6, aunque la evaluacion exacta de las
mismas mediciones permanece alrededor de —0,24. Con Ny, = 10, esta sobreesti-
macion disminuye, pero la evaluacién exacta todavia se mantiene préoxima a —0,02.
En cambio, para Ny, = 10° y 10°, el rango intercuartil de la evaluacién exacta queda
completamente por encima de la cota clasica aproximadamente desde K =~ 250 y
K =~ 180, respectivamente. Ademds, al aumentar el presupuesto de 10° a 106, la
distancia final entre la mediana y el valor de Fritz disminuye desde el orden de 1073
hasta 107%. Estos resultados muestran que la reutilizacién de un mismo conjunto
finito de shadows puede llevar a CSPSA a seleccionar mediciones favorecidas por sus
fluctuaciones estadisticas. Por ello, aumentar el niimero de iteraciones sin disponer
de un presupuesto suficiente puede intensificar la discrepancia entre el valor estima-
do y el exacto. La eleccion de Ny, y K debe realizarse, en consecuencia, de manera
conjunta.
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Con Ng, = 10%, Full Classical Shadows también permite identificar cémo el entre-
lazamiento parcial y el ruido afectan la estabilidad de la biisqueda. Para los estados
en descomposicion de Schmidt, el rango intercuartil queda completamente por en-
cima de la cota clasica para a > 0,35 dentro de la malla simulada. En o = 0,30,
la mediana se vuelve positiva alrededor de K ~ 560, pero el extremo inferior del
rango intercuartil permanece bajo la cota, por lo que no se satisface el criterio de
consistencia adoptado. Para los estados de Werner, el rango intercuartil supera com-
pletamente la cota para A\ = 0,96, A = 0,98 y A = 1,00 aproximadamente desde
K ~ 750, K =~ 600 y K ~ 200, respectivamente. Esta condiciéon no se alcanza para
A =0,92 ni A = 0,94 durante las 1000 iteraciones. Estos resultados no contradicen
el cambio de signo situado entre A = 0,94 y A = 0,95 mediante evaluacion exacta,
ya que ambos analisis utilizan criterios diferentes. El primero exige que el rango in-
tercuartil completo permanezca en la region de violacion, mientras que el segundo
considera unicamente el signo de la mediana. En consecuencia, la estimacion con
un numero finito de mediciones introduce una exigencia estadistica adicional para
obtener una deteccién consistente.

Una primera linea de continuidad consiste en extender el protocolo a otras des-
igualdades no lineales de redes cuanticas que puedan expresarse mediante observables
locales de Pauli. En sistemas de mayor tamano sera importante priorizar desigualda-
des formadas por términos de pocos cuerpos, ya que el nimero de shadows requerido
aumenta rapidamente con el soporte de los observables. También resulta conveniente
reemplazar la optimizacion sobre unitarias arbitrarias por ansétze fisicamente mo-
tivados y menos expresivos. Estas modificaciones permitirian reducir el nimero de
parametros y mejorar la escalabilidad y la entrenabilidad del protocolo.

Los resultados obtenidos abren la posibilidad de extender el protocolo a desigual-
dades no lineales aplicables a redes cuanticas con un mayor nimero de nodos. Para
mantener su viabilidad serd importante priorizar desigualdades expresables mediante
observables locales de Pauli y formadas por términos de pocos cuerpos, ya que el ni-
mero de shadows requerido aumenta rapidamente con el soporte de los observables.
Futuros trabajos también podrian sustituir la optimizacion sobre unitarias arbitrarias
por ansétze fisicamente motivados y menos expresivos. Estos desarrollos permitirian
proyectar el protocolo desde el estudio de la red triangular hacia la certificacién de
recursos en arquitecturas cuanticas distribuidas mas complejas, incluido un futuro
internet cuantico y protocolos de comunicacion cuantica segura cuyas garantias se
sustenten en las correlaciones observadas.
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