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Resumen

En esta tesis se aborda el desafio de seleccionar Grandes Modelos de Lenguaje
(LLMs) para la educacion, buscando un balance 6ptimo entre calidad pedagogica
y sostenibilidad econémica. Se presenta un modelo matematico de optimizaciéon
para guiar la configuracion de LLMs en la generacion de Feedback Personalizado
para cursos de matematica universitaria. Se realiz6 un experimento aleatorio con

un diseno factorial estratificado en bloques, evaluando cuatro factores clave:

Modelo para el Anéalisis Técnico.

Temperatura para el Analisis Técnico.

Modelo para el Feedback Personalizado.

Temperatura para el Feedback Personalizado.

A partir de 9 evaluaciones de respuestas reales de la asignatura de Algebra I
del primer semestre del ano 2024, considerando 81 configuraciones derivadas
del diseno factorial estratificado en bloques, se comparo el rendimiento de tres
familias de modelos lideres: Gpt-40-2024-08-06, LLalM A-3.3-70b-versatile y
Gemini-2.0-flash-001.

Los resultados del analisis de varianza y un indice de rendimiento compuesto
demuestran que Gemini-2.0-flash-001 ofrece el mejor equilibrio entre riqueza
pedagogica y eficiencia econémica. Este marco cuantitativo proporciona una guia
objetiva, rigurosa y replicable para la adopciéon informada y sostenible de LLMs

en la ensenanza de las matemaéaticas.
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Capitulo 1

Introduccion

La entrega de retroalimentacion de alta calidad y oportuna es esencial para el
aprendizaje efectivo en asignaturas complejas como la matematica universitaria
(Soderstrom and Palm, 2024). Tradicionalmente, esta tarea recae en la o el docente,
lo que limita la frecuencia y personalizacion de los comentarios debido a la carga
de trabajo. Los Grandes Modelos de Lenguaje (LLMs por sus siglas en inglés)
han mostrado potencial para automatizar y enriquecer este proceso, generando
explicaciones, correcciones y sugerencias adaptadas a cada estudiante (Wan and
Chen, 2025).

Sin embargo, el utilizar LLMs en estos procesos tiene dos retos importantes que
enfrentar. La primera es la diversidad de respuestas que se deben analizar, por
ejemplo, respuestas muy largas que presentan mayormente errores o una nula
respuesta a la pregunta. La segunda es el costo asociado a tomar y generar el
Feedback Personalizado. Por estas razones surge la necesidad de un enfoque
cuantitativo que equilibre la calidad educativa, que se define en términos de
precision en el analisis técnico y riqueza del feedback, con los costos asociados a

estas salidas.

El objetivo de esta investigacion es disenar un modelo matematico que permita
identificar la configuracion 6ptima de LLMs para generar Feedback Personalizado
en cursos de matematica. Para ello, se compararon tres modelos que provienen de
distintas familias, evaluados con datos reales a una pregunta del curso de Algebra

I que se imparte para las carreras de Ingenieria.
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1.1. Contexto y Relevancia

La capacidad de proporcionar retroalimentacion en tiempo real en el contexto
educativo actual es esencial para mejorar el rendimiento estudiantil y la
comprension de conceptos complejos. Los LLMs han demostrado un potencial
significativo en diversas aplicaciones educativas (Fernandez et al., 2024).
Investigaciones indican que estos modelos pueden ser utilizados para generar
explicaciones y autoevaluaciones, facilitando el aprendizaje de temas dificiles
(Aldazharova et al., 2024; Boscardin et al., 2024). Sin embargo, es crucial reconocer
que, aunque muestran una efectividad educativa notable en ciertas areas, también
presentan limitaciones, especialmente en la comprension conceptual de problemas

complejos.

La seleccion de un modelo adecuado va mas alld de su eficacia académica;
factores como el costo y la eficiencia operativa son igualmente importantes
para su implementacion sostenible en el &mbito universitario (Boscardin et al.,
2024). Se ha destacado que la capacitacion adicional de LLMs puede mejorar
su precision y utilidad en contextos educativos (Kaneda et al., 2023; Nori et al.,
2023), pero también se requieren consideraciones sobre el entrenamiento y la
adaptacion a normativas especificas para maximizar su efectividad (Miao et al.,
2024). La integracion de herramientas en el aula no solo podria optimizar el
proceso de ensenanza-aprendizaje, sino también servir como un valioso apoyo para
las y los educadores, aliviando parte de su carga de trabajo en la evaluacion y
retroalimentacion (Rath, 2025; Yamtinah et al., 2024). Por lo tanto, se sugiere
que los educadores evaltien cuidadosamente ambos aspectos para seleccionar la
herramienta que mejor se adapte a sus necesidades educativas y a las de sus

estudiantes.

1.2. Problema

A pesar de los avances significativos en la tecnologia de los LLMs, la seleccion
adecuada de un modelo que logre un equilibrio eficiente entre coste y rendimiento
sigue siendo un desafio critico, en particular en contextos educativos donde
los recursos son frecuentemente limitados. La literatura existente indica que, si

bien los LLMs pueden ofrecer retroalimentacion educativa de alta calidad, su
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implementacion en instituciones con presupuestos restringidos no siempre es viable
(Quttainah et al., 2024; Yan et al., 2024). Un anélisis de los costos asociados con el
uso de LLMs revela que solo las grandes empresas tecnologicas pueden permitirse
desarrollar y mantener estos modelos a gran escala, lo que genera preocupaciones

sobre la equidad en el acceso a la tecnologia educativa (Tamayo et al., 2024).

Existen marcos que destacan la importancia de considerar la accesibilidad y
la transparencia al seleccionar un LLM para usos educativos, lo que ayuda
a las instituciones a tomar decisiones mas informadas (Lee et al., 2024). Las
investigaciones sugieren que la incorporaciéon de LLMs debe ir acompanada de
formacion y orientacion para maximizar su eficacia mientras se mitigan los riesgos
asociados, como la dependencia excesiva en estas herramientas (Pavlova et al.,
2024).

Por lo tanto, este trabajo propone un marco de referencia que no solo evalia
la efectividad de los LLMs en términos de calidad del feedback educativo, sino
que también considera los aspectos econdémicos y técnicos que determinaran su
viabilidad a largo plazo en el ambito universitario. La necesidad de herramientas
de retroalimentacion automaticas y personalizadas sigue siendo apremiante, y
la eleccion adecuada de un LLM puede facilitar una experiencia educativa més

diversa, siempre que se implementen las consideraciones mencionadas.

1.3. Objetivos

= Objetivo General: Desarrollar un modelo matemético que optimice la
seleccion y configuracion de los LLMs para generar Feedback Personalizado,
considerando la eficiencia econémica y técnica en la asignatura de Algebra I

para ingenierfa.
= Objetivos Especificos:

e Definir métricas de calidad a las salidas de los LLMs para el anélisis

técnico y el Feedback Personalizado.

e Disenar el proceso general para la generacion de Feedback

Personalizado.

e Evaluar el rendimiento y costo de LLMs en términos de las métricas de

calidad establecidas, implementando algunas etapas del proceso general
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de Feedback Personalizado.
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Capitulo 2

Marco Teoérico

2.1. Fundamentos de la Inteligencia Artificial

La Inteligencia Artificial (IA) es un campo de la informatica que tiene como
objetivo crear méaquinas capaces de comportarse de manera inteligente (7). Dentro
de la TA, el Machine Learning (ML) es un subconjunto que se enfoca en desarrollar
algoritmos que permitan a las computadoras aprender y hacer predicciones o
tomar decisiones basadas en datos (Bengio et al., 2013). El Deep Learning (DL) es
un tipo especifico de ML que involucra redes neuronales con multiples capas para
aprender representaciones de datos con multiples niveles de abstraccion (LeCun
et al., 2015). El procesamiento del lenguaje natural (NLP) es una rama de la
IA que se enfoca en permitir que las computadoras comprendan, interpreten y

generen lenguaje humano (Guo et al., 2017).

El DL, en particular las redes neuronales profundas, ha mostrado un éxito
significativo en varias aplicaciones, incluyendo el reconocimiento de patrones y
concursos de aprendizaje automatico (Schmidhuber, 2015). Permite la extraccion
de informacién pertinente a través de la recombinacién jerarquica de caracteristicas
para aprender patrones representados en los datos (Mater and Coote, 2019). En el
contexto de NLP, las técnicas de aprendizaje profundo aprovechan miltiples
capas de nodos de procesamiento no lineal para aprender automaticamente
representaciones del lenguaje para realizar tareas complejas (Guo et al., 2017).

Ademés, el éxito de los algoritmos de ML depende en gran medida de la

representacion de los datos, ya que diferentes representaciones pueden enredar o
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revelar diferentes factores explicativos dentro de los datos (Bengio et al., 2013).

2.2. Inteligencia Artificial Generativa

La Inteligencia Artificial Generativa (IAG) es un subcampo especifico que utiliza
algoritmos para crear nuevos contenidos, como texto, imégenes, misica, y mas, a
partir de patrones aprendidos de datos existentes.

La TAG se centra en la creaciéon y generacion de contenido original, utilizando
modelos como Generative Pre-trained Transformers para crear texto coherente,
asi como Redes Generativas Adversariales (GANs) para producir imagenes. Esta
suele depender de grandes conjuntos de datos y modelos complejos que permiten
la creacion en lugar de solo clasificacion o prediccion. Esto implica un nivel mas
alto de complejidad en el procesamiento y entrenamiento, especialmente para
generar contenido de alta calidad que sea coherente y relevante (Valencia Mendoza
et al., 2024).

2.3. Definiciones claves para LLMs

Para entender mejor los mecanismos y configuraciones en los LLMs, es importante
revisar los siguientes términos y conceptos que son esenciales en el funcionamiento

de estos modelos:

2.3.1. Tokens

Los tokens son las unidades bésicas de texto que estos modelos procesan durante
su funcionamiento. La tokenizacion, es decir, el proceso de dividir el texto
en estas unidades mas pequenas, permite a los LLMs llevar a cabo tareas de
procesamiento de lenguaje natural de manera efectiva (Gutierrez-Vasques and
Mijangos De La Cruz, 2024). Un token puede corresponder a una palabra completa,
un fragmento de palabra o incluso un carécter, lo que facilita que los modelos
manejen distintos idiomas y estructuras lingiiisticas. Por ejemplo, en modelos
basados en WordPiece la palabra “mateméatica” podria convertirse en los sub-
tokens “mate”, “ma” y “tica”’, mientras que otros emplean Byte-Pair Encoding
(BPE), que es un algoritmo de compresion de datos que también se utiliza en el

NLP para la tokenizaciéon de subpalabras, o para optimizar su vocabulario y su
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capacidad de generalizacion SentencePiece. Ademés, la cuantificacion de tokens
afecta directamente al rendimiento de los LLMs, cada modelo impone un limite
maximo de tokens por entrada y salida, y si este se supera, la respuesta suele

cortarse o volverse incoherente.

2.3.2. Temperatura

La temperatura es un parametro que controla la aleatoriedad de la generacion
de texto. La temperatura se utiliza en el algoritmo de muestreo que determina
como se seleccionan las palabras o frases como respuestas generadas por el modelo.
Generalmente, la temperatura puede ajustarse para influir en el equilibrio entre

la diversidad y la coherencia de las respuestas generadas.

Una temperatura més baja, por ejemplo, cercana a (0, genera respuestas mas
predecibles y coherentes, lo que significa que el modelo optara por las palabras
més probables y seguira patrones conocidos en los datos de entrenamiento. Esto
es tutil en situaciones donde se requiere precision y estabilidad, como la generacion
de textos técnicos y formales (Windisch et al., 2024). En contraste, al aumentar la
temperatura, por ejemplo, a 1,0 o mas, el modelo se vuelve més creativo y variado,

generando respuestas que pueden ser menos predecibles y mas diversas.

Investigaciones han demostrado como el ajuste de la temperatura puede impactar
significativamente el rendimiento de los LLMs en diversas tareas. Por ejemplo,
un estudio indicé que al aumentar la temperatura, el nimero de diagnosticos
Unicos en aplicaciones médicas aumentd de 18, con temperatura 0, a 105, con
temperatura 1,0, lo que representa un incremento del 583 % en la diversidad de

diagnosticos (Jarrett et al., 2025).

2.3.3. Prompts

Un prompt se define como el texto o la instruccién que se proporciona al
modelo para guiar su generaciéon de respuestas. Los prompts son esenciales
porque establecen el contexto en el que el modelo debe operar y determinan
como se interpretardn sus respuestas. La formulacion del prompt puede influir
significativamente en la calidad y relevancia del output generado, siendo

fundamental para obtener resultados coherentes y utiles (Fernandes, 2023).

Los prompts pueden variar en complejidad, desde preguntas simples hasta
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descripciones detalladas de tareas especificas. Por ejemplo, un prompt sencillo
podria ser “; Qué es un nimero primo?”, mientras que uno més complejo podria
ser “Demuestra, paso a paso, el teorema fundamental del Algebra y discute dos de
sus apliacaciones”. Esta variabilidad en la formulacién permite a los educadores y
desarrolladores personalizar las interacciones con el modelo para ajustarse a sus

necesidades especificas, sean estas educativas o creativas (Beckford, 2023).

La calidad del prompt también se relaciona directamente con el rendimiento del
modelo. Investigaciones sugieren que prompts bien disenados pueden mejorar
la coherencia y relevancia de las respuestas generadas (Gutierrez-Vasques and
Mijangos De La Cruz, 2024).

2.3.4. Roles: Sistema, Usuario y Asistente

En los modelos de chat, un “rol” define la funciéon o identidad asignada a
cada participante y condiciona su comportamiento en la conversacion. Los roles

principales son:

= Mensaje del Sistema: Es una instrucciéon interna que configura el
comportamiento del modelo (asistente). No proviene de un humano, sino
de la propia plataforma que invoca el LLM. Suele especificar el tono, la

personalidad o las reglas de interaccion.

» Usuario / Mensaje Humano: Corresponde a la entrada real del usuario;
estas pueden ser las preguntas, solicitudes o comentarios que impulsan
la conversacion. El asistente analiza estos mensajes para determinar qué

informacién o ayuda proporcionar.

= Mensaje del Asistente: Es la respuesta generada por el modelo,
fundamentada en las instrucciones del sistema y en las solicitudes del usuario.
Puede incluir explicaciones, sugerencias, ejemplos o cualquier contenido que

resuelva la consulta planteada y mantenga la coherencia con el contexto.

Esta estructura de roles garantiza una interaccion fluida y coherente, permitiendo
que el LLM ajuste dindmicamente sus respuestas segin las directrices del sistema

y las necesidades del usuario.
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2.4.

Técnicas de Mejora de Rendimiento

= La Ingenieria de Prompt es una técnica crucial para guiar y optimizar

las

respuestas de sistemas basados en Inteligencia Artificial. Implica

la elaboracién meticulosa de instrucciones bien disenadas para obtener

respuestas precisas y concisas al interactuar con LLMs (Gartlehner et al.,
2023).

Algunas de las técnicas de mejora de rendimiento son:

a)

b)

Chain of Thought (Cadena de pensamiento o CoT por sus
siglas en inglés): implica presentar tareas complejas de razonamiento
en miltiples pasos a los LLMs a través de ejemplos de respuestas
paso a paso. Esta técnica ha mostrado rendimiento avanzado en tareas
desafiantes como la aritmética y razonamiento simbolico, demostrando
su capacidad para generar procesos de razonamiento complicado en los
LLMs (Kojima et al., 2022). La técnica permite a los modelos manejar
tareas sofisticadas que no se ajustan a las leyes de escalamiento estandar,

ampliando las capacidades para resolver problemas.

Self Consistency: Propuesta por Wang et al. (2023), se disefi6 para
reemplazar la decodificacion utilizada en el CoT. Este método, en vez
de confiar en una tnica ruta de razonamiento para llegar a la respuesta,
toma multiples muestras posibles de caminos de razonamiento, cada
uno diferente y diverso. El proceso consiste en generar varias rutas
de razonamiento para una misma pregunta o problema. Luego, se
selecciona la respuesta mas consistente entre estas multiples rutas que
se generaron. Esta técnica mejora la fiabilidad y coherencia de las
respuestas de los LLM, asegurando que las salidas generadas se alineen
con el proceso de razonamiento previsto y mantengan la consistencia

logica (Taveekitworachai et al.; 2023).

Few-Shot: Implica condicionar a los LLM para resolver diversas tareas
usando prompts creadas a partir de un nimero limitado de pares de
ejemplos en cuanto a entrada-salida. Esta técnica permite a los LLM
generalizar eficazmente a través de tareas con datos de entrenamiento
minimos, mostrando un rendimiento robusto en entornos con pocos

recursos y escenarios de cero ejemplos (zero-shot)(Ma et al., 2023).
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= El Fine-tuning es un proceso donde se toma un LLM pre-entrenado y se
ajustan sus parametros para especializarlo en tareas o dominios especificos
(Duran, 2023). Esto se logra continuando el entrenamiento con un conjunto
de datos mas pequeno y especifico para la tarea. Es 1til porque permite
adaptar un modelo general a necesidades particulares, mejorando su
rendimiento en tareas concretas como la traduccion de textos técnicos o la
asistencia al cliente, haciéndolo més réapido y eficiente para aplicaciones en

tiempo real.

» Retrieval-Augmented Generation (o RAG por sus siglas en inglés) combina
un sistema de recuperacion de informacion con un modelo de generacion de
secuencias. Primero, el sistema de recuperacién busca en una gran base de
datos para encontrar informacion relevante, que luego alimenta al modelo
generativo para producir respuestas informadas y contextualizadas. RAG es
especialmente 1til para tareas que requieren una comprension profunda y
detallada, como la generacion de respuestas para preguntas complejas o
la elaboracion de restimenes de investigacion, donde la precision es crucial

(Lewis et al., 2021).

La principal diferencia entre fine-tuning y RAG radica en la forma en que cada
técnica aprovecha los datos y modifica el modelo, la primera reentrena un modelo
de aprendizaje profundo en un conjunto de datos especifico del dominio para
optimizar su rendimiento en tareas concretas, ajustando directamente sus pesos
y sesgos. La segunda, en cambio, aumenta un modelo de NLP conectandolo
en tiempo real a la base de datos de la organizacién, recuperando documentos
relevantes y enriqueciendo dinamicamente el contexto de generacion (Belcic and
Stryker, 2024).

La eleccion de la técnica de ingenieria de prompts es crucial para el éxito de tareas
que requieren razonamiento complejo. Para el propoésito de este estudio, analizar
y calificar soluciones matematicas, se seleccioné la técnica CoT. Investigaciones
pioneras como la de Wei et al. (2022) demostraron que al instruir a los LLMs a
“pensar paso a paso’ y a externalizar su proceso de razonamiento, su rendimiento
en tareas aritméticas, de sentido comun y de razonamiento simboélico mejora

drasticamente.
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Esta metodologia es particularmente efectiva porque descompone un problema
complejo en una secuencia de pasos intermedios y manejables. En el contexto de
la evaluacion educativa, esto permite guiar al modelo para que primero identifique
los conceptos clave, luego compare la respuesta del estudiante con la pauta, y
finalmente justifique la asignacion de puntaje, emulando el proceso cognitivo de
un evaluador humano. Dada su probada eficacia para mejorar la fidelidad y la
logica en problemas de miultiples pasos, el CoT fue considerado el enfoque mas

adecuado para este trabajo.

2.5. Retroalimentacion en la Educacion

La retroalimentacion, en el contexto educativo, se refiere al proceso a través del
cual se proporciona informaciéon constructiva a las y los estudiantes o usuarios
sobre su desempeno, tareas o interacciones con el sistema. Esta retroalimentacion
es esencial para el aprendizaje, ya que ayuda a los individuos a identificar areas
de mejora, entender sus errores y corregir sus enfoques en el futuro. En el ambito
educativo ha sido objeto de un amplio estudio y se ha demostrado que tiene efectos
positivos significativos en el aprendizaje de los estudiantes. Segin Mateos Morfin
and Flores Aguirre (2022), la retroalimentacion puede ser un factor determinante
en el éxito educativo, ya que proporciona a las y los estudiantes informacion
especifica sobre su desempeno, lo que les permite ajustar sus estrategias de
aprendizaje. Ademas, Andrés Jiménez and Gonzalez Zuniga (2016) destacan que
la retroalimentacion fomenta la autorregulacion al permitir que las y los estudiantes
reflexionen sobre su proceso de aprendizaje y tomen decisiones informadas para

mejorar.

Los modelos educativos han enfatizado en la importancia de utilizar criterios
e indicadores formativos en la retroalimentacion. Riojas Rivera et al. (2023)
argumentan que la retroalimentacion debe ser especifica y orientada a la mejora
continua. Asimismo, Burga Vargas et al. (2023) enfatizan la necesidad de motivar la
agencia de las y los estudiantes, promoviendo su participacion activa en el proceso
de retroalimentacion. Esto se alinea con las propuestas de Hernandez Gutiérrez
et al. (2017), quienes sugieren que la retroalimentacion debe ser un proceso

colaborativo que involucre tanto a docentes como a estudiantes.

En conclusién, la retroalimentacion es un componente esencial del proceso de
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ensenanza-aprendizaje que no solo mejora el rendimiento académico, sino que
también promueve la autorregulacion y el aprendizaje auténomo. Las practicas de
retroalimentacion deben ser cuidadosamente disenadas y ejecutadas, considerando
la interaccion entre estudiantes y docentes, asi como la utilizacion de criterios claros
y especificos. La implementacion de estrategias de retroalimentacion efectivas
puede transformar la experiencia de aprendizaje, haciendo que las y los estudiantes

se conviertan en participantes activos en su propio proceso educativo.

2.5.1. Feedback Personalizado.

El Feedback Personalizado se refiere a la informacién proporcionada a un estudiante
que esta adaptada a su producciéon o comportamiento individual. Su objetivo
principal, al igual que la retroalimentacion en general, es reducir las discrepancias
entre el rendimiento actual del estudiante y un objetivo o estdndar deseado. Para
ser verdaderamente valiosa, la retroalimentacion debe informar sobre una tarea
o proceso de aprendizaje especifico y estar adaptada al resultado o acciones del

estudiante para ayudar a cerrar esa brecha (Akavova et al., 2023).

2.6. Estado del Arte

2.6.1. Aplicaciones y Desempeno de LLMs en la Calificaciéon

Educativa

Los LLMs han llamado la atencion de manera significativa en varios campos de
investigacion debido a sus notables capacidades. En el ambito de la Ingenieria de
Software, los LLMs han mostrado avances en generar texto similar al humano,
ayudando en tareas relacionadas con el codigo (Al-Kaswan et al., 2024). Ademas, en
el sector biomédico, se han aprovechado para procesar registros médicos electronicos
no estructurados, ofreciendo oportunidades para mejorar la atencion médica
(Albarqawi, 2022).

En el campo de la educacién, su aplicacion méas prometedora es la asistencia
en la evaluacion. Estudios recientes han pasado de afirmaciones generales a
pruebas empiricas rigurosas sobre la viabilidad de los LLMs como herramientas
de calificacion. Por ejemplo, Mok et al. (2024) realizaron una prueba empirica

comparando la calificacion de problemas de fisica de pregrado por parte de humanos
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frente a varios LLMs (Gemini 1.5 Pro, GPT-4, GPT-40 y Claude 3.5 Sonnet).
Sus resultados indican que, aunque la calificacién de la TA es propensa a errores
matematicos y alucinaciones, su calidad mejora sustancialmente cuando se le
proporciona un esquema de calificacion (rubrica), acercdndose al rendimiento
humano. El estudio también encontré una correlaciéon entre la capacidad de un

LLM para resolver un problema y su habilidad para calificarlo correctamente.

De manera complementaria, Chen and Wan (2024) investigaron el uso de GPT-4o
para asignar puntaje parcial a las explicaciones escritas de los estudiantes en
problemas de fisica. Demostraron que, mediante una cuidadosa ingenieria de
prompts y el uso de la auto-consistencia (ejecutar la calificacion multiples veces
y tomar el resultado mas frecuente), es posible alcanzar una precisién a nivel
humano. Este enfoque permite evaluar no solo el resultado numérico, sino el
proceso de razonamiento del estudiante, un aspecto fundamental en la educacion
STEM.

Los hallazgos de estos estudios son consistentes con la investigacion realizada en
otros dominios cuantitativos. En un estudio comparativo en moédulos de educaciéon
superior como Tecnologias de la Informacion y Gestion, Ragolane et al. (2024),
encontraron que GPT-4 super6 notablemente a su predecesor. Mientras que GPT-
3.5 mostré una diferencia promedio del 24 % en las calificaciones en comparacion
con los evaluadores humanos, GPT-4 redujo esta brecha a solo un 4 %. Este estudio
también subraya un factor critico: el rendimiento de la TA esta intrinsecamente
ligado a la calidad de la rabrica o la memoria. En médulos con preguntas objetivas y
ribricas bien estructuradas, como Estadistica, la IA demostré ser altamente eficaz,
proponiendo un modelo hibrido donde la IA gestiona la escala y la objetividad,

mientras que los humanos aportan el juicio en tareas subjetivas.

Estos trabajos ilustran que, si bien los LLMs no son perfectos, su rol en la
automatizacion de la calificacion es cada vez mas viable, especialmente en dominios
técnicos donde la evaluacion del proceso es tan importante como la respuesta final

y donde se pueden disenar rubricas claras.
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2.6.2. Desafios en el Flujo de Trabajo y la Evaluacién de la

Calificacién con TA

Mas alla del rendimiento intrinseco de los modelos, la implementacion préactica
de la calificacion asistida por IA presenta desafios significativos en el flujo de
trabajo. Aqui, Kortemeyer et al. (2024) exploraron estos desafios utilizando un
examen de termodindmica escrito a mano. El mayor obstaculo identificado fue
la conversion de las respuestas manuscritas a un formato legible por méaquina
mediante Reconocimiento Optico de Caracteres (OCR). Este proceso es propenso
a errores, especialmente con expresiones matemaéaticas complejas y diagramas
dibujados a mano, cuya interpretacién por parte de la IA resulté ser menos fiable

que la de las derivaciones matematicas.

Para mitigar la incertidumbre inherente al proceso, se han propuesto estrategias
innovadoras. Lo realizado por Chen and Wan (2024) fue que desarrollaron un indice
de confianza de calificacion basado en la entropia de Shannon. Este indice mide
la variabilidad en los resultados de calificacion a través de miltiples ejecuciones
de auto-consistencia. Las respuestas con alta entropia (es decir, alta variabilidad)
pueden ser marcadas automaticamente para una revision humana, optimizando
asi la supervision y combinando la eficiencia de la IA con la precision del juicio

experto.

Estos hallazgos subrayan que la calificaciéon con IA no es simplemente una tarea
de entrada y salida, sino un proceso complejo que requiere un diseno cuidadoso
del flujo de trabajo, desde la digitalizacion de las respuestas hasta la gestion de la

incertidumbre del modelo.

2.6.3. Modelos

2.6.3.1. Familias de Modelos

Los LLMs se agrupan en distintas familias, desarrolladas por empresas o

comunidades, cada una con caracteristicas y objetivos especificos:

s Meta: La familia LLAMA, presentada por Meta en 2023, se caracteriza
por su eficiencia computacional y accesibilidad en entornos de recursos
limitados. Sus versiones mas pequenas, como el modelo de 8000 Millones

(M) de parametros, permiten su ejecucion en hardware més pequenos,
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mientras que arquitecturas mixtas de expertos, como LLaMA Scout, tienen
17000M activos sobre 109000M totales, funcionan en una sola GPU H100
con cuantizaciéon FP4, reduciendo drasticamente los requisitos de computo
(Dojo Staff; Malhotra).

» OpenAl: La serie GPT (Generative Pre-trained Transformer) destaca por
su versatilidad en generacion de texto, seguimiento de instrucciones complejas
y compromiso ético. A través de técnicas de alineamiento (InstructGPT)
mejora la fidelidad y seguridad de las respuestas, reduciendo la generacion
de contenido toxico, es decir, expresiones que incluyen insultos, lenguaje
ofensivo, discurso de odio o mensajes intimidatorios, y minimizando sesgos

indeseados.

= Google DeepMind: La familia GEMINI integra capacidades nativas
multimodales (texto, imagenes, audio, video) con ventanas de contexto
de hasta 2 M tokens. Sus variantes Pro y Ultra implementan modos de
razonamiento profundo (“Deep Think”) para simulaciones interactivas y
analisis avanzado de codigo y datos, escalando desde dispositivos edge hasta

infraestructuras en la nube (Google DeepMind, 2025; Team et al., 2024).

= DeepSeek: Desarrollada bajo la direccion de Liang Wenfeng, DeepSeek R1
es un modelo open-source de alto rendimiento entrenado en 57 dias usando
2048 GPUs H800 y miles de GPUs de menor potencia, con un costo total
de entrenamiento de US$ 5,6 M, muy por debajo de los cientos de millones
asociados a otros lideres del mercado, orientado a finanzas, ciencia y politicas
publicas con filosofia de IA confiable y colaborativa (huongnguyen253,; 2025;
Robison, 2025).
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Modelo Costo input Costo output
(USD /1M tokens) (USD /1M tokens)

Llama-.3.3-7OB- Meta 0.59 0.79
Versatile

— “

T 2 N

Figura 2.6.1: Modelos y sus costos. Fuente: Elaboraciéon propia.
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2.6.3.2. Medicion de Modelos (Benchmarks y Datasets)

Los benchmarks en TA son pruebas estandarizadas que se utilizan para evaluar y
comparar el rendimiento de diversos modelos de lenguaje (Dua et al., 2019). Estas
pruebas, como MMLU o GSM-8K, son fundamentales para medir capacidades
generales. Sin embargo, la investigacion aplicada en educacion, como la de Mok
et al. (2024), a menudo requiere la creacion de metodologias de evaluacion
personalizadas. En lugar de depender tinicamente de benchmarks estdndar, estos
estudios establecen su “verdad absoluta” (ground truth) comparando los resultados
de la TA con las calificaciones de expertos humanos (profesores o asistentes de
docencia) bajo ribricas especificas, lo que proporciona una medida de rendimiento
mucho més contextualizada y relevante para la tarea educativa en cuestion. Entre

los benchmarks méas conocidos en el campo de los LLMs, se definen los siguientes:

a) MMLU (Massive Multitask Language Understanding): Esté diseniado
para medir el conocimiento adquirido durante el preentrenamiento mediante

evaluaciones zero-shot y few-shot en 57 areas de STEM, humanidades,
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ciencias sociales y mas. Varia en dificultad desde nivel elemental hasta
profesional, evaluando tanto conocimiento general como resolucién de

problemas (Hendrycks et al., 2021).

b) GSM-8K(Grade School Math 8K): Conjunto de datos de 8,5 Kilo (K)
problemas matematicos de escuela primaria, creados por escritores humanos.
Aunque conceptualmente simples, requieren multiples pasos de razonamiento,

lo que desafia a los modelos de ultima generacion (Cobbe et al., 2021).

c) HellaSwag: Evalta la inferencia del lenguaje natural (o NLI por sus siglas
en inglés) de sentido comun cuya clave esta en letras o palabras enganosas
generadas adversarialmente para completar historias de sentido comin,

triviales para humanos (> 95 % de acierto) pero dificiles para los modelos
(Zellers et al., 2019).

d) WinoGrande: Dataset de 44 K problemas inspirado en el Winograd
Schema Challenge, ampliado mediante un procedimiento de crowdsourcing
y reduccion sistematica de sesgos con el algoritmo AfLite, para asegurar

robustez a asociaciones sesgadas (Sakaguchi et al.; 2019).

e) DROP (Discrete Reasoning Over Paragraphs): Es de comprension
de lectura con 96 K preguntas que exige resolver referencias en el texto y
realizar operaciones discretas (suma, conteo, ordenamiento) sobre parrafos,
superando las capacidades de modelos que dependen solo de atajos de entidad

o parafraseo (Dua et al., 2019).

2.6.4. Beneficios del Feedback Personalizado con LLMs

El uso de LLMs para ofrecer retroalimentacion personalizada esta revolucionando
los enfoques tradicionales de aprendizaje y evaluacion. Estas herramientas permiten
automatizar la retroalimentacion en respuestas abiertas. Esta capacidad fue
explorada empiricamente por Wan and Chen (2024), quienes utilizaron GPT-
3.5 para generar feedback sobre respuestas a preguntas conceptuales de fisica.
Un hallazgo clave fue que, aunque los estudiantes calificaron la correccion del
feedback de la TA y el humano de manera similar, consistentemente calificaron
el feedback de la TA como “més tutil”. Esto sugiere que los LLMs pueden generar
comentarios que los estudiantes perciben como mas detallados o mejor adaptados

a sus respuestas especificas.



18 2.6. Estado del Arte

Podemos decir que los estudios de Chen and Wan (2024) amplian esta perspectiva
al demostrar que los LLMs pueden ser instruidos para generar explicaciones
claras y detalladas sobre los resultados de la calificacion, lo que aumenta la
transparencia del proceso para el estudiante y le permite entender por qué recibi6
una determinada puntuacion. La integracion de la retroalimentacién humana en
el proceso, asegura que los LLMs proporcionen comentarios que resuenen con los

estudiantes y que sean més relevantes para su contexto educativo.

2.6.5. Limitaciones y Desafios Especificos

A pesar de su potencial, los LLMs presentan limitaciones concretas en tareas de
calificacion, especialmente en dominios matematicos. En un estudio identificaron
que los modelos de TA tienden a cometer errores matematicos y a “alucinar”
(inventar informacion). Ademas, mostraron un comportamiento de calificacion
inconsistente: sin un esquema de calificacion, tienden a ser demasiado indulgentes,
mientras que con un esquema estricto, pueden volverse demasiado rigidos e

incapaces de reconocer soluciones alternativas pero correctas (Mok et al., 2024).

Por su parte, Kortemeyer et al. (2024) destacaron las dificultades operativas.
Observaron que los LLMs cometen “errores de conteo” al aplicar rubricas muy
detalladas a problemas largos, perdiendo el rastro de los puntos asignados. También
confirmaron la poca fiabilidad de la TA para interpretar y calificar graficos o
diagramas dibujados a mano, una tarea comin en los exdmenes de ciencias e
ingenieria. Estas limitaciones subrayan que, si bien los LLMs son herramientas
poderosas, su implementacion efectiva requiere supervision humana y flujos de

trabajo cuidadosamente disenados para mitigar sus debilidades inherentes.
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Capitulo 3
Metodologia

En este capitulo se describe el procedimiento metodologico empleado para disenar
un modelo matematico cuyo objetivo es optimizar la seleccién y configuracion
de los LLM con miras a entregar retroalimentacion de alta calidad en cursos de

matemaéticas a nivel universitario, procurando minimizar los costos asociados.

3.1. Proceso general para la generaciéon de

Feedback Personalizado

El flujo de trabajo abarca cinco etapas distribuidas a lo largo de diez dias héabiles,
correspondiente al periodo de intervencién en el curso por cada evaluaciéon que se
realice. Para el desarrollo de esta tesis se emplearon inicamente datos histéricos y
evaluaciones previamente calificadas por la docente responsable de la asignatura.
Por lo tanto, el procedimiento de recoleccion difiere del que se aplicaria durante
la intervencién en tiempo real, pues desde el inicio se debe fijar la configuracion

del modelo (incluida la temperatura) que se utilizo en las etapas posteriores.

Digitalizacion Transcripcion Feedback

I D D — 1 ] ] =

Figura 3.1.1: Proceso general para la generacion de Feedback Personalizado.
Fuente: Elaboracion propia.

El proceso consta de las siguientes cinco etapas:
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3.1. Proceso general para la generacion de Feedback Personalizado

. Digitalizacion. Se escanean los certamenes entregados por las y los

estudiantes, generando (i) un archivo PDF que contiene el documento

completo y (ii) archivos PNG independientes para cada pagina.

. Transcripciéon de respuestas. Cada imagen PNG se introduce en el

LLM para obtener una transcripcién en formato Markdown segmentada por
pregunta. A continuacién, un ser humano revisa y corrige manualmente el
texto generado hasta garantizar su fidelidad al contenido original. Esta etapa

produce una transcripcion validada de la respuesta de la o el estudiante.

. Analisis técnico. Al LLM se le proporciona la transcripciéon validada

junto con la pauta de correccion y, de ser aplicable, la ribrica asociada. El
modelo emite un texto detallado de aciertos y omisiones, asignando puntajes
parciales segun los criterios establecidos. Un ser humano revisa el analisis
técnico y lo valida realizando los ajustes que considere pertinentes. El prompt

utilizado para esta etapa se encuentra completo en el Apéndice A.3.1.

. Feedback Personalizado. Utilizando el analisis técnico, el LLM genera

el Feedback Personalizado para la respuesta de la o el estudiante. Cada
Feedback Personalizado se revisa, corrige y evaliia usando la misma rubrica
para asegurar su coherencia y utilidad pedagogica. Esta etapa genera un
“feedback prevalidado”. El prompt detallado para esta etapa se encuentra en
el Apéndice A.3.2.

. Entrega a la/el docente. Finalmente, el “feedback prevalidado” es revisado,

corregido y validado por la o el docente, quién luego se lo entrega a sus
estudiantes a través de correo electronico o la plataforma de gestion de

aprendizaje institucional.

El proceso completo, desde la recoleccion de la evaluacion hasta la entrega final

de la retroalimentacion, se detalla visualmente a continuaciéon. El flujo de trabajo

se divide en tres partes principales, presentadas en las Figuras 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4
3.1.5y 3.1.6.
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Figura 3.1.3: Etapa 2: Transcripcion. Fuente: Elaboracién propia.
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Andlisis Técnico

1. **Determinacién del dominio de $f¢$:**

Sele
proporcionan
al LLM tres
elementos: la
I__?] transcripcién
validada, la
pauta de
correccién y

la rdbrica de
puntaje.

-

Figura 3.1.4:

El estudiante intenté establecer el dominio de $f$ mediante la
condicién $4 - x*2 \geq 0%, lo cual es correcto. Sin embargo,
cometié un error al concluir que el dominio de $f$ es $(-\infty,
El LLM genera un 2].

andlisis técnico

inicial que Un experto - La solucién correcta es que $x*2 \leg 4%, lo que implica $-2
. W x \ 2$. Por lo tanto, $\text{Dom}(f) = [-2, 2]$, no $(-
compara la humano revisa el Jeq x \leq Reom

\infty, 2]$.

-

respuesta con la
pauta y asigna un

analisis del LLM,

corrige cualquier 1. **Identificacién del dominio (3 puntos):**

pun?aj.e imprecisién en la
preliminar. calificacion y - Correcta identificacién de la condicién inicial: 1/3.
valida la Le - Conclusién errénea sobre el domipio: @/3.
as justificacién > Ve e
y técnica.

Etapa 3: Anélisis Técnico. Fuente: Elaboraciéon propia.
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" Salida del LLM
Feedback Personalizado

/ 0 .
- — Estimado estudiante:
/ Un experto humano L . . . X
revisa el borrador iFelicitaciones por un trabajo excepcional en el andlisis y resolucion del
sele EI LLM redacta para asegurar que el : i
un borrador del tono sea problema! A continuacion, te ofrezco un feedback detallado sobre cada uno de

proporcion

aalllMel Feedback constructivo, el los criterios evaluados:
- . Personalizado, contenido sea
analisis P
siguiendo las pedagdgicamente

técnico e Valiosoy se cumplan 1. Identificacién del dominio de f:

validado de iteri
or todos los criterios de . -
la etapa rdbrica. calidad. El resultado ¢ Has demostrado un excelente entendimiento al identificar correctamente
anterior. T & reedback Persan el dominio de f como 2, 2] Este es un paso crucial y lo has abordado
alizado Pre- con claridad. Mantén esta atencion al detalle en futuros problemas.
validado.

Figura 3.1.5: Etapa 4: Feedback Personalizado. Elaboracion propia.

Entrega de Feedback

El Feedback Personalizado Pre-validado se entrega al docente
responsable para su aprobacién final antes de ser enviado al
estudiante a través de los canales institucionales.

= +

Figura 3.1.6: Etapa 5: Entrega de Feedback. Fuente: Elaboracion propia.

3.2. Diseno Experimental

3.2.1. Recoleccion de la muestra a utilizar.

Para la ejecucion del diseno experimental, se utiliz6 una muestra de datos
proveniente de certdmenes reales. Especificamente, se seleccionaron aleatoriamente
respuestas de estudiantes a la pregunta 2 del segundo certamen del curso de
Algebra I, correspondiente a la seccién 11 del primer semestre de 2024 (detallada

en el Apéndice A.1).

La calificacion de las salidas de los modelos se fundamento6 en la experticia de
la docente del curso, la Dra. Moénica Selva. Sus calificaciones originales de los
certamenes se establecieron como el estandar de referencia para medir la “Calidad

del Anaélisis Técnico”. Asimismo, la Dra. Selva fue la responsable de evaluar la
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calidad pedagodgica de los feedbacks generados por los modelos.

3.2.2. Diseno factorial 3" en bloques 37

Para analizar la calidad de la retroalimentacion y optimizar los costos, se ha
seleccionado un disefio factorial 3% en bloques 3P, siguiendo los lineamientos de
Montgomery (2001). Cada uno de los cuatro factores considerados, que son modelo
utilizado para el analisis técnico, temperatura del modelo en el analisis técnico,
modelo empleado para la generacion de la retroalimentacion y temperatura del

modelo en la generacion de la retroalimentacion, cuenta con tres niveles (ver 3.2.2).

Este diseno factorial permite examinar simultaneamente el efecto de multiples
factores y sus interacciones, en particular, el impacto del modelo y la temperatura
en las fases de anélisis técnico y generacion de retroalimentacion. La incorporacion
de bloques en la estructura experimental, donde cada bloque representa una
respuesta de un estudiante, ayuda a mitigar la variabilidad individual de los

estudiantes, mejorando la precision en la estimacion de los efectos de los factores.

Dado que un diseno factorial completo requeriria evaluar las 81 combinaciones en
cada respuesta, lo que resultarfa inviable por su elevado costo computacional, la
inclusion de bloques permite distribuir las combinaciones de manera equitativa.
Esto asegura una evaluacion representativa sin comprometer la capacidad de
estimar los efectos principales y sus interacciones mas relevantes. El cuadro 3.2.1
muestra las 81 combinaciones distribuidas en 9 respuestas estudiantiles, denotadas
como Ry, Rs, ..., Ry. Cada columna representa un bloque correspondiente a una
respuesta estudiantil, y cada fila contiene una combinacion especifica de los factores
evaluados. Ademas, se ha introducido un criterio de bloqueo para controlar la
variabilidad atribuida a factores ajenos al estudio, como lo es el tipo de respuesta,
por ejemplo, si el estudiante resolvié extensamente pero de forma incorrecta, o si

no abordé la pregunta en absoluto.

Para minimizar la confusiéon de interacciones, la asignaciéon de tratamientos
dentro de cada bloque se ha realizado de manera balanceada, asegurando que
cada combinacion factorial sea evaluada en miltiples bloques cuando sea posible.
Se ha aplicado un procedimiento de asignaciéon en el que cada bloque recibe
un subconjunto de combinaciones factoriales que cubre de manera equitativa

los niveles de los factores principales, evitando la sobre-representacion de un
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nivel especifico dentro de un mismo bloque. Ademas, cada nivel del factor
aparece la misma cantidad de veces en cada bloque. Este enfoque permite reducir
la influencia de efectos de confusién derivados de la estructura de bloqueo,
garantizando una comparaciéon més precisa de los efectos principales y de sus

interacciones.

Ry Ry R Ry Rs Ry R Rg Ry
0000 | 0001 | 2000 | 0200 | 0020 | 0010 | 1000 | 0100 | 0002
0122 | 0120 | 2122 | 0022 | 0112 | 0102 | 1122 | 0222 | 0121
0211 | 0212 | 2211 | 0111 | 0202 | 0221 | 1211 | 0011 | 0210
1021 | 1022 | 0021 | 1220 | 1011 | 1001 | 2021 | 1121 | 1020
1110 | 1111 | 0110 | 1010 | 1100 | 1120 | 2110 | 1210 | 1112
1202 | 1200 | 0202 | 1102 | 1222 | 1211 | 2102 | 1002 | 1201
2012 | 2010 | 1011 | 2212 | 2002 | 2022 | 0012 | 2112 | 2011
2101 | 2102 | 1101 | 2001 | 2121 | 2111 | 0101 | 2201 | 2100
2220 | 2221 | 1220 | 2120 | 2210 | 2200 | 0220 | 2020 | 2222

Tabla 3.2.1: Disefio en bloques. Fuente: (Montgomery, 2001, p. 378)

En la tabla, cada configuracion de cuatro digitos codifica de manera compacta

tanto el modelo como la temperatura utilizados en las dos fases del proceso:

Clave Modelo Analisis Temperatura Analisis Modelo Temperatura
Técnico Técnico Feedback Feedback
0 gpt-40-2024-08-06 0 gpt-40-2024-08-06 0
1 llama-3.3-70b-versatile 0,5 llama-3.3-70b-versatile 0,5
2 gemini-2.0-flash-001 0,8 gemini-2.0-flash-001 0,8

Tabla 3.2.2: Niveles correspondiente a la configuracion en cada etapa. Fuente:
Elaboraciéon propia.

De este modo, por ejemplo, la configuraciéon “1201” indica que para el andlisis
técnico se empled Llama-3.3-70b-versatile con temperatura 0,8 y para el feedback
GPT-40-2024-08-06 con temperatura 0,5.
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3.3. Definicién de Factores y Niveles

Dado el interés en configurar distintos LLM para el analisis, se consideran los

siguientes factores (variables de decision), cada uno con tres niveles:

= Seleccion del LLM: El primer factor es la eleccion del LLM. Para este factor
los tres niveles corresponde a utilizar los modelos M;: gpt-40-2024-08-06,
Ms: Llama-3.3-70b-versatile y M3: Gemini-2.0-flash-001.

= Temperatura: El segundo factor corresponde a la temperatura. No todos los
modelos tienen el mismo rango del valor en que puede variar su temperatura,
pero se tomaron los valores que sean equivalentes al trabajar. Los distintos
niveles de temperatura seleccionado para las etapas de Analsis Técnico
y Feedback Personalizado son 0, 0,5 6 1 y 0,8 6 1,6. Se escogen dichas
temperaturas para variar las respuestas de los modelos de mas deterministas

a mas aleatorias.

3.4. Definicién de Variables

3.4.1. Variables de Respuesta

Las métricas que se obtienen tras ejecutar el modelo para cada combinacién son:

» Calidad del Analisis Técnico (A4;): Grado con que el modelo describe y
analiza la respuesta del estudiante segtun la pauta y el puntaje asignado por
cada item. Para determinar esta calidad, se realizard una comparaciéon con
el puntaje asignado en cada item por el modelo y el puntaje asignado por la

docente. Esto se calculard mediante la siguiente ecuacion:

N

H LLM
Z |s; —s;

A; =1—AX;, donde AX; =" (3.4.1)

N
2 m
i=1

Donde cada i es la calidad que tendra la respuesta del modelo en la

configuracion correspondiente. Ademas, si es la calificacion de la docente
LLM

que corrigié dicha evaluacion, s;" es calificacién asignado por el LLM y
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m; es el méaximo de puntos posibles en el item ¢, N es la cantidad de items

de la pregunta.

Asi, se tiene que A; = 1 si el LLM califica exactamente como la docente y

A; = 0 si el LLM comete el maximo error posible.

» Calidad del Feedback Personalizado (F;): Calidad de

la

retroalimentacion generada, evaluada con una rubrica especializada

(ver Apéndice A.2 con los criterios y descriptores completos). La rubrica

evalia 9 criterios, estos son:

Criterio Muy Bueno | Suficiente | Insuficiente
Bueno

Claridad

Especificidad

Feedback Constructivo

Se  explicita  Desempeno
Esperado

Reconocer respuestas correctas
del desempeno del estudiante

Mostrar Errores del desempeno
del estudiante

Consejos para Mejorar

Feedback respetuoso

Extension y Complitud del
feedback

Tabla 3.4.1: Esquema de ribrica para evaluar el Feedback Personalizado.

La ecuacion para determinar la calidad del Feedback Personalizado estéa

dada por:
9 _
Zj:l Cj Cj1 + Cjo

F, =

con ¢; =

(3.4.2)

900 2
donde ¢;; y ¢;o son el puntaje asignado por dos evaluadores humanos por
cada criterio, ¢; es el puntaje promedio por criterio y 900 es la puntuacion

méxima posible.

Costo del Analisis Técnico (C%): Para determinar el costo del analisis
técnico se tomara el nimero de tokens utilizados al momento de generar esta

salida, los tokens son la unidad bésica de texto que los modelos procesan
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para generar una respuesta. La formula es la siguiente:
C"y = Ty, - precio,, + Ty - precio,,, (3.4.3)

Donde T}, son los Tokens de entrada, precio;, es el precio por token de
entrada, T,,; son los tokens de de salida y precio,,; es el precio por token
de salida.

» Costo del Feedback (C%): Al igual que en anélisis técnico, se determinara
el costo del Feedback Personalizado en cuanto a la entrada y salida de tokens
generados.

Ci. = Ty, - precioy, + Tyt - precio, (3.4.4)

Donde T;, son los tokens de entrada, precio;, es el precio por token de
entrada, T,,; son los tokens de de salida y precio,,; es el precio por token

de salida.

3.5. Formulacién del Modelo de Optimizacion

3.5.1. Funcién Objetivo

Sean «, A, B, v v los pesos que reflejan la importancia relativa de la calidad
del Anélisis Técnico, la calidad del Feedback Personalizado, el costo del Anélisis
Técnico y el costo del Feedback Personalizado, respectivamente. El problema de

maximizacion es:

max Z(x)=aA(x) + ANF(z) — fCa(x) — vCp(x),

reX
donde X es el conjunto de las 81 combinaciones posibles definidas en la tabla
3.2.1. El objetivo es encontrar la combinacion

t = X Z ().
2" = arg mix (x)

Dado que los pesos «, A, 3,7 determinan la ponderaciéon relativa de cada
componente en la funcién objetivo, y no estan previamente definidos, se exploraron

distintos conjuntos de valores para evaluar su impacto en la optimizacion.
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Capitulo 4
Analisis

4.1. Analisis Exploratorio de Meétricas de

Rendimiento y Costo

Antes de construir y analizar formalmente el indice compuesto Z, es imperativo
realizar un anélisis exploratorio de las variables individuales que lo componen. El
proposito de esta seccion es caracterizar el comportamiento de los modelos. Esta
exploracién nos permitira comprender los compromisos inherentes a cada modelo

y sentara las bases para la agregacion de estas métricas.

4.1.1. Analisis de Rendimiento

Los puntajes del Analisis Técnico y el Feedback Personalizado evalian la calidad

de las respuestas generadas por los modelos.

‘ Modelo ‘ Min ‘ Q1 ‘ Mediana ‘ Promedio ‘ Q3 ‘ Max ‘ Desv. Est. ‘

M, 0,6 | 0,75 0,825 0,816 0,85 1 0,0948
My 0,5 | 0,712 0,75 0,8 0,95 1 0,136
M; 0,6 | 0,775 0,8 0,817 0,875 | 0,95 0,0835

Tabla 4.1.1: Estadisticas de Puntaje de Anélisis Técnico por Modelo. Fuente:
Elaboracion Propia.
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‘ Modelo ‘ Min ‘ Q1 ‘ Mediana ‘ Promedio ‘ Q3 ‘ Max ‘ Desv. Est.

M, 0,472 | 0,562 0,634 0,637 0,714 | 0,85 0,105
M, 0,424 | 0,547 0,62 0,620 0,703 | 0,878 0,108
M; 0,509 | 0,549 0,661 0,653 0,715 | 0,853 0,106

Tabla 4.1.2: Estadisticas de Puntaje del Feedback Personalizado por Modelo.
Fuente: Elaboraciéon Propia.

La Tabla 4.1.1 y la Tabla 4.1.2 detallan las estadisticas descriptivas de los puntajes

de Analisis Técnico y Feedback, respectivamente, por cada modelo LLM.

En el Analisis Técnico, 4.1.1, el modelo Mj; presenta el desempeno més consistente
y elevado, con una mediana de 0,8 y un promedio de 0,817, acompanado de la
menor desviaciéon estandar 0,0835, lo que indica una mayor estabilidad en sus
resultados. M; también muestra un buen rendimiento con una mediana de 0,825
y promedio de 0,816, pero con una desviacion estandar ligeramente superior de
0,0948. Por otro lado, M, tiene un promedio y mediana mas bajos, 0,8 y 0,75
respectivamente, y la mayor desviacion estandar 0,1364, sugiriendo una mayor

variabilidad.

En cuanto al Feedback Personalizado, 4.1.2, M3 contintiia liderando con una
mediana de 0,661 y un promedio de 0,653, nuevamente con la desviacion estandar
mas baja 0,106. M; sigue de cerca con una mediana de 0,634 y promedio de 0,637,
y una desviacion estandar similar 0,105. M, muestra nuevamente el rendimiento
mas bajo en promedio 0,620 y mediana 0,62, con la desviaciéon estandar mas
alta 0,108, lo que sugiere que, si bien su rendimiento es competitivo en algunos

aspectos, es menos consistente que los otros modelos en la tarea de Feedback.

4.1.2. AnaAlisis de Eficiencia: Costos y Consumo de Tokens
Modelo Min Q1 Mediana | Promedio Q3 Max | Desv. Est.
M,y 0,00787 | 0,00987 0,0103 0,0105 0,0114 0,0130 0,00133
Mo 0,00231 | 0,00275 0,00286 0,00291 0,00303 | 0,00364 0,000294
M3 0,000496 | 0,000726 | 0,000841 0,000844 | 0,000948 | 0,00122 0,000166

Tabla 4.1.3: Estadisticas de Costo en USD del Anélisis Técnico por Modelo.
Fuente: Elaboracion propia.
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Modelo Min Q1 Mediana | Promedio Q3 Max Desv. Est.
M, 0,00555 | 0,00658 0,00700 0,00706 0,00744 | 0,00879 0,000801
My 0,00140 | 0,00175 0,00197 0,00204 0,00231 | 0,00305 0,000427
M; 0,000303 | 0,000454 | 0,000536 0,000518 | 0,000581 | 0,000683 0,000104

Tabla 4.1.4: Estadisticas de Costo en USD del Feedback por Modelo. Fuente:

Elaboracion propia.

Modelo | Min | Q1 | Mediana | Promedio | Q3 | Max | Desv. Est.
M, 2882 | 3357 3506 3515 3639 | 4286 378
My 3007 | 3501 3640 3642 3753 | 4431 394
Ms 2875 | 3379 3568 3546 3652 | 4401 417

Tabla 4.1.5: Estadisticas de Tokens de Entrada del Anélisis Técnico por Modelo.

Fuente: Elaboracion propia.

Modelo | Min | Q1 | Mediana | Promedio | Q3 | Max | Desv. Est.
M, 832 | 1109 1197 1222 1377 | 1597 200
M, 669 | 805 911 960 1074 | 1403 220
Ms 934 | 1634 1923 1925 2238 | 2963 481

Tabla 4.1.6: Estadisticas de Tokens de Salida del Analisis Técnico por Modelo.

Fuente: Elaboracion propia.

Modelo | Min | Q1 | Mediana | Promedio | Q3 | Max | Desv. Est.
M, 1082 | 1232 1594 1755 2111 | 3438 581
M, 1117 | 1436 1941 1904 2172 | 3302 587
Ms 1054 | 1575 1656 1849 2140 | 3065 557

Tabla 4.1.7: Estadisticas de Tokens de Entrada del Feedback por Modelo. Fuente:

Elaboraciéon propia.

Modelo | Min | Q1 | Mediana | Promedio | Q3 | Max | Desv. Est.
M,y 778 | 899 970 974 1032 | 1194 105
M, 841 | 1018 1148 1163 1234 | 1554 191
Ms 706 | 1003 1276 1263 1498 | 1867 329

Tabla 4.1.8: Estadisticas de Tokens de Salida del Feedback por Modelo. Fuente:

Elaboraciéon propia.
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Un alto rendimiento debe ser contextualizado por su costo operativo. Al analizar
las estadisticas de costo, como se detalla en la Tabla 4.1.3 y la Tabla 4.1.4, se
observa que M3 es consistentemente el modelo més econémico, con promedios
de 0,000844 USD para el Anélisis Técnico y 0,000518 USD para el Feedback
Personalizado, demostrando una notable eficiencia en costo. Le sigue M, que
aunque mas costoso que Gemini, mantiene precios competitivos, 0,00291 USD en
Analisis Técnico y 0,00204 USD en Feedback Personalizado. En contraste, M; es
el modelo con los costos mas elevados en ambas etapas, promediando 0,0105 USD
para Analisis Técnico y 0,00706 USD para el Feedback Personalizado. La baja
desviacion estandar en los costos para todos los modelos sugiere una consistencia
en sus tarifas. En cuanto al consumo de tokens, los modelos presentan patrones
distintos. Para los tokens de entrada, el Analisis Técnico Tabla 4.1.5 muestra
promedios similares entre los modelos M; con 3515, My con 3642 y Mjs con 3546,
mientras que en el Feedback Tabla 4.1.7, el consumo de tokens de entrada es
generalmente menor, con M3 1849 y M, 1904 ligeramente por encima de M;
1755. La variabilidad en los tokens de entrada es mayor en la etapa de Feedback
Personalizado. Respecto a los tokens de salida, Tabla 4.1.6 y Tabla 4.1.8, Mj
tiende a generar el mayor volumen en ambas etapas, destacandose también por
la mayor desviacion estandar en tokens de salida para el Analisis Técnico. En
resumen, M; es la opcién mas atractiva en términos de costo, aunque su volumen
de tokens de salida puede ser mayor, posicionando a M; como la alternativa méas

costosa y a M, como una opcién equilibrada en términos de eficiencia.

4.2. Eleccion de las constantes

La construccion del indice compuesto Z = aX; + A Xy — BX3 —vXy busca integrar
el Puntaje del Analisis Técnico (X;), el Puntaje del Feedback (X3), el Costo
del Analisis Técnico (X3) y el Costo del Feedback (X,) en una tnica métrica.
El objetivo es que Z represente de la mejor manera posible la calidad o valor
global, donde puntajes altos son deseables y costos bajos también. Por ello, X;
y X5 suman. Para que los costos X3 y X4 operen restando en el indice, fueron
transformados a sus beneficios invertidos (X; = —X3 y Xj = —X,) antes de

iniciar el anélisis.

Para determinar los pesos a, A, 3,7 > 0 bajo la restriccion a + A+ 3+ v =1, se
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adopto adoptado un enfoque basado en el Anélisis de Componentes Principales
(ACP). Este método es idoneo porque busca capturar la méaxima variabilidad
presente en los datos originales con el menor niimero de componentes. Al seleccionar
el vector de pesos w = (a, A, 5,7) que maximiza la varianza de Z, Var(Z) =
w 'Y w, donde Y’ es la matriz de covarianzas de las variables transformadas
(X1, X2, X34, X)), nos aseguramos de que el indice Z sea una representacion robusta
y distintiva de las diferencias entre las observaciones. La solucién a este problema
es, por definicion, el primer vector propio (vi) de la matriz de covarianzas X', ya
que este vector apunta en la direccion de maxima varianza de los datos. Finalmente,
las cargas de esta primera componente principal se tomaron en valor absoluto y
se normalizaron para que su suma sea 1, asegurando pesos positivos y coherentes

con la estructura deseada del indice.

Numéricamente, los pesos obtenidos son:

(o, A, B, 7) = (0,12;0,44;0,41;0,03)

A = 0,44 (Puntaje del Feedback, X3): Este es el peso més alto, lo que indica
que el Feedback es el factor que mas contribuye a la variabilidad total del
indice Z. Esto sugiere que las diferencias en los puntajes de feedback tienen
una influencia dominante en la forma en que Z discrimina entre distintas

observaciones.

» 5 =~ 0,41 (Costo del Analisis Técnico, X3): El segundo peso maés alto
corresponde al costo del analisis técnico. Esto resalta que las variaciones en

este costo también son un factor principal en la diferenciacion del indice Z.

» a~ 0,12 (Puntaje del Anélisis Técnico, X7): Aunque es una contribucion
positiva, su peso es considerablemente menor que el del feedback o el costo
del analisis técnico. Esto podria indicar que, si bien el analisis técnico es
importante, su variabilidad tiene un impacto menos distintivo en Z en

comparacion con otros factores.

» v = 0,03 (Costo del Feedback, X,): Este es el peso mas bajo, sugiriendo
que las variaciones en el costo del feedback tienen el menor impacto en la
variabilidad de Z.
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4.2.1. Sintesis: Visualizacién del Indice Compuesto Z

El analisis de las métricas individuales revela un claro compromiso, el modelo
con el mejor rendimiento no es necesariamente el més eficiente. Para evaluar este
balance de forma holistica, se construye el indice compuesto Z, cuya metodologia se
detallara en la siguiente seccion. La Figura 4.2.1 y las Tablas 4.2.1 y 4.2.2 presentan
una visualizacién y cuantificacion de este indice, mostrando su distribucién en

funcion de los modelos del Anélisis Técnico y Feedback.

Distribucion de Z por Modelo de Andlisis Técnico
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(a) Distribucion de Z por Modelo de Analisis Técnico.
Distribucidon de Z por Modelo de Feedback
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(b) Distribuciéon de Z por Modelo de Feedback.

Figura 4.2.1: Comportamiento del indice compuesto Z en funciéon de los modelos.
Fuente: Elaboracién propia.
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Modelo Min Q1 Mediana | Promedio | Q3 | Max | Desv. Est.
M, —0,0781 | —0,0115 | 0,0185 0,0276 0,0653 | 0,138 0,0522
M, 0,179 0,223 0,275 0,273 0,317 | 0,373 0,0567
Ms 0,283 0,307 0,352 0,350 0,386 | 0,447 0,0481

Tabla 4.2.1: Estadisticas Descriptivas del Valor Z por Modelo de Analisis Técnico.
Fuente: Elaboraciéon propia.

Modelo Min Q1 | Mediana | Promedio | Q3 | Max | Desv. Est.
M,y —0,0781 | 0,0637 0,240 0,193 0,311 | 0,402 0,147
M, —0,0352 | 0,0602 0,235 0,211 0,317 | 0,447 0,147
M; —0,0264 | 0,0862 0,309 0,239 0,359 | 0,438 0,155

Tabla 4.2.2: Estadisticas Descriptivas del Valor Z por Modelo de Feedback.
Fuente: Elaboraciéon propia.

Como se observa en la Tabla 4.2.1 y la Figura 4.2.1a, cuando actiian como modelo
de Analisis Técnico, M3 sobresale con un promedio de Z de 0,350 y una mediana
de 0,352, indicando un balance superior entre rendimiento y eficiencia. Le sigue
M con un promedio de Z de 0,273 y una mediana de 0,275, mientras que M;
obtiene el valor méas bajo, con un promedio de Z de 0,0276 y una mediana de
0,0185. La baja desviacion estandar para estos modelos en esta configuracion,

entre 0,0481 y 0,0567, sugiere una consistencia en sus resultados.

Para la configuracion de Feedback, como se ilustra en la Tabla 4.2.2 y la Figura
4.2.1b, el patrén se mantiene, aunque con una menor distincién y mayor variabilidad
entre los modelos. M3 conserva el promedio de Z mas alto, de 0,239. Sin embargo,
las desviaciones estandar son notablemente mayores en esta etapa, desde 0,147 a
0,155, lo que implica una dispersion mas amplia en los valores de Z comparado

con la etapa de Analisis Técnico.

4.3. Andalisis de Resultados

4.3.1. Especificacion del Modelo ANOVA Anidado para el
Indice Z
Para investigar como los diferentes modelos de anéalisis técnico, las temperaturas

asociadas, los modelos de feedback y sus respectivas temperaturas influyen en
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el indice compuesto Z, se ajusté un Modelo Lineal Anidado (ANOVA Anidado).

La estructura anidada se eligi6 para reflejar la relacion jerarquica del diseno
experimental, donde los niveles de temperatura son especificos y solo tienen

sentido dentro de cada modelo de LLM.

El modelo matemético que representa esta relacion se formula de la siguiente

manera:

Zijkim = o+ Mar, + Mpp; + Taryr + Trpy + Bm + €ijrim (4.3.1)

Donde Z;jkim es el valor observado del indice Z, p es la media global, Mz, y
Mpp, son los efectos principales de los modelos de Anélisis Técnico y Feedback,
Tar@k Y Trpjy son los efectos anidados de la temperatura dentro de cada modelo,
B,, es el efecto aleatorio del bloque (estudiante), y €;jum €s el error aleatorio
residual. La inclusién del término de bloque B,, es crucial para controlar la
variabilidad inherente entre las distintas respuestas de los estudiantes, permitiendo

una estimacion mas precisa de los efectos de interés.

4.3.2. Resultados del Analisis de Varianza (ANOVA)

Los resultados del ANOVA anidado, que incluyen la magnitud del efecto

cuantificada por el Eta Cuadrado Parcial (7712,), se presentan en la Tabla 4.3.1.

‘ Fuente de Variacion gl Suma Cuad. Cuadrado Medio. F valor-p r]f]
Estrato: Bloque
LLM An. Técnico 2 0,0217 0,0108 0,880 0,500 0,37
LLM Feedback 2 0,0108 0,0054 0,437 0,681 0,23
Temperatura Feedback 1 0,0032 0,0032 0,260 0,645 0,08
Residuals 3 0,0370 0,0123
Estrato: Intra-Bloque
LLM An. Técnico 2 1,5564 0,7782 407.37 <2x 107" 0,94
LLM Feedback 2 0,0178 0,0089 4,66 0,0134" 0,14
Temperatura Modelo 6 0,0076 0,0013 0,66 0,6796 0,07
Temperatura Feedback 6 0,0140 0,0023 1,22 0,3091 0,12
Residuals 56 0,1070 0,0019

Tabla 4.3.1: Resultados del ANOVA Anidado para el Indice Z. Fuente:

Elaboraciéon propia.
*p < 0,05 " p<0,001

La interpretacion de los resultados se centra en el estrato Intra-Bloque, que evalta
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los efectos de los factores una vez controlada la variabilidad entre estudiantes.

» LLM An. Técnico: Se observa un efecto principal abrumadoramente
significativo (F(2,56) = 407,37, p < ,001). El tamano del efecto, medido por
el Eta Cuadrado Parcial (775 = 0,94), es extremadamente grande, indicando
que la eleccion del modelo de Analisis Técnico explica el 94 % de la varianza
en el indice Z. Este es, con diferencia, el factor més determinante del

rendimiento global.

s LLM Feedback: El modelo de Feedback también presenta un efecto
estadisticamente significativo (F'(2,56) = 4,66, p = ,013), aunque con una

magnitud de efecto considerablemente menor (7712, = 0,14).

» Interacciones Anidadas: Ninguna de las interacciones con la temperatura
fue significativa (p > ,05), lo que sugiere que, en el rango estudiado, el efecto

de la temperatura no varia de manera relevante entre los distintos modelos.

Adicionalmente, en el estrato de Bloque, ningun factor fue significativo (p > ,05).
Este es un resultado positivo, pues indica que el efecto de los modelos es consistente

a través de los diferentes estudiantes, lo que apoya la generalizacion de los hallazgos.

4.3.3. Diagnostico y Validaciéon de los Supuestos del Modelo

La validez de las inferencias del ANOVA depende del cumplimiento de
tres supuestos sobre los residuos del modelo: normalidad, homocedasticidad

(homogeneidad de varianzas) e independencia.

4.3.3.1. Normalidad de los Residuos

La normalidad de los residuos se evalué mediante la prueba de Shapiro-Wilk y

analisis grafico.

» Prueba de Shapiro—Wilk: Arrojé un estadistico W = 0,9886 con un
p-valor de 0,697. Al ser este valor muy superior a 0.05, no se rechaza la

hipotesis nula de normalidad.

» Analisis Grafico: El histograma de los residuos (Figura 4.3.1) muestra una
distribucién que, aunque no es perfectamente simétrica, es compatible con

la normalidad.
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Figura 4.3.1: Histograma. Fuente: Elaboraciéon propia.

4.3.3.2. Homocedasticidad (Homogeneidad de Varianzas)

Se utilizé la prueba de Levene para verificar si la varianza de los residuos es
constante a través de los niveles de cada factor. Los resultados indican que se
cumple el supuesto para todos los factores y sus combinaciones anidadas: LLM An.
Técnico (F(2,78) = 0,58,p = ,56), LLM Feedback (F'(2,78) = 0,02,p = ,98), y
las combinaciones de modelo-temperatura de AT (F'(8,72) = 0,24,p = 98) y de
FD (F(8,72) = 0,10,p > ,99). La constancia de las varianzas a través de todos los
grupos fortalece la validez de los resultados del ANOVA.

4.3.3.3. Independencia de los Residuos
El supuesto de independencia se evalué mediante la prueba de Durbin-Watson.

= Prueba de Durbin-Watson: El test arroj6é un estadistico D-W de 1,327

con un p-valor <.001.

Discusion: Este resultado indica que se rechaza la hipotesis nula de no
autocorrelacion, sugiriendo la presencia de una autocorrelacion positiva en los

residuos. Esta es una violacion del supuesto de independencia, posiblemente debida
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al orden en que se procesaron los datos. A pesar de esta limitacion, la magnitud
del efecto de LLM An. Técnico (77 = 0,94) es tan extremadamente grande que la
conclusion sobre su significancia se considera robusta. No obstante, este hallazgo

se reconoce como una limitaciéon del anélisis.

4.3.4. Validacién de la Configuracion Optima

Con el fin de confirmar la robustez de los hallazgos y la fiabilidad de la configuracion
recomendada, se llevo a cabo una etapa de validacion externa. Esta fase consistio
en aplicar la configuracion 6éptima identificada, el modelo Gemini-2.0-flash-001
con una temperatura de 1.0, a un conjunto de 19 nuevas respuestas de estudiantes

que no formaron parte del experimento factorial original.

Debido al significativo costo en tiempo y esfuerzo humano que implica la
evaluacion detallada de la calidad del feedback, esta etapa de validaciéon se centro
exclusivamente en la métrica de Calidad del Analisis Técnico.. La validacién
del proceso completo, incluyendo la generacion y evaluacion del feedback con la
configuracion 6ptima, queda propuesta como un trabajo futuro. El objetivo de
esta fase fue, por tanto, evaluar si el rendimiento técnico del modelo se mantenia

consistente en un nuevo escenario.

Los resultados descriptivos de esta validacion se comparan con el rendimiento del
mismo grupo de control del experimento original en la Tabla 4.3.2. Se observa
una notable consistencia en el rendimiento: la media del A(x) en el conjunto de
validacion 0,8342 es préacticamente idéntica a la del experimento original 0,8344,

lo que sugiere una alta replicabilidad.

Grupo Media Desv. Est. Mediana
Experimento Original 0,8344 0,1093 0,850
Datos de Validacion 0,8342 0,1237 0,800

Tabla 4.3.2: Comparacion del rendimiento de A(x) entre el grupo de control del
experimento original y los datos de validacion. Fuente: Elaboracion propia.

Para formalizar esta comparacion, se realizo una prueba t de Welch para muestras
independientes. El resultado de la prueba, t(14,89) = —0,003, p = 0,997, indica
que no existe una diferencia estadisticamente significativa entre las medias de

rendimiento de ambos grupos. Este p-valor, al ser extremadamente alto, confirma
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con contundencia que el rendimiento técnico del modelo en los nuevos datos es

indistinguible del observado en el experimento inicial.

En conclusion, la evidencia descriptiva e inferencial valida de manera robusta
la elecciéon de Gemini-2.0-flash-001 con temperatura 1 como la configuracion
recomendada para el analisis técnico. Se ha demostrado que su alto rendimiento
no fue una casualidad del conjunto de datos original, sino que es consistente y
replicable, lo que respalda su potencial para una implementacion practica y fiable

en esta etapa del proceso.
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Capitulo 5
Discusion

El anélisis cuantitativo de las 81 configuraciones de Grandes Modelos de Lenguaje
(LLMs) ha identificado a Gemini-2.0-flash-001 como el modelo que ofrece el
balance 6ptimo entre calidad pedagogica y eficiencia econdémica para la generacion
de feedback en la asignatura de Algebra I. En esta seccion, se discutiran las
implicaciones de este y otros hallazgos en el contexto de la literatura existente y

las decisiones metodologicas clave del estudio.

5.0.1. El Rol de la Ingenieria de Prompts

A lo largo de este estudio, se aplic6 de manera consistente la técnica de Chain-
of-Thought para estructurar los prompts, tanto en el analisis técnico como en la
generacion de feedback (ver Apéndice A.3). La eleccion de CoT se fundamenta en
la evidencia robusta de la literatura, donde investigaciones como la de (Wei et al.,
2022) demuestran que esta técnica mejora drasticamente el razonamiento de los

LLMs en tareas complejas y de multiples pasos, como es la evaluaciéon matematica.

Introducir el tipo de prompt como un factor adicional habria aumentado
exponencialmente la complejidad y el costo del estudio, haciendo inviable un

analisis factorial completo.

5.0.2. Implicaciones para la Retroalimentaciéon Educativa

Mas alla de la optimizacion técnica, el hallazgo central de este trabajo tiene

profundas implicaciones para la practica de la retroalimentaciéon en la educacion
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superior. La capacidad de generar Feedback Personalizado, detallado y oportuno
a gran escala, utilizando un modelo costo-efectivo como Gemini-2.0-flash-001,

aborda directamente el desafio de la alta carga de trabajo docente.

Como senalan autores de referencia en el campo de la evaluacion formativa, un
feedback efectivo debe ser especifico, orientado a la tarea y entregado a tiempo
para que el estudiante pueda actuar sobre él. El proceso automatizado en esta
tesis permite precisamente esto, ofreciendo a cada estudiante un anélisis detallado
de sus errores y aciertos, algo que es muy dificil de realizar manualmente en
cursos masivos. Por lo tanto, esta investigaciéon no solo valida una herramienta
tecnologica, sino que habilita una practica pedagogica de alto impacto que puede

mejorar significativamente la autorregulacion y el aprendizaje del estudiante.
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Capitulo 6

Conclusion

Esta investigacion culminé exitosamente con el desarrollo de un modelo matematico

disenado para optimizar la seleccion y configuracion de LLMs en la generaciéon

de Feedback Personalizado para cursos de matemética universitaria. De esta

manera, se ha cumplido el objetivo general de la tesis, proporcionando un marco

cuantitativo que equilibra la calidad educativa con la eficiencia técnica y econémica.

El cumplimiento del objetivo general fue posible gracias a la consecucion de los

tres objetivos especificos planteados:

1. Se definieron métricas de calidad y coste para evaluar de manera objetiva

las salidas de los LLMs. La “Calidad del Analisis Técnico” y la “Calidad
del Feedback” permitieron cuantificar el valor pedagogico, mientras que los

costos asociados anclaron la evaluacion en la viabilidad practica.

. Se diseno6 un proceso general de cinco etapas para la generacion de feedback,

estableciendo un flujo de trabajo estructurado y replicable que puede servir

como guia para futuras implementaciones institucionales.

. Se evalu6é el rendimiento y costo de los LLMs mediante un diseno

experimental factorial anidado. El analisis de los datos reales de la asignatura
de Algebra I permiti6 una comparaciéon rigurosa, revelando de manera
concluyente que el modelo Gemini-2.0-flash-001 ofrece el equilibrio en riqueza
pedagogica y eficiencia econémica. Este hallazgo demostré ademas que la

eleccion del modelo es el factor mas determinante para el éxito del proceso.

La adopcion practica de esta solucion, no obstante, requiere una vision integral
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que vaya mas alla del rendimiento del modelo. La implementacién sostenible
debe considerar los costos operativos asociados al personal y la gestion de
recursos humanos especializados en cada fase del proceso. Por ello, se recomienda
complementar el modelo matematico aqui propuesto con un estudio de costos
operativos que incluya tarifas de mano de obra y el desarrollo de programas de

formacion para el personal.

Finalmente, este trabajo no solo resuelve un problema practico inmediato, sino que
también sienta las bases para una integracion informada y estratégica de los LLMs
en la educacion superior. Abre, ademés, caminos claros para futuras investigaciones:
extender el anélisis a otras asignaturas y tipos de evaluaciéon, incorporar métricas
de latencia y experiencia de usuario, y evaluar el desempeno longitudinal de los
modelos en ciclos académicos completos. Con ello, se avanza firmemente hacia
una retroalimentacion automatizada, precisa y asequible, que potencie de manera

significativa el aprendizaje de la matematica a nivel universitario.
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Capitulo 7

Trabajo Futuro

A partir de los hallazgos y las limitaciones identificadas en la investigacion, se

proponen las siguientes lineas de trabajo futuro para expandir y profundizar el

conocimiento sobre la aplicacion de LLMs en la educaciéon matemaética:

» Validacion Integral del Proceso de Feedback: Realizar una validacion

completa que no solo mida la calidad técnica, sino también la percepcion y
utilidad del feedback por parte de los estudiantes. Esto implicaria recolectar
datos cualitativos a través de encuestas o entrevistas para entender cé6mo
interactian con la retroalimentacion generada por los LLMs y si esta impacta

positivamente en su aprendizaje.

= Anilisis Longitudinal y de Experiencia de Usuario: Implementar

la solucién en un ciclo académico completo para evaluar su desempeno a
lo largo del tiempo. Esto permitiria estudiar si la calidad del modelo es
consistente en distintas evaluaciones y si se pueden incorporar métricas
adicionales, como la experiencia de usuario de las y los docentes y ayudantes

que interactian con la herramienta.

Optimizaciéon del Flujo de Trabajo y Costo Humano: Anadir la
automatizacion de las etapas previas al andlisis, como la digitalizacion y
transcripcion de respuestas manuscritas complejas. Desarrollar un modelo de
costo total que no solo incluya las tarifas de uso de los tokens, sino también
el costo del capital humano involucrado en la supervision y validacion, para

obtener un panorama completo de la viabilidad institucional.
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Estas futuras investigaciones permitiran construir sobre las bases sentadas en
este trabajo, avanzando hacia una integracion cada vez mas efectiva, sostenible y

pedagogica mente valiosa de la inteligencia artificial en la educaciéon superior.
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Apéndice A

Test

A.1. PREGUNTA 2 - Certamen 2, Algebra 1
(2024)

Considere la funcion f : [-2,2] — R definida por f(x) = —1 + v4 — 22.
1. Determine el dominio de f.
2. Determine si f es inyectiva. Justifique.

3. Sea g : [-2,0] — [—1,1] una funcién definida por g(z) = —1 4+ v4 — 22

Demuestre que g es inyectiva.
4. Demuestre que g es sobreyectiva.

5. Determine la funcion inversa de g, g~ (y).
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A.2.

Rubrica para evaluar la calidad del Feedback

.
Escrito
Criterios Muy Bueno Bueno Suficiente Insuficiente
Claridad El feedback | El feedback | El feedback es | El feedback
es claramente | es claro, pero | mayormente es confuso,
redactado, con | contiene algunos | comprensible, mal redactado
un lenguaje | términos pero presenta |y contiene
accesible y | técnicos confusiéon en | Numerosos
sin términos | que podrian | algunas partes | términos
técnicos confundir al | debido a la | técnicos que
innecesarios. estudiante. La | redaccién o al | dificultan la
La estructura es | redaccion es | uso de términos | comprension.
coherente y facil | adecuada. técnicos
de seguir. innecesarias.
Especificidad Detalla con | Senala los | Menciona No identifica
precision los | errores y | los errores y | claramente
aciertos y | aciertos, pero | aciertos, perode | los errores o
errores del | no siempre | manera general, | aciertos. El
estudiante, de manera | sin detalles | feedback es vago
senalando detallada o | especificos o general.
exactamente especifica. sobre dénde
donde éstos se | Algunas ocurrieron.
encuentran en | explicaciones
el trabajo y | podrian ser més
como deberian | claras.
haberse
abordado.
Feedback Ofrece un | El feedback es | El feedback es | El feedback es
Constructivo equilibrio mayormente mas critico que | predominantemente
perfecto entre | constructivo, constructivo, y | negativo, sin
elogios y criticas | pero podria | las sugerencias | sugerencias
constructivas, mejorar en el | de mejora | claras de mejora
proporcionando | equilibrio entre | son vagas o | ni refuerzos
tanto refuerzos | criticas y elogios. | insuficientes. El | positivos.
positivos como | Las sugerencias | refuerzo positivo
sugerencias de mejora son | es minimo.
de mejora | utiles, pero
concretas. no siempre
concretas.
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Criterios Muy Bueno Bueno Suficiente Insuficiente
Se explicita | El feedback | Explicalo que se | Menciona el | No explicita
Desempeno comienza esperaba en la | desempeno el desempeno
Esperado explicitando pregunta, pero | esperado, pero | esperado en la

claramente lo | de manera mas | de manera vaga | pregunta.

que se esperaba | general o con | o poco clara.

en la pregunta, | menos detalles.

proporcionando

una explicacion

completa

y precisa

sobre c6mo

deberfia haberse

abordado el

problema.
Reconocer Se explicita y | Reconoce lo que | Menciona lo que | No se reconoce
respuestas reconoce lo qué | esta correcto | estd  correcto, | lo que esta
correctas del | es lo que esta | en la respuesta, | pero de forma | correcto en la

desempeno del

correcto en la

pero de manera

genérica o sin

respuesta, o el

estudiante respuesta  con | menos detallada | profundizar. reconocimiento
detalles precisos | o con menor es minimo.
y evidencias | énfasis.
claras. Se
refuerza
positivamente al
estudiante.
Mostrar Errores | Senala con | Identifica  los | Menciona No identifica
del desempeno | precision errores, pero la | los errores | claramente los
del estudiante y claridad | explicaciéon es | de manera | errores, o los
los errores | menos detallada | general, sin una | menciona de
presentes en | o especifica. explicacion clara | manera vaga o
la respuesta, o detallada. inexacta.
explicando
doénde se

cometieron y
como afectaron

el resultado.
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Criterios Muy Bueno Bueno Suficiente Insuficiente
Consejos para | Proporciona Ofrece consejos | Sugiere mejoras, | No ofrece
Mejorar estrategias para  mejorar, | pero de manera | consejos claros

claras y | pero podrian ser | general o | para mejorar, o
detalladas méas detallados | con consejos | estos son vagos
para  mejorar, | o especificos. insuficientes. y poco tutiles.
incluyendo
consejos
especificos
y recursos
adicionales
que guien al
estudiante.
Feedback El feedback | El feedback es | El feedback | El feedback es
respetuoso es empatico, | mayormente es neutral en | frio o negativo,
evitando empatico, pero | tono, con poca | utilizando
sfmbolos podria mejorar | consideracién simbolos o)
que puedan | en la forma de | por el impacto | lenguaje  que
desmotivar expresar las | emocional. La | pueden ser
al  estudiante. | criticas. Incluye | motivaciéon es | percibidos como
Termina con | una frase | limitada. castigadores.
una frase | motivacional. No incluye
motivacional motivacion.
que refuerza la
confianza  del
estudiante.
Extension y | El feedback | El feedback es | El feedback | El feedback
Complitud del | es breve pero | completo, pero | es adecuado | es insuficiente
feedback completo, podria ser mas | en  extensién, | en detalle,
abordando conciso. Abarca | pero deja | omite aspectos
todos los | los aspectos | fuera algunos | clave o es
aspectos principales, pero | aspectos excesivamente
necesarios algunos detalles | importantes extenso,
para que el | podrian haberse | o se extiende | abrumando
estudiante omitido. innecesariamente.| al estudiante.
comprenda y
aprenda de
sus errores sin
abrumarlo.
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A.3. Prompts utilizados

En este apéndice se presentan los prompts completos disenados para el Analisis Técnico y

Generacion de Feedback Personalizado. La estructura de los prompts implementa una metodologia

inspirada en CoT, guiando al modelo a través de un proceso de razonamiento por pasos.

A.3.1. Prompt para el Analisis Técnico

ROL: Eres un asistente experto en evaluacion de Algebra I.
Tienes TRES tareas que cumplir, siguiendo un proceso paso

a paso.

PRIMERA TAREA (Identificacion):
Accion: Identifica y analiza cada paso que el estudiante

realiza.

s Formato: Escribe estos pasos dentro de las etiquetas: <steps

> y </steps>.

SEGUNDA TAREA (Revision):

Accion: Escribe explicitamente la pauta de evaluacion y
comparala con la respuesta del estudiante, se alando
errores y aciertos.

Pauta de solucion: <solution>{pautal}</solution>

Formato: Escribe tu revision en Markdown dentro de: <

revision> y </revision>.

TERCERA TAREA (Evaluacion):

Accion: Usando tu revision, evalua el desempeno segun los
criterios de la rubrica. Menciona el puntaje maximo y el
obtenido, y luego el total.

Rubrica: <guideline>{rubrica}</guideline>

5 Formato: Escribe tu evaluacion en Markdown dentro de: <

evaluation> y </evaluation>.

INSTRUCCIONES ADICIONALES:
- Ecuaciones en formato LaTeX ($ o $%).

- Escribe el nombre de cada criterio de evaluacion.
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21l RESPUESTA DEL ESTUDIANTE A EVALUAR:
22l <student >{student}</student >

Listing A.1: Prompt para el Anéalisis Técnico.

A.3.2. Prompt para la Generacibn de Feedback
Personalizado

1 ROL: Eres un tutor de matematicas empatico y pedagogico.
2 TAREA: Proporcionar un feedback constructivo basandote en
este analisis tecnico:

<student >{student}</student >

5s PASO 1 (Analisis y Planificacion - Chain of Thought):

Accion: Revisa el analisis tecnico, identifica fortalezas,

debilidades y errores.
7 Pilensa en recomendaciones y areas de mejora.
st Formato: Escribe tu planificacion interna entre <thinking> y

</thinking>.

10 PASO 2 (Redaccion del Feedback):

11l Accion: Basandote en tu planificacion, redacta el feedback
para el estudiante.

12 Formato: Escribe el feedback final entre <feedback> y </

feedback>.

INSTRUCCIONES ADICIONALES PARA EL FEEDBACK:

501, Abordaje Individual: Proporciona comentarios especificos
para cada criterio.

16 2. Tono Constructivo: Comienza con fortalezas, luego errores
y recomendaciones.

17 3. Formato Matematico: Ecuaciones en formato LaTeX ($ o $$).

Listing A.2: Prompt para la generacion de Feedback Personalizado.
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