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“To see a world in a grain of sand
and a heaven in a wild flower
hold infinity in the palm of your hand

and eternity in an hour...”*

William Blake (1757 - 1827)

L Para ver el mundo en un grano de arena y el cielo en una flor silvestre, sostén el infinito en la
palma de tu mano y la eternidad en una hora.
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Resumen

Se proponen dos estrategias que permiten obtener un estado
maximalmente entrelazado (estado de Bell) a partir de un estado
tripartito puro arbitrario, esto mediante una medicién local adecuada.
La primera estrategia consiste en utilizar el proceso de Extraccion
de Entrelazamiento Determinista seguido de un o6ptimo Método
Procusteano. En la segunda estrategia, se realiza una medicion local
adecuada con el objetivo de optimizar la probabilidad total de éxito.
Se encuentran soluciones analiticas para estas probabilidades maximas
de éxito de lograr un estado de Bell. Finalmente, se analizan algunos

casos particulares.

Keywords — Bell States, Threetangle, Concurrence, Entanglement, Deterministic

Entanglement, Procrustean Method
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Abstract

We propose two strategies, both allow to obtain a maximally
entangled state from an arbitrary triparte pure state by means of
suitable local measurement. The first strategy consist of Deterministic
Entanglement Extraction process followed by an optimal Procrustean
Method. In the second strategy, a suitable local measurement is
performed with the aim og optimizing the total success probability. We
found analytical solutions for these maximal total success probabilities
of achieving a maximally entangled state. Finally, we analyze some

particular cases.

Keywords — Bell States, Threetangle, Concurrence, Entanglement, Deterministic

Entanglement, Procrustean Method
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Capitulo 1

Introduccion

El entrelazamiento es una correlacién puramente cuantica esencial en procesos de
informacion cuéntica, tales como codificacion superdensa [20)], teleportacion de
estados cuénticos [21], intercambio de entrelazamiento |22, criptografia cuantica

[23], entre otros.

Los estados de Bell son estados bipartitos maximalmente entrelazados [5] y juegan
un rol importante en los procesos anteriormente mencionados. Dado esto, resulta

relevante tener métodos para generarlos.

En un articulo publicado el 2019, fue introducido el concepto de Entrelazamiento
Determinista. En dicho articulo, se presenta el esquema de Extraccion de
Entrelazamiento Determinista [10], el cual permite transferir correlaciones
cuanticas presentes en un estado con la ayuda de un proceso de medicion local
adecuado. Las correlaciones cuanticas involucradas son la concurrencia [12] del par
de qubits no medido y el three-tangle [15], ambas contenidas en un estado puro
de un sistema de qubits tripartito. Este esquema garantiza que cualquiera sea el
resultado de una medicién local, ambos estados bipartitos resultantes son puros
y tienen la misma cantidad de entrelazamiento. Cuando el proceso es 6ptimo, la

cantidad de entrelazamiento determinista extraida es méaxima [10].

Por otro lado, el Método Procusteano [36] permite transformar,
probabilisticamente, un estado puro parcialmente entrelazado a un estado
maximalmente entrelazado. Este método se vuelve 6ptimo cuando la probabilidad

es méaxima [30]. En este caso, si el proceso no es exitoso, el estado resultante



carece de entrelazamiento.

La presente tesis tiene por objetivo desarrollar y comparar dos estrategias
probabilisticas para generar estados de Bell a partir de un estado tripartito

puro.

Teniendo en mente lo anterior surge la siguiente pregunta, dado un estado tripartito
puro [¢), jcuél de las dos estrategias provee la mayor probabilidad de obtener un
estado maximalmente entrelazado? En otras palabras, jcudl de los dos procesos a

proponer es méas probable de resultar en un estado de Bell?

Para desarrollar la primera estrategia, se consideraran los dos estados resultantes
de la Extraccion de Entrelazamiento Determinista 6ptima y luego se aplicaré
un 6ptimo Método Procusteano para alcanzar probabilisticamente un estado de
maximalmente entrelazado. Se encontraré una expresion para la probabilidad total

de éxito de esta estrategia.

En el desarrollo de la segunda estrategia, se optimizara el proceso de medicién local
con el proposito de proyectar los dos qubits no medidos a un estado maximalmente
entrelazado. Cuando el proceso no es exitoso, los dos qubits no medidos son
transferidos a un estado puro parcialmente entrelazado. Para este caso, se aplicara
un 6ptimo Método Procusteano para llevar dicho estado a un estado maximalmente
entrelazado. Asi, en esta estrategia hay dos oportunidades para alcanzar un estado

de Bell, y se encontrara una expresion analitica para la probabilidad total de éxito.

El presente trabajo se estructura de la siguiente manera: En el capitulo 2 se
presentan nociones y definiciones asociadas al tema de probabilidad. En el
capitulo 3 se desarrollan las nociones de algebra lineal necesarias para entender
los postulados de la mecanica cuantica, ademas de presentarse dichos postulados.
En el capitulo 4 se introducen los conceptos de qubit y entrelazamiento. Ademas,
algunas de las formas existentes para cuantificar el entrelazamiento, el esquema
de Extraccion Determinista de Entrelazamiento y el Método Procusteano. En el
capitulo 5 se desarrollan las estrategias para generar estados de Bell. Y finalmente

el capitulo 6 contiene las conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 2

Probabilidad

La probabilidad es extremadamente ttil en una amplia variedad de campos,
especificamente en mecénica cuantica (dada su interpretacion probabilistica),

teoria de la informacion y teoria de la informacion cuéantica.

Si bien la nocién de probabilidad y como interpretarla es en realidad una cuestion
filosofica bastante delicada y su discusion escapa de los objetivos de este trabajo,
es importante senalar que existen diferentes escuelas de pensamiento al respecto,

y quiza la frecuentista y la Bayesiana sean las principales.

La vision frecuentista interpreta a la probabilidad como una frecuencia a largo
plazo en un gran ntmero de repeticiones de un experimento: si decimos que una
moneda tiene una probabilidad de 1/2 de salir cara, esto significa que si lanzamos

la moneda una y otra y otra ... y otra vez, esta caera cara el 50 % del tiempo.

La vision Bayesiana interpreta a la probabilidad como un grado de creencia acerca
del evento en cuestion, por lo que podemos asignar probabilidades a hipotesis
como “el candidato A ganaré las elecciones” o “el acusado es culpable”, incluso si

no es posible repetir la misma elecciéon o el mismo crimen una y otra vez.

En lugar de profundizar en cuestiones filoséficas sobre la idoneidad del
razonamiento probabilistico, simplemente daremos por sentado que la teoria
de la probabilidad es 1til en una amplia variedad de contextos, y a lo largo de

esta tesis adoptaremos una interpretacion frecuentista.

Este capitulo esta basado principalmente en || y toma elementos de [2, 3.
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2.1. Conceptos basicos

2.1.1. Evento aleatorio

Cualquier suceso o experimento cuyo resultado es incierto o, si es practicamente
imposible de predecir a partir de su estado inicial, se llama evento aleatorio.
Ejemplos de esto son: lanzar una moneda, sacar una carta de un mazo, tirar un
dado, entre otros; siempre y cuando la moneda, el mazo de cartas y el dado no

estén arreglados.

2.1.2. Conjuntos

Un conjunto es una coleccion de objetos llamados elementos, los que no

necesariamente tienen alguna estructura adicional o propiedades.

La entidad més fundamental en cualquier rama de las matematicas es la de un
conjunto universal, que es la coleccion de todos los objetos bajo consideracion.
Por ejemplo, el conjunto universal de la geometria plana es una superficie plana y
el de la geometria espacial es el espacio tridimensional. El conjunto universal del
célculo, es el conjunto de los ntimeros reales (o la recta real) y el plano complejo
es el conjunto universal del analisis complejo. El conjunto universal genérico se
denota por S, pero cada conjunto universal especifico tiene su propio simbolo: R
es el conjunto de los niimeros reales, C es el conjunto de los niimeros complejos, Z

es el conjunto de los niimeros entero y N es el conjunto de los nimeros naturales.

Se escribe a € A para expresar el hecho de que a es un elemento de A y a ¢ A para
denotar que a no pertenece a A. Ademas, un conjunto puede no tener elementos,

en cuyo caso es llamado conjunto vacio y se simboliza por (.

Los conjuntos pueden ser especificados de una variedad de formas. Si S contiene un
numero finito de elementos, x1, z9, ..., x,, se escribe como una lista de elementos

encerrados entre paréntesis de llave:

S ={x1,x9,...,7,}.

Si S contiene infinitos elementos x, s, ..., x,, los cuales pueden ser enumerados
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en una lista' se escribe:

S:{Z’l,xg,...}.

Alternativamente, se puede considerar el conjunto de todos los x que tienen cierta

propiedad P y se denota por

{z|x satisface P}.

Si cada elemento de un conjunto A es también un elemento de un conjunto B, se
dice que A es un subconjunto de By se denota por A C B. En particular, siempre
se cumple que () C A, cualquiera sea el conjunto A. Ademés, si AC By B C A,

entonces los dos conjuntos son iguales y se denota por A = B.

2.1.3. Operaciones de conjuntos

Dado dos conjuntos A y B se puede formar otro conjunto, llamado la union de A

y By denotado por AU B, que consiste de todos los elementos pertenecientes a
A o B o ambas:

AUB = {z|r € Aoz € B}.

La interseccion de A y B, denotada por A N B, consiste de todos los elementos

pertenecientes a A y B:

ANB={z|lr € Ay x € B}.

El complemento de un conjunto A, es el subconjunto del conjunto universal S que
contiene todos los elementos de S que no estan en A. Denotando este conjunto

por A€ se tiene

A = {x|z ¢ A}.

Cuando AN B = (), se dice que A y B son disjuntos.

'Es decir, hay tantos elementos como ntiimeros enteros positivos
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Una coleccion de conjuntos se llama una particion de un conjunto A si los conjuntos

en la coleccion son disjuntos y su unién A.

2.1.4. Algebra de conjuntos

Las operaciones de conjuntos tienen muchas propiedades que son consecuencias

elementales de las definiciones. Algunos ejemplos son

AUB=BUA, AU(BUC)=(AUuB)UC,
(A9 = A, AN Ac =4,
AUS =S, ANS = A,
AUA® =S, AUl =A.

Se puede tomar la unién e interseccién de una serie de conjuntos sin preocuparse por
el orden de los conjuntos o dénde colocar los paréntesis, ya que estas operaciones son
conmutativas y asociativas. Esto hace posible introducir las siguientes notaciones

para la uniéon e intersecciéon de una familia de conjuntos:

UAiEAlLJAQU---UAn, (2.1.1)
i=1
NAi=Ain4n---NA, (2.1.2)
=1

Se define la diferencia entre dos conjuntos A — B = A N B¢ como la coleccion
de elementos en A que no estén en B. Se tiene que A— B, B— Ay AN B son

mutuamente disjuntos. Ademas,

A=(A-B)U(ANB),
B=(B—-A)U(ANB), (2.1.3)
AUB=(A-B)U(ANnB)U(B - A).

Por otra parte, la operacion de union distribuye sobre interseccion y viceversa:

AUu(BNC)=(AUB)N(AUC), (2.1.4)
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Am(zz )
AU(_ )

2.1.5. Espacio Muestral y Eventos

y mas generalmente,

C:

7

an
ﬁAUB (2.1.5)

|D:

El concepto subyacente en la teoria de la probabilidad es el de espacio muestral,
que vendria a ser el conjunto universal denotado por S. Este es la colecciéon
de todos los posibles resultados de un experimento. Por ejemplo, para el
lanzamiento de una moneda, S = {C, S}*; para el lanzamiento de dos monedas,
S ={CC,CS,SC,SS}; y para el lanzamiento de un dado, S = {1,2,3,4,5,6}.

El espacio muestral de un experimento puede consistir de un ntimero finito o
infinito de posibles resultados. Los espacios muestrales finitos son conceptual y
matematicamente simples. Sin embargo, los espacios muestrales con un ntamero
infinito de elementos son bastante comunes. Como ejemplo, se puede considerar el
lanzamiento de un dardo sobre un blanco rectangular y ver el punto de impacto

como el resultado.

Cualquier subconjunto E del espacio muestral se conoce como un evento. En otras
palabras, un evento es una coleccion de posibles resultados de un experimento.
Asi, el evento {C'S, SC} es descrito como el resultado de lanzar dos monedas, en
el que una de las monedas es cara; y {2,4,6} es el evento de que el lanzamiento
de un dado produzca un ntimero par. Un evento, por lo tanto, puede ser elemental

o compuesto, siendo este tltimo una colecciéon del primero.

2.2. Definicion clasica

Historicamente, la primera definiciéon de la probabilidad de un evento, fue contar
el nimero de formas en que el evento podria suceder y dividir por el namero
total de posibles resultados para el experimento. Aqui esta implicito que todos los

resultados son igualmente posibles.

2C: Cara. S: Sello
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Sea A un evento para un experimento con un espacio muestral S. La probabilidad
de A es

_|A] _ ntmero de resultados favorables para A

P(A) (2.2.1)

S| ndimero total de resultados en &

Donde se ha usado |A| y |S]| para denotar la cardinalidad o ntimero de elementos

de Ay S, respectivamente.

Ademas,

o _ AT ISI=1A] (A
PUAY =g =g =g P (2.2.2)

Se debe notar que la probabilidad de un evento es un niimero entre 0 y 1. Si el
evento no puede ocurrir, su probabilidad es 0, en cambio, si es seguro que el evento

ocurra su probabilidad es 1.

2.3. Definicion de frecuencia relativa

La definicion clasica de probabilidad tiene la desventaja de que la expresion
“igualmente posible” es vaga. Es mas, como esta expresion parece ser sinébnimo de
“igualmente probable”, la definicion es circular, ya que esta definiendo probabilidad
en términos de probabilidad. Debido a esto, algunas personas han abogado por
una definicién estadistica de probabilidad. De acuerdo con esto, se considera que
la probabilidad estimada de un evento es la frecuencia relativa de ocurrencia del
evento cuando la cantidad de observaciones es muy grande. La probabilidad misma
es el limite de esta frecuencia relativa a medida que la cantidad de observaciones

aumenta de manera indefinida.

La definiciéon frecuentista va de la siguiente forma: se supone un experimento, cuyo
espacio muestral es §, que se realiza repetidamente bajo exactamente las mismas
condiciones. Para cada evento F del espacio muestral S, se define n(E) como el
nimero de veces en las primeras n repeticiones del experimento que ocurre el

evento F. Asi, la probabilidad P(E) del evento E, se define como

P(E) = lim @

n—oo N
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Esta definicion, aunque 1til en la practica, tiene dificultades desde el punto de
vista matematico, ya que puede ser que no exista un verdadero limite; ;Cémo se
sabe que n(F)/n convergera en algtin valor limite constante que seré el mismo
para cada posible secuencia de repeticiones del experimento? Por ejemplo, si
el experimento que se realizara repetidamente consiste en lanzar una moneda.
., Como se sabe que la proporcion de caras obtenidas en los primeros n lanzamientos
convergera a algin valor a medida que n aumenta? Ademés, incluso si converge a
algin valor, jcomo se sabe que, si el experimento se realiza repetidamente por

segunda vez, obtendremos la misma proporcion limite de caras?

Los defensores de la definiciéon de frecuencia relativa de probabilidad generalmente
responden a esta objecion afirmando que la convergencia de n(E)/n a un valor

limite constante es una suposiciéon del sistema.

2.4. Definicion axiomatica

La teoria de probabilidad moderna ha sido desarrollada en forma axiomética; es
decir, el concepto de probabilidad se deja sin definir, que es lo mismo que ocurre
en la geometria con los conceptos de punto y linea, que también se dejan sin
definir. En concreto, se asume que para cada evento E en el espacio muestral S,
existe un valor P(E) referido como la probabilidad de E. Luego se asume que

todas estas probabilidades satisfacen un cierto conjunto de axiomas.

A un espacio muestral S y una funcion de probabilidad P se le conoce como un
espacio de probabilidad. La funcion P toma un evento £ C S como entrada y
retorna P(E), un namero real entre 0 y 1 como resultado. Esta funcion debe

satisfacer los siguientes axiomas

1. No negatividad:
P(E) > 0, para cada evento E.

2. Aditividad:
Si Ey v E5 son dos eventos disjuntos, entonces la probabilidad de su unién

satisface

P(E; U Ey) = P(Ey) + P(Es).
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De forma més general, si el espacio muestral tiene un ntimero infinito de
elementos y Ey, Fs, ... es un secuencia disjunta de eventos, entonces la

probabilidad de su unién satisface

) 3

P(EyUEy,U...)=P(E))+ P(Ey) +....

3. Normalizacion:
La probabilidad del espacio muestral & completo es igual a 1, es decir,
P(S)=1.

Cualquier funcion P que satisfaga estos tres axiomas es considerada una funciéon
de probabilidad valida.

La probabilidad tiene las siguientes propiedades para cualesquiera eventos E; y
EQI

1. P(Ef)=1— P(Ey).
2. Si By C E», entonces P(E,) < P(Es).

3. P(E1 U EQ) = P(E1> + P(Eg) — P(E1 N EQ) Cuando los eventos E1 y E2

no son disjuntos.
4. P(0) = 0. El evento nulo tiene probabilidad cero de que ocurra.

Hasta ahora, no se ha asignado ningun valor a P(F) para un conjunto E dado, y
no puede hacerse sin algunos supuestos adicionales sobre las propiedades fisicas
del espacio muestral y los eventos que lo componen. De hecho, si Ey, F», ..., E,,
es una particion de S, cualquier conjunto no negativo de nimeros pi, pa, ..., Pm
que sume 1 con P(E;) = p;, satisfara los axiomas expuestos. Fisicamente, sin
embargo, ciertas elecciones no tendran sentido. Por ejemplo, para § = {C, S},
el espacio muestral de una sola moneda, se puede establecer como P(C) = 0,75
y P(S) = 0,25. Sin embargo, esta asignacion no es muy tutil para las monedas
ordinarias y en la practica da resultados falsos. Para un espacio muestral compuesto
de eventos elementales, es comin asignar valores de probabilidad iguales a los
eventos elementales. Asi, para una moneda P(C) = P(S) = 0,5, mientras que
para un dado P(i) = 1/6, y para una baraja de cartas, P(E;) = 1/52.
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2.5. Probabilidades Condicionales y Marginales

En muchas situaciones, el espacio muestral es particionado en formas diferentes.
Por ejemplo, un mazo de cartas se puede dividir en 4 pintas o en 13
valores; Los empleados de una empresa pueden dividirse por rangos de edad
o por departamentos en los que trabajan. Supéngase que Fy, Es, ..., E,, vy
Fy, F,, ..., F, son dos colecciones de eventos que particionan S. Esto es,
EiyNEy,=0coniy #iyy U, Ei=S8; FjyNF;, =0conji #joy U Fj =S.
Ademss, ;N Fj,i=1,2,..., m; j=1,2, ..., n también es una particién de S,

y se cumple

UEnF) =E y UEnF) = F;. (2.5.1)

Dado que {E;}2,, {F;}_,, vy {E:NF;}2],_, son todas particiones de S, de
acuerdo al axioma 2 que debe cumplir una funciéon de probabilidad y la ecuacion

(2.5.1), se tiene que

m

PE)=SPENE) v PE)=SPENE). (252

i=1
Donde P(E;) y P(Fj) son llamadas probabilidades marginales.

La probabilidad marginal esté asociada con la probabilidad condicional. Supéngase
que Fj; ha ocurrido. ;Cual es la probabilidad de F;? Por ejemplo, se saca una
carta de un mazo de cartas y es un corazon. ;Cual es la probabilidad que sea una
jota? Esta probabilidad condicional se denota por P(F}|E;) y es la probabilidad de
F; dado que E; ha ocurrido.

Para entender las probabilidades condicionales y marginales se expondra un
ejemplo. Supéngase una caja que contiene 100 pelotas en tres tamanos diferentes
(pequenio, mediano y grande) y en cinco colores diferentes (blanco, negro, rojo,
verde y azul). La tabla 2.5.1 muestra la distribucion de las pelotas segin el color

y tamano.

Si se asume que todos los resultados tienen la misma chance de ocurrir; al sacar

una pelota de forma aleatoria la probabilidad de obtener una pelota roja mediana
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\ \ Blanco \ Negro \ Rojo \ Verde \ Azul H Total \

Pequeno ) 7 6 8 4 30
Mediano | 8 10 7 12 8 45
Grande 9 5 4 3 4 25
| Total | 22 [ 22 [ 17 | 23 | 16 || 100 |

Cuadro 2.5.1: La distribucion de pelotas de acuerdo a tamano y color.

es de 0,07, la de obtener una pelota verde grande es 0,03, y la de obtener de una
pelota blanca pequena es de 0,05. De manera similar, la probabilidad de obtener
una pelota negra es de 0,22, y la de obtener una pelota mediana es de 0,45. Con
esto presente se puede construir la tabla 2.5.2, que muestra la distribucion de las

probabilidades segtn el color y tamano.

’ \ Blanco \ Negro \ Rojo \ Verde \ Azul H Total ‘
Pequeno | 0,05 0,07 | 0,06 | 0,08 | 0,04 0.3
Mediano | 0,08 0,1 0,07 | 0,12 | 0,08 || 0,45
Grande 0,09 0,05 | 0,04 | 0,03 | 0,04 || 0,25

| Total | 022 [ 022 [017]| 23 [016] 1 |

Cuadro 2.5.2: La distribucién de probabilidades de acuerdo a tamato y color.

Cada celda de la dltima fila y la tltima columna de la tabla 2.5.2 es lo que se ha
llamado probabilidad marginal. La probabilidad condicional de que la pelota sea
pequena dado que su color es blanco es 5/22. Esto se debe a que al restringir el color
al blanco, se limita el ntimero de pelotas a 22 en lugar de 100. Del mismo modo, la
probabilidad de que la pelota sea verde dado que su tamano es mediano es 12/45;
esto también es una probabilidad condicional. Las probabilidades condicionales se
pueden reescribir como razones de probabilidades. Asi, la probabilidad de que la
pelota sea pequena dado que su color es blanco es 0,05/0,22, y la probabilidad de

que la pelota sea verde dado que su tamano es mediano es 0,12/0,45.

Los resultados del ejemplo anterior pueden generalizarse facilmente. Sea p;; =
P(E; N F}), construir una tabla con m filas y n columnas, y llenar las celdas
con los numeros p;;. Agregar una fila mas para los totales con las entradas
P(Fy), P(Fy), hasta P(F),). Agregar una columna mas para los totales con las
entradas P(E;), P(E,), hasta P(E,,). Ahora deberia quedar claro que P(Fj|E;),



2.5. Probabilidades Condicionales y Marginales 13

la probabilidad de F; dado que E; ha ocurrido, es

P(E; N Fj)

PURIE) = —pips

(2.5.3)

Dado que cualquier evento y su complemento particionan el conjunto universal, se

puede hacer F; = Ay F, = A°, y con esto la ecuacién anterior queda como

P(E;NA)

P(AIE) = 557

(2.5.4)
o si se tienen dos conjuntos A y B (y sus complementos) que particionan S,

entonces

P(BNA)

P(AIB) =~ 557

(2.5.5)

lo que se cumple para cualesquiera dos conjuntos.

Si la probabilidad P(A|B) no depende del evento B de ninguna manera, es decir, si
P(A|B) = P(A), entonces se dice que los dos eventos A y B son estadisticamente

independientes. La ecuacion (2.5.5) ahora produce

P(AN B) = P(A)P(B) (2.5.6)

y esta tltima ecuacion se convierte en la definicién de dos eventos estadisticamente

independientes.

Es importante diferenciar entre independencia estadistica y exclusion mutua’. Si
dos eventos son mutuamente excluyentes, entonces tienen que ser estadisticamente
dependientes ya que la ocurrencia de uno impide la ocurrencia del otro. Del mismo
modo, la ecuacion (2.5.6) muestra que si P(A) > 0, P(B) > 0,y Ay B son
estadisticamente independientes, entonces si P(AN B) = 0 implica que AN B = (),

por lo tanto, A y B no pueden ser mutuamente excluyentes.

3Eventos disjuntos.
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La ecuacion (2.5.4) puede ser reescrita como

y si AN E; son mutuamente excluyentes y su union es A, se tiene®

P(A) = iP(Ei)P(A]Ei). (2.5.7)

i=1

Lo que se conoce como teorema de Bayes.

4Ver ecuacion (2.5.2) con A = F)
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Capitulo 3
Mecanica Cuantica

A principios del siglo XX habia un conjunto de problemas fundamentales para los
cuales la fisica clasica no tenia respuesta. Estos problemas no podian ser analizados

en el contexto de las teorias fisicas existentes.

La crisis que se produjo logré sacudir la convicciéon imperante a fines del siglo
XIX, de que la fisica era una ciencia practicamente completa en lo que a principios
se refiere, y obligd a reconocer la necesidad de un cambio en la concepciéon del

mundo fisico. Esto llevé a la aparicion de la mecanica cuantica [/].

La mecénica cuantica difiere de la mecénica clésica, y una de las diferencias se
manifiesta en el proceso de medicién. En la teorfa clasica se asume que al medir,
las propiedades del sistema se mantienen sin cambios, en cambio en la teoria
cuantica, la medicion tiene resultados aleatorios y perturban el estado del sistema.
Por esta razon cuando se habla de la descripcion del estado de un sistema cuéntico,
esto se refiere a: la posibilidad de predecir probabilisticamente los resultados de la

medicion (de magnitudes) del sistema.

Otra de las diferencias importantes entre la mecéanica clasica y la mecanica cuéntica
es el formalismo. Por si sola, la teoria cuantica no dice las leyes concretas que

gobiernan la evolucion e interaccion de los sistemas |7].

En este capitulo se presentan nociones de algebra lineal necesarios para presentar
los postulados y el formalismo de la mecanica cuantica. Esté basado principalmente

en [5] y toma elementos de [0, 7].
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3.1. Espacio de Hilbert

Dado que se trabajara con sistemas finitos, es suficiente entender un espacio de
Hilbert como un espacio vectorial complejo de dimension finita con producto

escalar.

Se debe notar que en el contexto de la mecanica cudntica los elementos del espacio
vectorial son la forma de representar un sistema, y las cantidades fisicas que se
quieren medir se representan mediante operadores que acttian sobre los vectores o

elementos del espacio de Hilbert.

Para dos vectores

Un Pn

pertenecientes a un espacio de Hilbert H de n dimensiones, el producto interior

viene dado por

AN
(1), 100) = (wloy = (w1 .. wa)| i | =D wien
(bn =1

De aqui se desprende que el producto interior de [¢)) con si mismo es
)17 = @l) = [l (3.1.1)
i=1

que es real positivo y solo es cero cuando |v) = 0.

Se debe notar que:
» Un vector se dice normalizado si el producto interior con si mismo es 1.
= Dos vectores son ortogonales si el producto interior entre ellos es 0.

» Un conjunto de vectores {|¢,)} son ortonormales si ellos son normalizados

1O producto escalar
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y mutuamente ortogonales, es decir:

<¢M|wn> = 5nm (3.1.2)

= (Ylg) = (o)

3.2. Operadores Lineales y Matrices

Los operadores que acttan sobre un espacio de Hilbert mapean un vector en
otro vector del espacio, esto es, son transformaciones lineales que pueden ser

representadas por matrices:

¢1 All v Aln wl
oy =AWy = | =+ ... | (3.2.1)
¢n Anl s Ann wn

Por otro lado, del algebra lineal se sabe que un operador lineal entre espacios

vectoriales V' y W se define como A : V — W,

A(Z l¢>) = 3" aA(w)). (3.2.9)

% %

Ahora bien, supongase que V, W y X son espacios vectoriales, A:V — W'y
B : W — X son operadores lineales. A partir de esto se define explicitamente la
composicion de operadores, en particular, BA denota la composicion de B con A.
De esta forma, se puede generalizar la accidon sobre el espacio con una n-ésima

composicion de operadores.

Una relacion extremadamente 1til es la relacion de completitud,
I=">"l|iil, (3.2.3)

donde I es el operador identidad, es decir, I |¢)) = |¢) para cualquier |¢)). La suma
de la derecha es sobre diadas |i)(i| correspondiente a los elementos |i) de una base

ortonormal.
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Usando (3.2.3) se tiene que:
= (Z |i><i|) |¥) = Z i) (i) = > (ilw) i) - (3.2.4)

i

Los operadores también pueden ser representados por matrices, en efecto, dado
un operador A y una base {v;} que no necesariamente es ortonormal, se le puede

asociar una matriz cuadrada A de nimeros definidos por A;;:
Alvj) = Z lvi) Aij = ZAU |vs) - (3.2.5)

La matriz depende de la eleccion de la base, asi como en el operador. En el caso

de una base ortonormal y utilizando (3.2.3) se tiene,

Alj) = I1Aj) = (ZI )AU ZI (il Alj) = Y (Al 16),  (3.2.6)

i

donde (i|A|j) es el producto interior de |i) con A|[j), equivalente a A;; en la
expresion (3.2.5). Asi, (i|A|j) se conoce como un elemento de matriz cuando se

utiliza la notacion de Dirac.

Cuando A se refiere a un qubit”, la forma habitual de escribir la matriz en la base

<<0|A|o> <0|A|1>>.
(Ll4[0)  (1]AJ)

Notese el orden de los elementos.

estandar® es:

Otra aplicacion de (3.2.3) esta en escribir el elemento de matriz del producto de

dos operadores en términos de los elementos matriciales individuales:

(i|ABlj) = (i|AIBlj) =) (ilAlm) (m|Blj), (3.2.7)

m

2Por el momento se entendera como un vector de dos dimensiones.
30 base computacional o base logica: |0), |1).
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usando subindices, la ecuacion anterior queda de la forma:

(AB)ij = Y AimBu;. (3.2.8)

Adicionalmente, la traza Tr(A) de un operador A es la suma de los elementos

diagonales de esta matriz, es decir:

(2

Tr(A) =) (iAli) = ZAM.. (3.2.9)

La traza es independiente de la base utilizada en la definicion de los elementos de

matriz, en particular, no se necesita usar una base ortonormal.

3.2.1. Operadores adjuntos y hermiticos

Supodngase un operador A actuando sobre un espacio de Hilbert H, existe un
operador lineal tinico At sobre #H de tal manera que, para todos los vectores i) y

|p) € H,

(1), Ale))" = (¥l (Alo)) = (¢l AT) [v) = (AT|9), [v)), (3.2.10)

este operador lineal es conocido como el adjunto o el hermitico conjugado del
operador A, ademés, (AB)" = BTAT. Por convencién, si |¢) es un vector, se define
1) = (¢], de 1o cual se desprende (A]¢)) = (¢| AT

Se debe tener en consideracion que la operaciéon daga es antilineal, esto es, los

escalares se sustituyen por sus complejos conjugados.

Un operador normal A sobre un espacio de Hilbert es uno que conmuta con su
adjunto, es decir, AAT = ATA. Ellos tienen la propiedad de ser diagonalizados

usando una base ortonormal, de la forma:
A= N A (3.2.11)

donde los vectores |\;) son autovectores® de A y los \; son sus autovalores’.

4También llamados vectores propios.
5También llamados valores propios.
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Equivalentemente, la matriz de A en esta base es diagonal,

La ecuacion (3.2.11) es conocida como la forma espectral del operador Ay al
conjunto de autovalores {\;} se le llama espectro del operador. Ahora bien, un
operador hermitico® definido por la propiedad A = A es también un operador
normal, siendo el anélogo de un niimero real (en oposiciéon a un complejo). Sus

autovalores A\; son numeros reales.

También existe un operador llamado proyector o mas formalmente, operador
proyeccion ortogonal, que satisface P? = P. Este es un operador hermitico con
autovalores 0 o 1, por lo tanto, siempre hay una base (que depende, por supuesto,
del proyector) en la que su matriz es diagonal en el sentido de (3.2.12), con solo 0

o 1 en la diagonal principal.

3.2.2. Operadores Unitarios

Los operadores unitarios U tienen la propiedad:

U'U =1=UU" (3.2.13)

Donde se ve que U conmuta con su adjunto, por lo que ademés es un operador
normal y se puede escribir en la forma (3.2.11). Luego, de (3.2.13) se tiene la
condicién: todos los autovalores de U son niimeros complejos de magnitud 1, es

decir, se encuentran en la circunferencia unitaria en el plano complejo.

Ademés, se debe notar que la accién de operadores unitarios preserva el producto
interno entre vectores, de modo que si |v) y |w) son dos vectores en un espacio de

Hilbert H y |v') = U |v) y |w') = U |w) con U unitaria, entonces
(W) = (| UV |w) = (v] I'|w) = (v|w).

Esto significa que dada una base ortonormal {|v,)}, los vectores |w,) = U |v,)

también son una base ortonormal.

6También conocido como autoadjunto
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En un espacio de Hilbert de dimensién finita, con U mapeando el espacio sobre si
mismo, cada igualdad en (3.2.13) implica la otra, por lo que basta solo considerar

una de ellas, UUT = I, para verificar si U es unitario.

Finalmente, en mecénica cuéntica se utilizan operadores unitarios para cambiar
de una base ortonormal a otra, para representar simetrias como la de rotacion
y para describir algunos aspectos de la dinamica o la evolucién de un sistema

cuantico.

3.2.3. Operadores de Pauli

Los operadores de Pauli” son operadores hermiticos actuando sobre un espacio de
Hilbert de 2 dimensiones. A estos se les designa por el simbolo ¢; con i =1,2,3 o

1=,y 2
g = o, (3.2.14)

y ademés satisfacen la condicion, o? = I.

Si se considera la hermiticidad del operador, se puede ver que sus autovalores son
+1 y —1. Al mismo tiempo, se puede observar por su descomposicion espectral

que o; es unitario,
ol =o7! (3.2.15)

y su traza Tr(oy) es nula.

Ademas, estos operadores satisfacen relaciones de anticonmutacion, {A, B} =

AB + BA

{O'i,O'j} = 2(5131 (3216)

Existe otra propiedad importante de los o; que viene dada por el conmutador

“También se les conoce como matrices de Pauli.
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([A,B] = AB — BA) y es complementaria a la relacion (3.2.16)
3
[O'Z',Uj] = QiZGiijk, (3217)
k=1

con ¢ el simbolo de Levi-Civita®. Finalmente y en adicién a las ecuaciones
(3.2.16) y (3.2.17) se puede escribir:

3
0,05 = 5131 +1 Z €ijkOk- (3218)
k=1

3.2.3.1. Representacion matricial

Si considera una base ortonormal de autovectores |0) y |1) de o, con autovalores

+1 y —1 respectivamente, se ve que:

. 10) = +[0)
o 1) =~ [1).

Por consiguiente, en la base computacional la representaciéon matricial de o, es:

1 0
o, = (0 _1>. (3.2.19)

Usando las ecuaciones (3.2.14) y (3.2.18) se encuentran las expresiones para o, y

oy, completando el conjunto de las denominadas matrices de Pauli,
01
Oy = ( 0) = [0)1] + [1)0], (3.2.20)
0 -1 )
o=, ) = itox - D, (3221)

10
o, = (o _1> = 0)0] — |1)(1]. (3.2.22)

8w = 1si (i,5,k) es (1,2,3), (2,3,1), 0 (3,2,1); eije = —1si (4,5, k) es (3,2,1), (1,3,2), o
(2,1,3); ejp=0sii=j,0j=Fk ok=i.
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Por otra parte, la accion de los operadores o; sobre los vectores de la base

computacional se muestra a continuacion:

0, 10) = 1) (3.2.23a)
o, |1y =|0) (3.2.23b)
gy, |0) = +i|1) (3.2.23¢)
oy 1) = —i|0) (3.2.23d)
0. |0) =+10) (3.2.23¢)
o.|1) =—11) (3.2.23f)

donde ¢, hace un cambio de estado (bit flip), o, intercambia e introduce la fase

+i, y o, introduce la fase +1 (phase flip).

3.3. Postulados de la Mecanica Cuantica

La mecénica cudntica es un marco matematico para el desarrollo de teorias
fisicas. Por si misma, la mecanica cuantica no dice qué leyes un sistema fisico
debe obedecer, pero provee un marco mateméatico y conceptual para el desarrollo
de tales leyes. Los postulados proveen una conexién entre el mundo fisico y el

formalismo matematico de la mecanica cuéntica.

Los postulados de la mecénica cuéntica fueron derivados después de un largo
proceso de ensayo y error, que implicé una considerable cantidad de conjeturas
y dudas por parte de los creadores de la teoria, y pesar de mas de un siglo
de investigacion, numerosas preguntas relacionadas con los fundamentos de la
mecanica cuantica siguen sin resolver. Por ejemplo, hasta ahora no se ha encontrado
una explicaciéon satisfactoria para el hecho de que la mecénica cuantica tenga su
particular estructura matematica, como consecuencia, algunos de los aspectos
que se discutiran a continuacién, a saber, los postulados de la mecénica cuantica

pueden parecer carentes de una motivacion clara.

En esta seccion, describiremos uno de los enfoque estdndar de la mecanica cuéntica.
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Esta basado en un nimero de postulados formulados por Dirac y von Neumann
con respecto a los estados de los sistemas fisicos [0], asi como a su evolucion. Los

postulados son los siguientes:

3.3.0.1. Postulado 1: Estados

Asociado a cualquier grado de libertad de un sistema fisico aislado hay un espacio
de Hilbert H, conocido como espacio de estados. El sistema es completamente
descrito por su vector de estado |1), que es un vector unitario del espacio de
estados H.

Este primer postulado establece el escenario en el que tiene lugar la descripcion
matematica de la mecanica cuantica, sin embargo no dice nada con respecto a

como construir el espacio de Hilbert asociado al sistema.

3.3.0.2. Postulado 2: Dinamica

La evolucion de un sistema cuantico cerrado es descrita por medio de una
transformacion unitaria. El estado [¢(ty)) del sistema esta relacionado con el

estado | (t)) por un operador unitario U que depende solo de los tiempos ¢ vy t,

[ (t)) = Ulto, 1) [1h(to)) - (3.3.1)

De la misma manera que el primer postulado no dice cual es el espacio de estados
o el vector de estado de un sistema, el segundo postulado no dice qué operadores
unitarios U describen la dinamica cuéntica de un sistema real. Este postulado solo
asegura que la evolucion de cualquier sistema cuantico cerrado puede describirse

de esa forma.

3.3.0.3. Postulado 3: Observables

Se conoce como observable a cualquier propiedad fisica que pueda ser medida en
un sistema. Todos los observables son representados por operadores hermiticos
actuando sobre el espacio de estados H, y cada autovalor de este operador

corresponde a un posible resultado de medir dicho observable.

Si el espectro del operador es discreto, entonces los resultados que pueden ser

obtenidos de la medicién de dicho observable estan cuantizados.
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3.3.0.4. Postulado 4: Mediciones

La medicién’ de un observable O produce un autovalor );. Si el sistema est4 en el
estado [1)) € H, entonces la probabilidad de obtener el resultado \; es dada por

la regla de Born:

P(N) = [(o|) ], (3.3.2)

con |¢) un autovector normalizado asociado al observable O con autovalor \;.

Ademas, el estado [¢') del sistema después de la medicion, condicionado al evento

de que el resultado es \;, es dado por

1

[W') = mp&-

¥, (3.3.3)

con PAZ. el proyector propio de O asociado al autovalor'’ \;.

3.3.0.5. Postulado 5: Composicion

Para N sistemas fisicos con espacios de estado H;, i = 1,2,..., N, el espacio de
estados de considerar el conjunto de sistemas es H; @ Ho ® - -+ @ Hy. Ademés,
si los sistemas individuales estan en estados [1)1) € Hy, |1e) € Ha, ...,|hN) € Hn

entonces el estado conjunto es'!

W) = [1) @ [1h2) @ -+ @ [hy) € H1 @ Ha ® -+ @ Ho. (3.3.4)

3.4. Operador Densidad

En la secciéon anterior se escribieron los postulados de la mecanica cuantica usando
vectores de estado. Una formulacion alternativa es posible usando el operador
densidad o también conocido como matriz densidad. Esta formulaciéon alternativa

es matematicamente equivalente al enfoque de vectores de estado.

El lenguaje del operador densidad proporciona una manera conveniente para

9Caso de un espectro discreto no degenerado.
0Como Py, es proyector propio se tiene que OPy, = \; Py,
HTambién se puede escribir [11) |12) ... [thx) 0 [1h192 ... n) en lugar de |1)1) @ [1h2) @+ - - @ |y).
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describir sistemas cuénticos cuyo estado no se conoce completamente. Mas
precisamente, supongase un sistema cuantico en uno de los posibles estados
|t;), donde cada estado tiene una probabilidad p; asociada. El conjunto de
probabilidades y estados puros {p;, [1;)} es conocido como un ensemble de estados

puros. El operador densidad para el sistema se define por la ecuacion

p= Zpi (i )abi] (3.4.1)

Cabe notar que si se usa el lenguaje del operador densidad o el lenguaje de los
vectores de estado es un asunto de gustos, dado que ambos conducen a los mismos
resultados, sin embargo a veces es mucho mas facil abordar problemas desde un

punto de vista que desde el otro.

Ademas, es importante sefialar que un sistema cuantico cuyo estado |¢) es conocido
de forma exacta se dice que estda en un estado puro. En este caso el operador
densidad es simplemente p = [1))1)|. De otro modo, p es un estado mizto™”, es

decir, que es una mezcla de los diferentes estados puros en el ensemble para p.

Un operador densidad debe cumplir las siguientes condiciones:

» Condicién de normalizacion.
Tr(p) =1, (3.4.2)

es decir, la suma de los elementos diagonales es igual a 1.

» Condicién de positividad.

(¢lplg) > 0, (3.4.3)

para cualquier vector |¢) en el espacio de estados.

Si se cumplen las dos condiciones anteriores, el operador densidad tiene una

descomposicion espectral de la forma

o= X likil. (3.4.4)

120 estado mezcla.
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donde los vectores |j) son mutuamente ortogonales y los valores propios de p, A,

son reales positivos.

En general, para la traza de un operador densidad se cumple que Tr(p? < 1). La
igualdad se satisface solo para estados puros, por lo que la expresiéon anterior es
utilizada como un criterio para cualificar la pureza de un estado cuéntico. Ademas,

el operador densidad es hermitico.

3.5. Reformulacion de los Postulados

3.5.0.1. Postulado 1: Estados

En un tiempo fijo t; el estado del sistema fisico es completamente descrito por
un operador densidad, el cual es positivo con traza unitaria, actuando sobre el
espacio de estados del sistema. En efecto, si el sistema cuantico esta en el estado

p; con probabilidad p;, entonces, el operador densidad para el sistema es:

sz-pi. (3.5.1)

3.5.0.2. Postulado 2: Dinamica

La evolucién de un sistema cuantico cerrado es descrita por una transformacion
unitaria. Tal que, el estado p en el tiempo t; se relaciona con el estado p’ del

sistema en el tiempo t5 mediante un operador unitario U,

o =UpU". (3.5.2)

3.5.0.3. Postulado 3: Mediciones

Una medicion es descrita por un conjunto de operadores de medida {M,,}.
El subindice m indica el resultado de la mediciéon. Si el estado del sistema
inmediatamente antes de la medicién es p, entonces la probabilidad de obtener el

resultado m es:

p(m) = Tr(M} M,p) (3.5.3)



28 3.5. Reformulacion de los Postulados

y el estado inmediatamente después de la medicion es

M} pM,,

m

TT(M%_Mm y (3.5.4)

Los operadores que permiten realizar procesos de medida satisfacen la condicion

de completitud,

> MiM,, = 1. (3.5.5)

3.5.0.4. Postulado 4: Composicion

El estado de un sistema fisico compuesto es el producto tensorial de los estado
fisicos que lo componen. Ademés, si tenemos sistemas numerados del 1 hasta
el N, y el sistema i se prepara en el estado p;, entonces, el sistema total es'?

PP - pn.

13 También se puede escribir p1ps...pn en lugar pr @ p2 @ -+ @ pn
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Capitulo 4
Teoria de la Informacién Cuantica

“Una teoria de la informacion basada en los principios cudnticos,
amplia y completa la teoria cldsica de la informacion, del mismo

b

modo que los numeros complejos amplian y completan los reales.
(Bennett et al., 2000, p. 247)[3].

“El campo de la informacion cudntica no tiene que ver con los
problemas fundamentales, en lugar de eso, se basa en la validez de la
mecdnica cudntica y aplica los rasqos caracteristicas de los sistemas
entrelazados para disenar esquemas nuevos y potentes para la

comunicacion y computacion.” (Alber et al., 2001, p. 59)[9].

4.1. Qubit

El bit es un concepto fundamental en teoria de la informacion clésica, esto hace
necesario introducir un concepto anilogo en teoria de la informacion cuantica [10]:

el bit cudntico o comtnmente llamado qubit [5].

Un bit es un sistema que puede estar en uno de dos estados posibles, ya sea 0 6 1.
De la misma forma, un qubit también puede adoptar uno de dos posibles estados:
|0) o |1), pero a diferencia de los bits clasicos, un qubit puede ademés estar en

una superposicion de estos dos estados, es decir,

|Y) =al0) +b]1) (4.1.1)

'Representados asi en el sistema binario.
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con a,be Cy la]*+[b* =1.

Dicho de otra forma, un qubit es un vector en un espacio de Hilbert de dos
dimensiones y los estados |0) y |1) forman una base ortonormal para este espacio

vectorial. Una forma conveniente de visualizar un qubit es dada en la siguiente

representacion geométrica.

Dado que |a|® + |b]> = 1, es posible reescribir la ecuacion (4.1.1) como

|9) = e <cosg |0) + e Sing |1>), (4.1.2)

donde 6, ¢ y 7 son niimeros reales y € es una fase global que podemos ignorar,

ya que no produce efectos observables. De esta forma, se puede escribir

0 , 0
|1) = cos 3 |0) + ¥ sin 5 1) (4.1.3)

Es claro que los nimeros 6 y ¢ definen un punto sobre una esfera unitaria

tridimensional, como se muestra en la figura 4.1.1.

Figura 4.1.1: Representacion de Esfera de Bloch de un qubit. Fuente: Elaborado
por el autor.

Esta esfera es comuinmente llamada esfera de Bloch y es una herramienta ttil
para visualizar qubits individuales y describir muchas de las operaciones que se

aplican a ellos, sin embargo hay que tener en cuenta que es limitada, porque no
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hay generalizaciones simples conocidas de la esfera de Bloch para multiples qubits.

Ahora bien ;jcuanta informacion es representada por un qubit? Paraddjicamente,
hay un numero infinito de puntos sobre la esfera unitaria, de manera que en
principio podriamos almacenar un texto completo de Heidegger en la expansion
binaria infinita de #, sin embargo, esta afirmacion resulta ser enganosa, debido
al comportamiento del qubit cuando es observado [5]|. Se debe recordar que la
medicién de un qubit daréd solo 0 6 1, ademés de cambiar el estado del sistema.

Por ejemplo, considérese el estado

1

V2

si la medicion de |+) da 0, entonces el estado post-medicion del qubit sera |0),

+) (10) + 1)),

perdiendo la superposicion que permitia almacenar infinita informacion.

Por lo tanto, a partir de una sola medicion se obtiene wunicamente un bit de

informacion sobre el estado del qubit [11].

4.1.1. Multiples qubits

Supongase se tienen dos qubit. Si estos fueran bits clasicos, entonces habria cuatro
posibles estados, a saber, 00, 01, 10 y 11. Correspondientemente, un sistema de
dos qubits tiene cuatro estados bases denotados |00), |01), [10) y |11). También
puede existir un par de qubits en una superposiciéon de estos cuatro estados, por
lo que el estado cuantico de dos qubits implica asociar un coeficiente complejo”
con cada estado de la base [5], de modo que el vector de estado que describe los

dos qubits es
|¢> = apo |00> + app |01> + ag |10> + ar |11> (414)

con las amplitudes complejas limitadas solo por la condiciéon de normalizacion

|ago|” + |aor|* + [a1o]” + |an|? = 1.

La generalizacion resulta natural cuando se tiene n qubits [12], el estado general

2También llamado amplitud de probabilidad.
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ahora puede escribirse como la superposicion de los 2" estados base |x,,)* diferentes

con amplitudes cuyos modulos al cuadrado suman 1:

) = > aa ), (4.1.5)

0<z<L2n
> el =1 (4.1.6)

0<x<L2n

De esta forma se ha definido el elemento basico de la teoria de la informacién

cuantica.

4.2. Entropia de von Neumann

La entropia de von Neumann de un estado cuantico con operador densidad p se

define como [7]

S(p) = = Tr(plog, p). (4.2.1)

Se puede calcular dicha entropia en términos de los autovalores del operador

densidad
p=_ AL
luego,

logy p =Y logs(X;) [\ XA -
j

De esta forma al trazar utilizando como base los autovectores del operador densidad,

se obtiene
S(p) = —Xilog, A, (4.2.2)

donde se define que 0log, = 0.

32, representa una cadena de Os y 1s de largo n. Asi, para n = 2 se tiene que z,, toma los

valores del conjunto {00,01,10,11}.
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La entropia de von Neumann es la version cuéntica de la entropia de Shannon
clasica [7]. Para una variable discreta X que puede tomar un valor z con

probabilidad p,, la entropia de Shannon se define como ||

H(X) ==Y p.log,p,. (4.2.3)

Similar a la entropia de Shannon, que mide la incertidumbre de una variable
aleatoria clasica, la entropia de von Neumann mide la incertidumbre de una estado

cuantico [13].

Los estados puros representan el conocimiento completo acerca de un sistema
cuantico: su entropia de von Neumann es cero. Por otro lado, para un espacio
de Hilbert de d dimensiones, la incertidumbre maxima esta representada por el
operador densidad mixto p = clzId®d con entropia de von Neumann log, d. Ademas,

la entropia de von Neumann es no negativa para cualquier operador densidad

5, 71

Por otro lado, es de suma importancia destacar que la entropia de un operador

densidad es invariante bajo transformaciones unitarias, esto es
S(p) = S(UU), (1.2.0

con U un operador unitario y U' su hermitico conjugado.

Ademés, en ocasiones es necesario determinar una cantidad de una sola parte de
un sistema multipartito. Por ejemplo: considérese un sistema cuantico compuesto
de dos partes’, el cual se encuentra en un estado puro |1 45). Luego, los estados

del subsistema A y B vienen dados por

pa = Trp(|Yap)vasl),
pB = Tra(|Yas)vas|).

Dado que el estado del sistema cuéntico bipartito se encuentra en un estado puro,

su entropia de von Neumann es cero, sin embargo la entropia de von Neumann de

4También se les denomina sistemas bipartitos.
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los subsistemas A y B no necesariamente es nula. De esta forma

Adicionalmente, como el sistema esta en un estado puro, se cumple la siguiente

propiedad:

S(pa) = S(pn). (4.2.5)

La demostracion se basa en que todo estado puro de un sistema bipartito puede

escribirse utilizando la descomposicion de Schmidt [5].

Al trazar parcialmente sobre el estado bipartito se debe notar que, los autovalores
de pa v pp son iguales, lo que implica que sus entropias de von Neumann también
lo son. La propiedad es valida para sistemas multipartitos siempre cuando el

estado del sistema completo sea un estado puro [7].

4.3. Entrelazamiento

Por mucho tiempo, el entrelazamiento fue visto solo como uno de los rasgos
contraintuitivos de la mecanica cuantica, solo importante dentro del contexto de la
paradoja EPR. Es en estas tltimas décadas que el campo de la informacién cuantica
ha explotado estas caracteristicas para obtener nuevos tipos de transmision y

procesamiento de la informacion [9].

El entrelazamiento es una propiedad de los sistemas cuanticos compuestos de dos
o mas particulas, o bien sistemas cuanticos individuales de dos o mas grados de

libertad. Esta propiedad juega un rol fundamental en distintas aplicaciones de

computacion cudntica [14, 15, 16] e informacion cuantica, tales como: preparacion
remota de estado |17, 18, 19], codificacion superdensa [20], teleportacion de estados
cuanticos [21], intercambio de entrelazamiento [22] y criptografia cuantica [23].

4.3.1. Revision del concepto

La siguiente revision del concepto de entrelazamiento esté basada en [21].
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En el ano 1935 E. Schrodinger se refirio al entrelazamiento como “el rasgo
caracteristico de la mecéanica cuantica” [25]. En efecto, al hacer interactuar dos
sistemas (que en un inicio estan separados espacialmente y tienen estados bien
definidos) mediante fuerzas conocidas, y luego de un tiempo finito de influencia
mutua separarlos, estos ya no podran ser descritos de la misma forma inicial,
es decir, ya no podran ser especificados de manera independiente cada uno
de ellos. Esta es una de las caracteristicas de la teoria cuéntica que genera
un distanciamiento notable de las lineas del pensamiento clésico. Debido a la

interaccion los sistemas cambian, se conectan, se entrelazan.

Paralelamente el mismo ano, la interpretacion de Copenhagen de la mecéanica
cuantica era fuertemente criticada por A. Einstein, B. Podolsky y N. Rosen (EPR)
[26]. En el trabajo que publicaron, ellos cuestionan (bajo su propio paradigma de
realidad) si la mecanica cuantica puede ser considerada una teoria completa de la
realidad fisica; Plantean que en una teoria completa, cada elemento de la realidad
fisica debe tener una contraparte en la teoria, de esta forma la mecénica cuéntica

deberia satisfacer el criterio siguiente:

“S1, sin perturbar en ningun modo un sistema, se puede predecir con
certeza (es decir, con probabilidad igual a uno) el valor de una cantidad
fisica, entonces existe un elemento de realidad fisica correspondiente a
dicha cantidad fisica.” (Einstein et al., 1935, p. 777)[20].

El argumento EPR senala que en mecanica cuantica, si los operadores A y B
correspondientes a dos cantidades fisicas no conmutan, esto es AB # BA, entonces
el conocimiento preciso de una de las cantidades exluye el conocimiento de la otra.

Por lo tanto, se concluye que:

i) la descripcion de la realidad de la mecanica cuantica entregada por la funcion

de onda no es completa, o

ii) cuando los correspondientes operadores de dos cantidades fisicas no

conmutan, no pueden tener realidad simultaneamente.

Posteriormente en el mismo afio, N. Bohr [27] respondi6 a la critica realizada a
la interpretacion de Copenhagen de la mecanica cuantica. El argumento de Bohr
fue que hay una ambigiiedad en la implicancia de la expresion: “sin perturbar

en ningin modo un sistema”, debido a que en mecéanica cuantica es imposible
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controlar con certeza, es decir, con probabilidad 1, la reaccion del sistema ante el

instrumento de medida, lo cual es conocido como principio de incertidumbre.

Mas tarde, en 1952 D. Bohm introduce una nueva interpretaciéon de la mecanica
cuantica, la cual buscaba entender la teoria en términos de variables “ocultas”
[25]. Con estas variables era posible determinar, al menos en principio, de manera
precisa el resultado de cada proceso individual de medida. Ademas, senalaba que
la mecanica cuantica puede ser generalizada, al considerar que las perturbaciones
en el proceso de medida podrian ser eliminadas. Segin esto, el principio de

incertidumbre podria no ser valido.

1964 result6 ser un ano esencial para aclarar las interpretaciones de la mecanica
cuantica, ya que J. Bell [29] propuso una prueba experimental para determinar si
los argumentos de EPR eran vélidos. El resultado es conocido como la “desigualdad
de Bell” (ver apéndice A), que es completamente general y no depende de una
teoria fisica en particular; Mediante esta fue posible demostrar que, al considerar
estados entrelazados no se satisface la desigualdad de Bell, lo que esté en acuerdo
con las predicciones de la mecanica cuéntica, con el argumento de Bohr, y en
contradicciéon con las ideas de la paradoja EPR. Es el requisito de localidad el
que crea la dificultad esencial, esto es, que el resultado de una medicién sobre un
sistema, no sea afectado por operaciones sobre sistemas distantes con los cuales
ha interactuado en el pasado. De esta forma, no existe una teoria fisica sobre

variables ocultas que reproduzca todas las predicciones de la mecanica cuéntica.

4.3.2. Definicién

Para un sistema compuesto de dos partes, cominmente denominadas Alice (A) y

Bob (B), el estado total del sistema cuantico viene dado por

[¥) = la) ©1b), (4.3.1)

donde los estados |a) y |b) son elementos de los espacios de Hilbert locales H 4 y

‘H g, respectivamente.

Estados de la forma (4.3.1) no estan entrelazados y son llamados estados separables,

sin embargo, no todos los estados son separables, ya que la mecénica cuantica
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también permite superposiciones que no son necesariamente productos:

|0) = %(!aﬁ ® [b1) + |ag) @ [b2)), (4.3.2)

donde N es tal que (¢|¢) = 1. Si |¢p) no se puede escribir como un producto, es

decir, |¢) # |a) ® |b), entonces es llamado estado entrelazado.

Un estado mixto es separable si puede ser escrito como [30)]
p=> pilai)Xa;| @ [bi)bi] . (4.3.3)

Los estados puros |a;) y |b;) son elementos de los espacios de Hilbert locales H 4
y Hp, y p; > 0 son probabilidades tal que Y. p; = 1. Si el estado no puede ser

escrito en esta forma, es llamado entrelazado.

4.4. Operaciones Cuanticas

El formalismo de las operaciones cuanticas permite describir la dinamica de los
sistemas cuanticos en una gran variedad de escenarios, como por ejemplo, los
sistemas cuanticos abiertos, los cuales se encuentran fuertemente acoplados con
su medio ambiente [5]. En el formalismo de las operaciones cuéanticas, el estado
del sistema se describe mediante el operador densidad p, el cual transforma de la

siguiente forma

o= Ap). (4.4.1)

El mapa A es un operador lineal que actiia sobre operadores” [31], describe la
dindmica del cambio de estado que ocurre como resultado de algin proceso fisico

y se le denomina operacion cudntica |5].

Algunos ejemplos de operaciones cuanticas son: las transformaciones unitarias,

A(p) = UpU?' y las mediciones cuanticas A,,(p) = M,,pM] .

5Este ente matemético a veces es llamado superoperador.
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4.4.1. Operaciones Locales

Considérese el escenario donde Alice y Bob comparten un estado cuéntico global
pap de dos particulas y tienen permitido cualquier operaciéon cuantica local, las que
se denotaran A ® Ig y 14 ® B, respectivamente. En general, la operacion cuantica
local puede ser cualquier transformacion local, incluyendo una medicién promedio
sobre todos los posibles resultados [32]. Es importante resaltar que la aplicacion de
una operacion cuantica local por una de las partes, no es necesariamente conocida

por su contraparte con quien comparte el estado pap.

Ademas, es posible descomponer una operacion cuéntica local arbitraria en término

de procesos mas simples |21]. Estos son:

s Transformacién local unitaria:

pas = Pap = (Ua® Ip)p(U} © Ip), (4.4.2)

donde Uy es una transformacion unitaria que actiia sobre el subsistema de
Alice. Anélogamente, para el caso del subsistema de Bob se tiene el operador

14 ® Ug actuando sobre papg.
= Mediciones locales tipo von Neumann:

Alice mide alguna cantidad sobre su subsistema, proceso que esta simulado
por la aplicacién de un proyector P, = Pk ® I local sobre el operador
densidad p4p. El resultado de la medida se obtiene con probabilidad py y
proyecta el sistema total al estado p¥, = Pfpap = (Php @ Ip)pap. Los

proyectores { P} son mutuamente ortogonales.
= Adjuntar una ancilla

Esta operacion consiste en aumentar la dimension del espacio de Hilbert
mediante la inclusion de un nuevo sistema fisico. El estado de este sistema
no se encuentra correlacionado con el sistema total, sin embargo se acopla a

uno de los observadores.

PAB — PABC = pAB @ pC- (4.4.3)

s Eliminacién de la ancilla
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El sistema auxiliar acoplado al sistema total puede ser eliminado trazando

sobre él, es decir

papc = Pap = Tre(pasc). (4.4.4)

La comunicacion clasica posibilita que algunas operaciones cuanticas locales
dependan del resultado de otras, lo que origina la existencia de transformaciones
locales que no forman parte del conjunto de operaciones cuanticas locales. A pesar
de esto, dichas transformaciones pueden ser escritas en términos de los cuatros

procesos (anteriormente listados) junto a un nuevo proceso.

Supongase que Alice y Bob comparten un sistema compuesto descrito en el espacio
de Hilbert H4 ® Hp. Estos subespacios pueden estar asociados, por ejemplo,
a dos particulas con idénticas caracteristicas, una en poder de Alice y otra en
poder de Bob. Asi, el estado de ambos subsistemas esta descrito por el operador
densidad pg}g. Ademas, supongase que los observadores comparten un segundo
par de particulas en el estado pfé. Alice, con una probabilidad ¢; elimina una de
las particulas en su poder, de manera que termina con el estado p(Alj)B y comunica

su intenciéon a Bob, quien elimina la particula correspondiente. Posterior a este

proceso, los observadores finalizan con uno de los dos posibles estados, esto es
1 2 1 2
p=oith @by = {a Pl @ 1951 - g, 10 @ )} (4.4.5)
Notese que si Alice no comunica su eleccion de particula a eliminar y borra el

registro de las elecciones anteriores, el estado final sera

p=rp @ =0 =aphh @1+ (11— )V e p). (4.4.6)

El obtener alguno de los estados (4.4.5) o (4.4.6) depende unicamente de la
informacién disponible a los observadores. Luego, se tiene un nuevo proceso

fundamental,

= Reduccién en la informacién disponible sobre el sistema total:

{ar, oy — 0 = Z%Pm (4.4.7)
k
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donde ), qxpi corresponde a cualquier conjunto representado por p'.

4.4.2. Operaciones Locales y Comunicacién Clasica

(LOCC)

La idea detras de la definicién de estado separable presentada en la secciéon 4.3.2 es
la siguiente: supéngase que Alice y Bob son capaces de producir cualquier estado
cuantico de forma local. Ademés, ellos tienen acceso a un canal de comunicacion
clasica, tal como un teléfono. Entonces, Alice y Bob pueden producir cualquier
estado separable de la forma (4.3.3) mediante el siguiente procedimiento: Alice
prepara el estado |a;) con probabilidad p; y le hace saber a Bob qué estado preparo.
Dependiendo de esta informacion, Bob prepara el correspondiente estado |b;);

Cabe senalar que de esta forma no es posible crear estados entrelazados.

El proceso de creacion de estados separables presentado previamente, pertenece a
la clase de Operaciones Locales y Comunicacion Cldsica o inglés Local Operations
and Classical Communication (LOCC), introducido primeramente [13] en [33].
Ademés, si Alice y Bob estan limitados solo a comunicacion clésica, entonces
esta clase de operaciones describe el procedimiento més general que ellos pueden
aplicar en teoria cuantica. La descripcion matematica general de estas operaciones

es exigente [31], pero la idea es simple y se explicaré a continuacion.

Para dos partes, Alice y Bob, una operacion cuantica Ajocc pertenece a la clase

de LOCC si puede ser descompuesta en los siguientes pasos:

1. Una de las partes, por ejemplo Alice, realiza una mediciéon local sobre su

subsistema.

2. El resultado de la mediciéon es comunicado cldsicamente a la otra parte, en

este caso Bob.

3. Dependiendo de la informacion recibida, Bob realiza una medicion local

sobre su subsistema.
4. El resultado de la medicion de Bob es comunicado clasicamente a Alice.

5. Dependiendo de la informacion recibida, Alice realiza una medicion local

sobre su subsistema, y el proceso comienza otra vez en el paso 2.

La clase de LOCC juega un papel importante en teoria de la informacion cuéntica,
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especialmente cuando se estudia entrelazamiento [13]. Notese que cualquier estado
separable puede ser creado con LOCC, sin embargo las LOCC no pueden ser

usadas para crear estados entrelazados [37].

4.5. Cuantificacidon del entrelazamiento

El entrelazamiento es un fenémeno cuantico por excelencia y desempena un
papel central en informaciéon cuantica. Hace posible procesos como teleportacion,
codificacion superdensa y subyace al incremento de la velocidad en algoritmos
cuanticos. Por esta razon es ttil pensar el entrelazamiento como un recurso, tanto
para computacion cuantica como para procesamiento de informacion cuantica. Los
sistemas entrelazados, especialmente cuando se comparten, son en gran medida un
recurso para las comunicaciones cuénticas. Y como recurso, es importante poder

cuantificar la cantidad de entrelazamiento asociado con cualquier estado dado |7].

Un posible criterio para medir entrelazamiento pudo haber sido la desigualdad de
Bell [29], pero existen estados parcialmente entrelazados que no la satisfacen [30)]

y por esto, dicha desigualdad no puede ser utilizada como medida.

Muchos trabajos han estado dedicados a la busqueda de medidas de
entrelazamiento y en particular, enfocados en estados mixtos de un sistema
bipartito [33, 30, 37]. Y una de las medidas mas populares es el entrelazamiento
de formacion, el cual cuantifica los recursos necesarios para crear un estado

entrelazado dado [33].

4.5.1. Entropia de Entrelazamiento

Para un estado puro | 4p) distribuido entre dos partes, el entrelazamiento es
usualmente cuantificado por la entropia de entrelazamiento, que no es mas que la

entropia de von Neumann del operador densidad reducido ps = Trg ([ ap)¥as|),
E(l¢as)) = S(pa) = — Z i logy i, (4.5.1)

donde \; son autovalores de p4. Se obtiene el mismo resultado si se utiliza el
operador densidad reducido pp = Tra (|t as)¥as|), esto es E(|¢ap)) = S(ps).
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4.5.2. Criterios para una medida de entrelazamiento

Para estados mixtos no existe una tnica cuantificaciéon del entrelazamiento, pero

una posible medida E debiese satisfacer las condiciones [39]:

i) Para un sistema bipartito F/(p) debe ser un mapeo desde operadores densidad

a nameros reales positivos.
ii) Debe ser cero, si el estado es separable.
iii) La medida no debe en promedio aumentar bajo LOCC.

iv) Para estados puros la medida de entrelazamiento se debe reducir a la entropia

=

de entrelazamiento (4.5.1). Para estados maximalmente entrelazados la

medida se reduce a log, d.

Sin embargo, algunos autores |39, 10] exigen otras propiedades que debe cumplir
b

v) Continuidad: El entrelazamiento debe converger a cero; en el limite cuando
la distancia de dos operadores densidad distintos tiende a cero, es decir,

E(p) — E(o) — 0 para ||p — o|| = 0.

vi) Aditividad: Un nimero n de copias idénticas del estado p debe contener n

veces el entrelazamiento de una copia, es decir, E(p®") = nE(p).

vii) Subaditividad: El entrelazamiento del producto tensorial de dos estados
p 'y o no deberia ser mayor que la suma de los entrelazamientos de cada
subsistema, es decir, E(p® o) < E(p) + E(0).

viii) Convexidad: La medida del entrelazamiento deberfa ser una funciéon convexa,
es decir, E(Ap+ (1 = AN)o) < AE(p) + (1 = N)E(0) para 0 < A < 1.

4.5.3. Medidas de entrelazamiento para estados mixtos

Para una estado mixto psp se consideran dos clases principales de medidas de

entrelazamiento |1 3]:

» medidas de techo convexo (convex roof measures) y
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» medidas basadas en la distancia®.

Cualquier medida de entrelazamiento E que se define sobre estados puros puede

ser extendida a estados mixtos mediante la construccion de techo convexo (convex

roof ) [15, 1]

donde el minimo es tomado sobre todas las descomposiciones {p;, |1/;) } del operador

densidad p dado con probabilidad p; no negativas, es decir, p = >, p; |¥:)}(1].

4.5.4. Entrelazamiento de Formacion

Para sistemas bipartitos, el entrelazamiento de formacion Ey definido en [33] es
una de las méas populares y frecuentemente usadas medidas de techo convexo [13].
Para estados puros se define como la entropia de entrelazamiento (4.5.1) y la
extension a estados mixtos se realiza mediante la construccion de techo convexo
(4.5.2), esto es

{pi, |wz

Ef(pap) = min {sz (J¥)) } (4.5.3)

donde E(|1);)) corresponde a la entropia de entrelazamiento (4.5.1).

Aunque en general, es dificil de evaluar analiticamente el minimo en (4.5.3),
Wootters presenté una expresion explicita para el entrelazamiento de formaciéon
de estados mixtos arbitrarios de dos qubits [12]|. Asi, para cualquier estado pap

de este tipo, el entrelazamiento de formacién E; viene dado por

Ei(pap) =h (1 A CQ(pAB))a (4.5.4)

2

donde Ef(pap) es mondtonamente creciente y oscila entre 0 y 1, h es la entropia

binaria definida como h(z) = —zxlogyz — (1 — x)logy(1 — ), y C(pap) es la

6Se menciona solo por completitud, ya que en este trabajo se utiliza una medida de techo
convexo para cuantificar el entrelazamiento. En particular, se hace uso de la concurrencia;
cantidad definida en el calculo del Entrelazamiento de Formacion.
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llamada concurrencia:
C(pap) = max {0, A1 — Ay — Az — \a}, (4.5.5)

con )\; los autovalores (no negativos) en orden decreciente de la matriz hermitica
R = \/\/pp/p- De forma alternativa, se puede decir que los \; son las raices

cuadradas de los autovalores de la matriz antihermitica pp con,
pag = (0, @ 0,)pp(0, @ 7). (4.5.6)

En el caso de sistemas puros la concurrencia se reduce a una expresion mas simple:

) =|(v[¢)

, (4.5.7)

donde ‘1;> = o, [¢*).

Se debe senalar que el entrelazamiento de formacion satisface los criterios para
una medida de entrelazamiento adecuada, y ademas, dado que la relacion entre el
entrelazamiento de formacion y la concurrencia es mondétonamente creciente, se

puede considerar a esta tltima como una buena medida de entrelazamiento [12].

4.5.5. Entrelazamiento Residual o Three-tangle

El entrelazamiento residual o también conocido como three-tangle es una medida

de entrelazamiento para sistemas tripartitos introducida en [15].

Para estados puros (de sistemas compuestos de tres qubits) de la forma

[YaBc) = Z aiji [ijk) , (4.5.8)

ijk

con a;jx € Cy {|ijk)} la base estandar, donde cada indice toma los valores 0 y 1,

se define el three-tangle Topc como

TABC = 2‘ E Qijk il §'m Qnpk! An/p'm/ €ii €55/ €kk! Emm/ Enn/ Epp! | (459)
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donde la suma es sobre todos los indices y

€00 = €11 = 0,

€01 = —€10 = 1.

El three-tangle representa una propiedad colectiva de los tres qubits. Esto es, el
entrelazamiento del sistema se puede manifestar de distantas maneras: el sistema
A entrelazado con BC' (visto como un solo sistema), el sistema A entrelazado con
B, el sistema A entrelazado con C' o un entrelazamiento global ABC'. Esto se

puede expresar como |17]

Cie) = Cap + Cic + Tasc, (4.5.10)

donde C es la concurrencia definida en la seccion 4.5.4.

4.6. Clasificacion de estados cuanticos

Si bien en la seccion 4.3.2 se presento6 la definicion de un estado separable y un
estado entrelazado, en esta seccidon se hara una clasificacion mas detallada de

estados cuanticos, la cual esta basado en [13].

Considérese un sistema cuéntico compuesto de N subsistemas fisicamente
distinguibles A, B, C, ..., cuyo operador densidad es papc.., y el operador densidad
del i-ésimo sistema se obtiene al trazar parcialmente sobre todos los otros

subsistemas.

4.6.1. Estado producto

Se dice que papc... es un estado producto si es posible escribirlo como el producto

tensorial de los respectivos operadores densidad reducidos, esto es,

PABC.. = PARPBR pc X . ... (4.6.1)

Los estados producto no presentan correlaciones. Notese que la mezcla de dos

estados producto pertenece al conjunto de los estados separables.
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4.6.2. Estados separables

Un operador densidad representa un estado separable si puede escribirse como

mezcla de estados productos [30],
PABC.. = D _Dify @ ply @ P @ ... (4.6.2)

donde pY, p%, p&, ... corresponden a los operadores densidad de los subsistemas

A, B,C,... respectivamente y ZZ p; = 1.

Estos estados se caracterizan por satisfacer la desigualdad de Bell (A0.8). Ademas,

como se hizo mencion en la seccion 4.4.2, estos estados pueden prepararse utilizando

LOCC.

4.6.3. Estado clasico

Un estado clasico tiene la particularidad de poseer solo correlaciones clasicas
[11]. Se construye como una mezcla de estados puros no entrelazados, localmente

ortogonales y es de la forma

PABC... = Z Pryoken K1 XK1 @ - - @ [kn Xk |

ki,...kn

= Z e kXK, (4.6.3)

donde los estados |k) denotan un producto tensorial de N estados |k;) que definen
una base ortogonal en cada subsistema. Dicho de otra manera, los autoestados
del operador densidad que describe un estado clasico son factorizados y ademas

localmente ortogonales.

La mezcla de estados clasicos conduce, en general, a un estado separable. Y cuando
dos estados son clasicos y poseen los mismos autovalores, la mezcla de ellos sigue

siendo clasica.

Dado que las correlaciones cuénticas generalmente no son simétricas, es posible

definir estados semi-cldsicos, los cuales son clésicos tan solo en una de sus partes.
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4.6.4. FEstados entrelazados

Como contraparte a los estados separables que no presentan entrelazamiento, pero
s correlaciones clasicas, existen los llamados estados entrelazados. Esto es, un
operador densidad representa un estado entrelazado si no representa un estado
separable. Debe notarse que la mezcla de estados entrelazados puede dar como

resultado un estado separable.

4.6.4.1. Estados de Bell

Un estado de Bell o también conocido como par EPR’, es un estado que esta
maximalmente entrelazado entre dos sistemas. Estos estados forman una base

ortogonal denominada base de Bell.

%) = Z5(000) £ 1), (46.45)
=) = —=(jo1) £ |10)). (46.4D)

2

S

4.6.4.2. Estados W

~]001) + [010) + |100)

(W1) = 7 , (4.6.5)
~[101) + |110) + |011)

(Wy) = 7 . (4.6.6)

4.6.4.3. Estados Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ)

~{000) + |111)
(GHZ) = = 25— (4.6.7)

"Einstein, Podolsky y Rosen.
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4.7. Extraccion de Entrelazamiento Determinista

(DEE)

En el ano 2019 se propuso un esquema de Fxtraccion de Entrelezamiento
Determinista |16] (o DEE®, por sus siglas en inglés) por medio de un proceso de
reduccion que involucra mediciones locales tipo von Neumann (ver seccion 4.4.1):
con una base adecuada se puede mapear un estado de tres qubits en un estado puro
de dos qubits con la misma cantidad de entrelazamiento de formacién, resultando
en un mejoramiento del entrelazamiento del estado bipartito con respecto al estado

mixto inicial.
Se considera un estado puro de tres qubits [¢)) con coeficientes reales,

1

1
— E X § 2
|,l7b> - Cqu |pqr> ) Cqu _— Cpqr? Cpqr - ]'
P,q,7,5=0 p,q,7=0
caracterizado por un three-tangle 7 y concurrencias Cj;, 7, j,k = 1,2, 3, las cuales
describen los correspondientes estados reducidos p;; = Try(|1)(2)]). Se realiza una

medicion local sobre el primer qubit, y se tienen los dos resultados siguientes:

1. Si el qubit se proyecta sobre el estado
0 i . 0
16, @) :COS§‘O>—|—€ Sln§|1>, (4.7.1)

donde 6 y ¢ son los angulos en la esfera de Bloch y {]0),|1)} son los

autoestados del operador de Pauli 0., el estado puro bipartito resultante es

1
|th,6) = Tria (0, ¢l), (4.7.2)

y se obtiene con una probabilidad de py» = Tr((0, ¢|1) (¥|6, ¢)).

2. Si el qubit se proyecta sobre el estado ortogonal |6 + 7, ¢), entonces el estado

puro bipartito resultante es
1

¢9 0] —
Vo 170) e

0+ 7, pl), (4.7.3)

8 Deterministic Entanglement Extraction.
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y se obtiene con una probabilidad ppir 4 =1 — pge.

El escenario determinista corresponde al caso cuando ambos resultados, 1) y
|g+r.6), tienen el mismo valor de concurrencia’ Cy. Ademas, esta esta acotada

por

023 S Cd S \/T + 0223 (474)

Cuando el proceso de Extraccion de Entrelazamiento Determinista es 6ptimo, la

concurrencia de los estados resultantes es

Cd = T+ 0223 (475)

4.7.1. Concurrencia, three-tangle y probabilidad

Para obtener los resultados precedentes, en el trabajo [10] introducen las siguientes

definiciones

Ny sin 6 cos ¢

n=|n, | =|sinésing |, (4.7.6)
., cos 6
Xz (VI @ oy @ oylth)

X=|X,|=| @Wo.o,@0,) | (4.7.7)
X, (Ylo. @ oy @ ay|th)
Ys Wloe @ T @ I]1)

Y=Y, |=|®oelell |, (4.7.8)
Y. (Ylo. @ I R I[¢)

n2 +n? In, +inygn, £n, —ingn,
M. = | £n, —inyn, 1—n? nen, Fin, |- (4.7.9)

+n, +ingn, ngn, in, 1—n2

9Ver Apéndice B para mas detalles.
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Con estas definiciones se pueden escribir la probabilidad y concurrencia asociada

a cada estado resultante luego de la mediciéon local,

Pop = P+n = %(1 +n'Y), (4.7.10)
DPo+m¢ = P—n = %(1 —n'Y), (4.7.11)
Cool” = |C1|* = 4p12 XM, X, (4.7.12)

+n
ICorrngl’ =|C_|> = 4p12_nXTMX, (4.7.13)

ademas, también se puede escribir la concurrencia de un par de qubits antes la

medicion local y el three-tangle del estado tripartito inicial, esto es

1
023:E¢X§+X§+X3— | X2+ X2 — X2, (4.7.14)
T=|X]+ X2 - X2 (4.7.15)

En el caso que el estado tripartito considerado solo tenga coeficientes reales, Y, = 0

[10].

4.8. Método Procusteano

0

El método Procusteano™ o filtrado local, fue presentado en [30] el ano 1996 y

permite transformar un estado parcialmente entrelazado en uno maximalmente

entrelazado [17].

Supénganse dos particulas parcialmente entrelazadas, de las cuales una esta en
posesion de Alice (A) y la otra de Bob (B), en el estado'!

V) =a|0),[0) 5 +V1I—0a2|1), 1)z, a€eR (4.8.1)

Para implementar este método, el sistema A (o B) se acopla a un sistema auxiliar

10 Procrustean Method en inglés.
HE] estado en consideracion es un caso especial de una descomposicion de Schmidt [17].
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a en un estado conocido mediante una operaciéon unitaria conjunta U,,, tal que

Uaa|0) 410}, = €110) 4 [0), + €210) 4 1), ,

(4.8.2)
Una[1) 410)q = 1) 410) »

congERye2+e3=1,y

|¢/> = UAG |1/1> ‘0>a
= (€1]0),4 1005 + V1= 0% [1) 1) 5 ) [0}, + €20 [0) 4 0) s 1),

e10[0) 4 10) g + VI — a2 1) 4 |1)
=\/m(l L2 Als) 0} + €2[0) 4 05 [1), -

1-a?(1—¢€)

(4.8.3)

Al escoger la operacion unitaria de tal forma que €; = v/1 — a?/«, se obtiene

W’) _ \/m|0>A|O>B

+2|1>A ’1>B |0>

NG .+ ea0),10)5(1),. (4.8.4)

Luego, al realizar una medicion en la base {|0),|1)} del sistema auxiliar, el estado

|1) inicial se transforma en un estado de Bell con una probabilidad de éxito
par = 2(1 — o?), (4.8.5)

o se pierde todo el entrelazamiento inicial, con una probabilidad 1 — pgey de que

esto suceda.
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Capitulo 5

(Generacion probabilistica de

estados de Bell

5.1. Probabilidad de éxito Método Procusteano

Utilizando el método Procusteano, la probabilidad de éxito pgey de transformar

un estado de la forma
W) = al00) +vV1—a2[ll), «a€R, (5.1.1)
a un estado maximalmente entrelazado, viene dada por (1.8.5) y es
peen = 2(1 — o).
?)

C(Y') = 20V/1 — 2. (5.1.2)

La concurrencia C(¢') = )<¢’ del estado (5.1.1) viene dada por

A continuacion se reescribira la probabilidad pge; en términos de la concurrencia,
para ello se despeja o de la expresion (5.1.2) y se obtiene
1+ /1-C2%%)

2
— . 5.1.3
o 5 ( )

En el proceso se ha tenido que elevar al cuadrado la expresion (5.1.2), lo que ha
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anadido una soluciéon que se descartara posteriormente.

Al introducir (5.1.3) en ppey se obtiene
Phen = L T V1= C2(¢).

Como la probabilidad debe estar en el rango de 0 a 1, la soluciéon a descartar es

a? , asi, la probabilidad de éxito pgen para generar un estado de Bell utilizando el

Método Procusteano en términos de la concurrencia es dada por

pBel = 1 — /1 — C2(¥). (5.1.4)

5.2. Desarrollo de Estrategias

Para el desarrollo de las estrategias se consideran estados tripartitos puros con

coeficientes reales,

1 1
) = Z Cpgr [PAT) 5 Cpqr = Cpgr Z G = 1. (5.2.1)
p,q,7,5=0 ,q,r=0

5.3. Estrategia 1

Esta estrategia para generar estados de Bell consiste en aplicar el esquema de
Extraccion de Entrelazamiento Determinista sobre el estado (5.2.1), obteniendo
dos estados puros con igual concurrencia Cy y cuyo valor maximo viene dado por

la expresion (4.7.5), esto es,

Cd =\ T + CQ(ng),

donde la concurrencia C(py3) = Ca3 y three-tangle T se obtienen de (4.7.14) y

(4.7.15), respectivamente.

Posteriormente, sobre los estados de salida obtenidos a través del proceso de
Extraccion de Entrelazamiento Determinista se aplica el método Procusteano

antes descrito. De esta forma, de acuerdo a (5.1.4) la maxima probabilidad de
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éxito de esta estrategia es

Pk =1 V1-Ci=1—4/1—-(7+C%). (5.3.1)

5.4. Estrategia 2

La estrategia para generar estados de Bell que se desarrolla en esta seccion
consiste en medir sobre un qubit del estado tripartito inicial (5.2.1), un observable
con estados propios {|0, ), |0 + 7, ¢) }, para luego buscar el conjunto de dngulos
{0, s} en el cual la concurrencia de uno de los resultados de medida sea 1, y sobre
la salida ortogonal aplicar el método Procusteano que permita transformarlo en
un estado maximalmente entrelazado. Asi, independiente del resultado de medida,

el estado resultante es maximalmente entrelazado.
Se realiza una medicion local sobre el primer qubit de (5.2.1) y se obtienen los
dos resultados siguientes:

1. Si el estado tripartito (5.2.1) se proyecta sobre el estado
0 i . 0
6, @) = cos 2 |0) + e sin 3 1), (5.4.1)
donde 6 y ¢ son los angulos en la esfera de Bloch y {]0),|1)} son los

autoestados del operador de Pauli o,. El estado puro bipartito resultante es

1
o,0) = N (0, 0l) (5.4.2)

con una probabilidad de

Pog = Tr((0, ¢l¢) (16, 6)) (5.4.3)

y su concurrencia es C'(|1g,e))-

2. Si el estado tripartito (5.2.1) se proyecta sobre el estado ortogonal

0+
2

0+
2

0 + 7, ¢) = cos |0) + €' sin 1), (5.4.4)
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entonces el estado puro bipartito resultante es
1

% o) —
Vo170 e

0+, pl) (5.4.5)

y se obtiene con una probabilidad de ppir s y su concurrencia es C(|¢g1r0))

A continuacion, se busca el conjunto de angulos {6, ¢} para los cuales

C1Y0,4m0.)) = 1. (5.4.6)

Para el mismo conjunto de angulos se tendra

C(leo.s.)) # 1. (5.4.7)

Una vez determinado el conjunto de éangulos {fs,¢s} se aplica el método
Procusteano sobre el estado |, »,) para transformarlo en uno maximalmente
entrelazado, es decir, C(|¢g, 4,)) = 1. De acuerdo a (5.1.4), la probabilidad de

éxito de este proceso es

PR, = 1= \/1— C2(un, 0.)). (5.4.8)
De esta forma, la probabilidad de éxito de esta estrategia viene dada por
Py ps = Dot + P03,¢5p§§1¢1,5- (5.4.9)

La razon de (5.4.9) se explica a continuacion: Si A es el evento de obtener el
resultado de medida |¢g, 1~ e,) con concurrencia C(|¢g, 1= 0,)) = 1, entonces la
probabilidad de este evento es p(A) = pg,4r4.. Asi, el evento complementario A
es obtener el resultado de medida ortogonal, es decir, [y, 4,) con concurrencia
C(|¢be,,6,)) # 1, cuya probabilidad es p(A°) = pg, ¢, = 1 — po, 1,6, Por otro lado,
si B es el evento de transformar el estado |1y, 4,) en un estado de Bell mediante

el Método Procusteano, entonces la probabilidad de dicho evento es p(B) = pijlqlbs.

Se debe notar que, en principio, los eventos A y B son eventos estadisticamente
independientes, por lo que la probabilidad de éxito de esta estrategia, es la suma
de la probabilidad del evento A y la probabilidad del evento A° N B, esto es, la
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probabilidad condicional.

Asi, si del conjunto {6;, ¢} se escoge el conjunto de angulos {0+, ¢s+ } que maximice

la probabilidad (5.4.9), la méxima probabilidad de éxito de esta estrategia sera

2 _p — méx {P, 5.4.10
pex1to 93*#53* {987(1)5}{ 957¢s} ( )

A continuacion, se realizara la maximizacion (5.4.10) para encontrar una expresion
explicita para la méxima probabilidad de éxito de la Estrategia 2.

Se reescribe’ (5.4.9) de la siguiente manera

Bell
P957¢s = p95+71'7¢5 + p957¢sp05¢5

= Pho+m,ds T Posds (1 Y. 1 0925,¢S>
- p95+71',¢>5 +p63,¢s - p687¢5 \/ 1 - CB2$7¢S

=1 — Pbs,¢s 1-— 0923,055

=1- \/ Pivse = PinsssClrns

=

y con esto en mente, se escribe (5.4.10) como

(2 _
Pexito = Pes* Noe

= max {Fy, 4.}

{957¢S}
= 1= min {/6h, o, —18.0.C3.0.} 5.4.11
o) Dy,.¢ — Po,.6.Y0,,6, ( )

donde

min {\/p2 —p2  C2 }
{93791)3} 087¢S 087¢S 95a¢s

es equivalente a

’ 2 2 9
min — C 5.4.12
{0s,05} {p Os,0s — POs,ds 05,05 } ( )

porque el término bajo raiz es una funcién mondétonamente creciente.

'Se hace C(|ve...)) = Co..5,-
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De esta forma, para encontra a expresion explicita para (2) se debe minimizar”
rma, para encontrar una expresion explicita para pgj, minimizar

sujeta a las restricciones

09+7r,¢ - ]-7

2 2 2 _
n, +ny, +n; =1,

donde pg, 4., C§ 4. ¥ C§ 1re. vienen dados por (4.7.10), (4.7.12) y (4.7.13),

respectivamente. Y n,, n, y n, son las componentes de (4.7.6).

Para evitar problemas con fracciones en la tarea de minimizacion, la restriccion

Coiro = 1 se reescribe como

2
CG+7r,¢ = 1
2 2 2
Potr3Co1mo = Potng

2 2 b))
PotrsCotmg — Poymp =0
R9,¢ = 07

donde se ha definido

Ry = PysngCorni — Dopms: (5.4.14)

Se debe notar que n = n(f, ¢), por lo que es posible escribir §=0(n) y ¢ = ¢(n),

de esta forma se puede expresar (5.4.13) y (5.4.14) como

Gn = pp — PaCa, (5.4.15)
Ry =p>,C%, — 1. (5.4.16)

Por lo tanto, hay que resolver el problema de minimizacion

r?l’}p {Gn}, (5.4.17)

2Se hace el cambio de notacion: 8, — 6; ¢, — ¢.
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sujeto a las restricciones

R, =0, (5.4.18)
ni+n,+nl =1, (5.4.19)
con
Ny sin @ cos ¢
n=|n, | =|sinfsing |, (5.4.20)
n, cos
Xo (Y[ @ 0y ® 0y[t))
X=1X,|=| Woz®0,00,¢) |, (5.4.21)
X. (lo. @ oy ® ay[th)
Ve (Ylo, @ T I|3)
Y=1Y,|= 0 ; (5.4.22)
Y, Wlo, @ I @ I|Y)
ni + nz Ing +inyn, LN, —ingny,
M. = | £n, —inyn, 1 —n? ngn, Fin, |- (5.4.23)
+n, +ingn, ngn, +in, 1—n?
y
1 f
Din = 5(1 +n'Y), (5.4.24)
1
Pn = 5(1 —-n'Y), (5.4.25)
1
C? = —X'MX, (5.4.26)
4p+n
1
C? = X'M_X. 5.4.27
T 4p?, ( )

De esta forma, para realizar la minimizaciéon hay que utilizar multiplicadores de
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Lagrange’ y resolver el sistema de ecuaciones

Vi [Gn + ptRn + A(n2 +n2 +n? —1)] =0,
Rn=0, (5.4.28)

2 .2, 2 _
ny +n, +n; =1
con Gy la funcion objetivo y Ry = 0, n2 + n, +n? = 1 las restricciones.

Al escribir explicitamente el sistema de ecuaciones con los multiplicadores de
Lagrange, solo en una (de las cinco ecuaciones) aparece el término n,. Ademés

dicha ecuacion es la de forma
(Componentes de X — Multiplicador)n, = 0,

por lo que para simplificar el calculo, se escoge n, = 0 como una restriccion. De

esta forma, (5.4.19) se reduce a

y al aplicar esta restriccion simplificada y n, = 0 a (5.4.23), se tiene

1 +n, +n,
M., =|+n, 1-n* ng.n. |,

2
+n, ngn, 1-—nZ

de esta manera se facilita el calculo explicito de las probabilidades y concurrencias

en las expresiones G, y Ry y el sistema (5.4.28) se reduce a

ValGn + 1Ry =0,

(5.4.29)
Ry =0,
con
Gn =P — PaCh
= i(l + Yeng + Yan.)? - % [Xﬁ + X7+ X2+ 22X (Xyng + Xon.)
— (Xyn: — inm)2:| (5.4.30)

3Ver apéndice C
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y
Rn = p2—nCEn - p2—n
1

— 1{ (X2 Y2 + (—X2 — Y22 + 2(X, X, — Yo Ya)ngn. + 2(Ye — XoXy)na

2V, = Xp Xo)ns + X2+ X2 4+ X2 — 1}. (5.4.31)

Ademas, de la restriccion R, = 0 se obtiene
(Xyn. — Xong)? = X2 + X + X2 = 2X,(X,n, + Xonz) — (1 — Yon, — Yin,)?
que al reemplazarlo en (5.4) se tiene que

Gn = (Y, — X, X, )ne + (Y. — X, X )n... (5.4.32)

De esta manera, el sistema de ecuaciones (5.4.29) se escribe explicitamente como

(Ve — X, X)) + M%{(—Xﬁ — Y2 ), + (X, X. — Yo Vo)n, + (Y, — X, X))} =0, (5.4.33)
(Y, — X. X.) + u%{ (X7 = Y2 n. + (X, X. = Vo Va)ng + (Y. — X, X)) =0, (5.4.34)
1{(—Xg —Y2)n2 + (X2 = Y2)n2 4+ 2(X, X, — Y2 V2)nen.

4 (5.4.35)

+2(Y, — X, Xy )ng +2(Ye — X, Xo)ns + X2 4+ X2 4 X2 — 1} —0.

Se sigue que, al despejar u de (5.4.33) y (5.4.34) e igualar”, se obtiene
anx = QQTLZ
donde

O = {(X2+Y2) (V. — X, X0) + (Yx — X, X)) (X, X, - Y.Y.) ), (5.4.36)
O = {(X; +Y2) (Ve — Xo X)) + (V. — X, X2)(X, X, — V. V2) ). (5.4.37)

A partir de aqui se tienen cuatro posibles casos:

4Los términos que acompaifian a u en (5.4.33) y (5.4.34), deben ser necesariamente distintos de
cero, porque sino se estaria quitando la restriccion R, = 0, esto es, que el estado ortogonal sea
un estado de Bell.
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—_

. leonQZO,

\)

=0y Q2 #0,

w

. QI%OYQQZ(L

W

5.4.0.1. Caso 1.

El caso 1. no aporta ninguna informacion.

5.4.0.2. Caso 2.

En este caso se tiene
0= anz

cuya solucion es n, = 0, y dado que n2 + n! =1 se tiene n¥ = £1.

Al reemplazar n¥ = +£1 y n, = 0 en la funcién objetivo (5.4.32) se tiene
GP* = 4+(Y, — X,X,), (5.4.38)

n

y al reemplazar en la restriccion (5.4.35) se tiene
(X TX,)" = (Y. F1)*=0. (5.4.39)

5.4.0.3. Caso 3.
En este caso se tiene
anz =0
cuya solucion es n, = 0, y dado que n2 +nl =1 se tiene nf = +1.

Al reemplazar n, = 0 y n¥ = 41 en la funcién objetivo (5.4.32) se tiene

GOE = 1(V. — X, X,), (5.4.40)
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y al reemplazar en la restriccion (5.4.35) se tiene

(X TFX) - (.71 =0 (5.4.41)
5.4.0.4. Caso 4.
En este caso se tiene
Q
ng = —n, = Kn., (5.4.42)
0

donde se ha definido

. Qy . (X§ + YzQ)(Yx - Xwa) + (Yz - XxXZ)(Xsz - YxYZ)

K =22 _— )
QT (X2 VY. — X, Xo) + (Vx — X, X,) (X, X, — V.Y

Al reemplazar n, = Kn, en la funcion objetivo (5.4.32) se tiene

GW = (K(Y, — X.X,) + (Y: = X, X.)}In., (5.4.43)

n

y al reemplazar en la restriccion (5.4.35) se obtiene

K (X2 +Y)) —2K(X, X, - VoY) + (X) + Y2)
+2{K(Yx — X, X,) + (V. — XxXz)}nz X2+ X2+ X2 1=0. (5.4.44)

Definiendo
a=K*(X24+Y]) - 2K(X, X, - Y.Y.) + (X +Y7), (5.4.45)
b=K(Y, - X.X,) + (Y. — X, X.), (5.4.46)
c=X4+X]+X2-1, (5.4.47)

se reescribe (5.4.44) como
—an? +2bn, +c =0,

que tiene dos posibles soluciones:
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» Sia#0yb®+ac> 0, entonces

= Sia =0, entonces
c
n, =——.
2
Al reemplazar estas soluciones de n, en la funcion objetivo” (5.4.43) se obtiene:

» Sia#0yb®+ac> 0, entonces

CUDE _ b2 F bvb? + ac

5.4.48
- (5.4.43)
= Sia =0, entonces
G- —g. (5.4.49)
5.4.1. Maxima probabilidad de éxito Estrategia 2
Finalmente, la solucion al problema de minimizacion es
GP* siQ =0, H? = 0.
, GO*, iy =0, H® = 0.
Guin =4 ) v (5.4.50)
Gn 7, siQa#0,a+#0,b*+ac>0.
G, si s #0, a0

Con

GP* = +(v, — X, X,),
GO = +(Y, — X, X.),
QUDE _ b® F bvV/b* + ac

n

5Se debe notar que (5.4.43) se puede reescribir usando la definicion de b en (5.4.46), es decir
G£,4) = bn,.
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Q= (X2+ V) (Y. — X, X,) + (Yx — X X,) (X, X, — Y,Y)),
Q= (X7 +Y2) (Ve = X X,) + (V. = X, X0)(X, X, = V,Y2),

a=K*(X2+Y?) - 2K(X,X. - Y,Y.) + (X} +Y?),
b=K(Y, — X.X,)+ (Y. — X, X.),
c=XI+X]+X2 -1,

(Xy2 + Yz2) (Y;E - Xny) + (Yz - XJ:XZ)(Xsz - Ya:Yz)

K —
(XZ2+ V)Y, — XuXo) + (Ve = Xo X)) (X, X, = V,Y2)

y X; eYjconi,j=ux,vy,zson las componentes de X y Y definidos en (5.4.21) y
(5.4.22).

De esta forma, la maxima probabilidad de éxito de la Estrategia 2 (5.4.11) viene

dada por

Do = 1= VG (5.4.51)

5.5. Comparaciéon

Para generar un estado de Bell (es decir, un estado maximalmente entrelazado) a
partir de un estado puro tripartito de parametros reales, es posible emplear dos
estrategias, las que se desarrollaron en las secciones precedentes y se resumen a

continuacion.

5.5.1. Estrategia 1

1. Se aplica el esquema de Extraccion Determinista de Entrelazamiento sobre
el estado tripartito inicial, lo que resulta en dos posibles estados bipartitos

puros de salida, ambos con la misma concurrencia Cj.
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2. Sobre estos estados se aplica el método Procusteano.

¢

3. La méxima probabilidad de éxito pggto de esta estrategia es dada por (5.3.1).

5.5.2. Estrategia 2

1. Se realiza una medicion local sobre un qubit del estado tripartito inicial
utilizando la base {|0, @), |0 + m, ¢)}.

2. Se busca el conjunto de angulos {0, ¢} tal que uno de los estados resultantes

de la medicion sea maximalmente entrelazado (Cy, 44, = 1).

3. Para el mismo conjunto de angulos, el otro estado resultante de la medicion

no serda maximalmente entrelazado (Cy, 4, # 1).

4. Sobre el estado no maximalmente entrelazado se aplica el Método

Procusteano.

5. La maxima probabilidad de éxito pgto de esta estrategia es dada por (5.4.51).

5.5.2.1. Comparacién numérica y comparaciéon entre estrategias

Se han descrito los pasos necesarios para realizar cada estrategia. Siguiendo la
secuencia de la Estrategia 2, se calcularé de forma numérica la probabilidad de
éxito, ademaés se resolvera de forma numérica el sistema de ecuaciones (5.4.33),
(5.4.34) y (5.4.35) que lleva a la maxima probabilidad de éxito, y se compararan

los resultados con el resultado analitico (5.4.51).

Por otra parte, se compararan las maximas probabilidades de éxito de la Estrategia

1 y Estrategia 2 para generar estados de Bell a partir de un estado tripartito.

5.5.3. Estado Tripartito Inicial

Para llevar a cabo las comparaciones se utilizara el estado tripartito inicial

¥) = 2 (alGHZ.) + VI=a? [GHZ) ) + VT =22 (B]Wa) + /I = 32[Wh)
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con z € [_171]7 OS [_17 1] Yy B S [_L 1]7 y

~|001) + [010) + [100)

W - 9
| 1> \/g
1101) + [101) + |011)
Wy) = ,
| 2> \/g
GHz,) - 1200+ 1)

N

Al calcular las componentes de X y Y utilizando (5.4.21) y (5.4.22) se obtiene

X, = %(1 e %z\/ 1-— 22[(a—|— 1- a2)ﬁ + (a —V1- a2) V1-— 52} (5.5.1)
X, = %(1—%)5 1— 624 2%(1 —2a?) (5.5.2)
X = 20- 20 - 289 - 2oV 2 (a4 VIZ 0?8~ (a - VIma?) VTP
(5.5.3)
szg(lfzg) 1-p5%2+ %ZM[(O&*m>ﬂ+(0&+\/17012>\/17ﬂ2}
(5.5.4)
Y, =0, (5.5.5)
Y, = 22%aV/1 —a? + é(1 —23)(1 —26%). (5.5.6)

5.5.4. Casoa=1y 3=0

En este caso el estado inicial queda de la forma

) = = (a (GHZ..) + mK}HZ_)) +VI— 22 (5 Wa) + \/ﬁwvg) ,
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y las componentes de X e Y son

2 2
%o =2y [l
Xy:—z2,
2 9 2
2
Yz:§zv1—22,
1
Y, = =(1 - 2%).
S(1-2)

=

5.9

Se utiliza (5.5.7) para calcular la probabilidad de éxito de la Estrategia 2
siguiendo la secuencia de pasos descritos en 5.5.2, también se utiliza para resolver
numéricamente el sistema de ecuaciones (5.4.33)-(5.4.35) y para calcular la maxima
probabilidad de éxito p2 ., dada por (5.4.51). La implementacion de estas formas
de calcular la probabilidad se realiza por medio del computador. En la figura 5.5.1

se pueden ver los resultados obtenidos.

El gréfico gris en la figura 5.5.1 es la probabilidad que se obtiene realizando la
estrategia de forma secuencial. Se puede apreciar que esta grafica tiene ancho, esto

es debido al error numérico al buscar el conjunto de dngulos que haga Cyyr o = 1.

El grafico azul en la figura 5.5.1 es la probabilidad que se obtiene a partir de
solucionar numéricamente el sistema de ecuaciones antes mencionado. Se puede
apreciar una pequena discontinuidad en z ~ 0,50, esto es debido a error numérico

y probablemente a divisiones por términos cercanos a cero.

El grafico verde en la figura 5.5.1 es la probabilidad que se obtiene al utilizar la

expresion (5.4.51) para calcular pZ,, de la Estrategia 2.

En la figura 5.5.1 se ve en el grafico comparativo, que en todas las formas de llegar
a la probabilidad de éxito de la Estrategia 2 se obtiene el mismo resultado, salvo

diferencias debido a error numeérico.

Por otro lado, en la figura 5.5.2 se tiene una grafica comparativa de las
probabilidades de éxito de cada estrategia, estas se obtuvieron haciendo uso

de (5.5.7) en el célculo de pgc)ito dadaen (5.3.1) y péi)ito dada en (5.4.51). De esta



68 5.5. Comparacion

figura se ve claramente que la Estrategia 2 es la que tiene mayor probabilidad de
éxito en generar un estado de Bell, siendo esta probabilidad mayor al 50 %, y que

ambas probabilidades se solapan entre z ~ 0,50 y z ~ 0,75.
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Comparacion Estrategia 2 (a=1y =0)

Secuencial (S) Solucién numérica (SN)
1.0 1.0
0.8 4! /; 0.8 1
/I’
0.6 - 7 0.6 -
2 2
3 &3
Q Q
0.4 0.4
0.2 1 0.2 A
\
0.0 . . T . . . T 0.0 . . T T . . :
—-1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 —-1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z z
Solucién Analitica (SA) Comparacion
1.0 1.0
0.8 . 0.8 -
|
0.6 - 0.6 -
2 2
a3 a3
Q Q
0.4 0.4
0.2 A 0.2 A s
—— SN
— SA
0.0

T T T T T T T 0.0 T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z z

Figura 5.5.1: [ = 1, 8 = 0] Graficos de la probabilidad de éxito de la Estrategia
2 obtenidos de distintas formas. Secuencial (S): Grafico obtenido realizando
numéricamente la secuencia descrita en 5.5.2. Solucion numérica (SN): Grafico
obtenido de la soluciéon numérica del sistema de ecuaciones (5.4.33), (5.4.34) y
(5.4.35). Solucion Analitica (SA): Grafico obtenido de la soluciéon analitica del
sistema de ecuaciones (5.4.33), (5.4.34) y (5.4.35). Comparacion: Probabilidad
de éxito estrategia 2 obtenida de distintos modos. Fuente: Elaborado por el autor.
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Comparacién Estrategias (a=1y 8 =0)

1.0

—— Estrategia 1
—— Estrategia 2

Probabilidad

0-0 T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z

Figura 5.5.2: [« = 1, § = 0] Comparacion entre méaxima probabilidad de éxito

Estrategia 1 (rojo) y maxima probabilidad de éxito Estrategia 2 (verde). Fuente:
Elaborado por el autor.
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5.5.5. Casoa=1/2y =1/2

En este caso el estado inicial queda de la forma

V1— 22

9) = 2 (IGHZ,) +V3IGHZ ) ) + Y

(IW2) +v3[Wy)).

y las componentes de X e Y son

2 2 1-—
XJE:—(l—Zz)—i—\/:2'\/1—,22 V3 :
3 3 2

\/§ 22
Xyzf(l—ZQ)JrE,

1 2
X, = 5(1 —2%) — \/;Z\/l — 22 (5.5.8)

2
}@:?(1—2’2)—1—52\/1—22,
V3 1

v, =22Y2 1 21— 22
2 =2 +6( %

Se utiliza (5.5.8) para calcular la probabilidad de éxito de la Estrategia 2
siguiendo la secuencia de pasos descritos en 5.5.2, también se utiliza para resolver
numéricamente el sistema de ecuaciones (5.4.33)-(5.4.35) y para calcular la maxima
probabilidad de éxito pZ,, dada por (5.4.51). La implementacion de estas formas
de calcular la probabilidad se realiza por medio del computador. En la figura 5.5.3

se pueden ver los resultados obtenidos.

El gréafico gris en la figura 5.5.3 es la probabilidad que se obtiene realizando la
estrategia de forma secuencial. Se puede apreciar que esta grafica tiene ancho, esto

es debido al error numeérico al buscar el conjunto de angulos que haga Cy 4 = 1.

El gréafico azul en la figura 5.5.3 es la probabilidad que se obtiene a partir de
solucionar numéricamente el sistema de ecuaciones antes mencionado. Se puede
apreciar una pequena discontinuidad en z ~ 0,75, esto es debido a error numérico

y probablemente a divisiones por términos cercanos a cero.

El grafico verde en la figura 5.5.3 es la probabilidad que se obtiene al utilizar la

expresion (5.4.51) para calcular pZ,, de la Estrategia 2.

En la figura 5.5.3 se ve en el grafico comparativo, que en todas las formas de llegar
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a la probabilidad de éxito de la Estrategia 2 se obtiene el mismo resultado, salvo

diferencias debido a error numeérico.

Por otro lado, en la figura 5.5.4 se tiene una grafica comparativa de las
probabilidades de éxito de cada estrategia, estas se obtuvieron haciendo uso
de (5.5.7) en el calculo de péi)ito dadaen (5.3.1) y pg()ito dada en (5.4.51). De esta
figura se ve que la Estrategia 2 es la que tiene mayor probabilidad de éxito en
generar un estado de Bell, siendo esta probabilidad mayor al 10 % para todo
valor de z, en particular siendo mayor al 30 % en el intervalo entre z ~ —0,75 y
z =~ 0,00. El mayor valor que alcanza la probabilidad de la Estrategia 1 es de 30 %
en z ~ 0,60 y en z =~ —0,25. Ambas probabilidades se solapan para los valores

extremos de z.
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Figura 5.5.3: | = 1/2, § = 1/2] Graficos de la probabilidad de éxito de la
Estrategia 2 obtenidos de distintas formas. Secuencial (S): Grafico obtenido
realizando numéricamente la secuencia descrita en 5.5.2. Solucion numérica
(SN): Grafico obtenido de la solucién numérica del sistema de ecuaciones (5.4.33),
(5.4.34) v (5.4.35). Solucion Analitica (SA): Grafico obtenido de la solucion
analitica del sistema de ecuaciones (5.4.33), (5.4.34) y (5.4.35). Comparacion:
Probabilidad de éxito estrategia 2 obtenida de distintos modos. Fuente: Elaborado

por el autor.
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Lo Comparacioén Estrategias (a=1/2y B=1/2)

—— Estrategia 1

—— Estrategia 2
0.8 A

0.6

0.4 +

Probabilidad

0.2 A
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-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
z

Figura 5.5.4: [ = 1/2, § = 1/2] Comparacién entre maxima probabilidad de
éxito Estrategia 1 (rojo) y maxima probabilidad de éxito Estrategia 2 (verde).
Fuente: Elaborado por el autor.
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5.5.6. Casoa=—-1/\/6y B=—-1/V2

En este caso el estado inicial queda como

V1-—

9) = ——= (IGHZ,) — V5 |GHZ ) ) — e

V6

y las componentes de X e¢ Y son

(|W2> W),

2
X, = 5(1 — 22+ V1021 — 22,
1 2

X, = —5(1 — 25+ 322,

2
= —\/;2\/1 — 22,

Yw:—g(l )+£2\/1—22
ki

Se utiliza (5.5.8) para calcular la probabilidad de éxito de la Estrategia 2
siguiendo la secuencia de pasos descritos en 5.5.2, también se utiliza para resolver
numéricamente el sistema de ecuaciones ({).f1.33)—(o.~"1.3-\)) y para calcular la maxima
probabilidad de éxito pZ,, dada por (5.4.51). La implementacion de estas formas
de calcular la probabilidad se realiza por medio del computador. En la figura 5.5.5

se pueden ver los resultados obtenidos.

El gréafico gris en la figura 5.5.5 es la probabilidad que se obtiene realizando la
estrategia de forma secuencial. Se puede apreciar que esta grafica tiene ancho, esto

es debido al error numérico al buscar el conjunto de dngulos que haga Cgyr s = 1.

El gréafico azul en la figura 5.5.5 es la probabilidad que se obtiene a partir de
solucionar numéricamente el sistema de ecuaciones antes mencionado. Se puede
apreciar una pequena discontinuidad en z ~ —0,80, esto es debido a error numérico

y probablemente a divisiones por términos cercanos a cero.

El grafico verde en la figura 5.5.5 es la probabilidad que se obtiene al utilizar la

expresion (5.4.51) para calcular pZ,, de la Estrategia 2.

En la figura 5.5.5 se ve en el grafico comparativo, que en todas las formas de llegar
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a la probabilidad de éxito de la Estrategia 2 se obtiene el mismo resultado, salvo

diferencias debido a error numeérico.

Por otro lado, en la figura 5.5.6 se tiene una grafica comparativa de las
probabilidades de éxito de cada estrategia, estas se obtuvieron haciendo uso
de (5.5.7) en el calculo de péi)ito dadaen (5.3.1) y pg()ito dada en (5.4.51). De esta
figura se ve que la Estrategia 2 es la que tiene mayor probabilidad de éxito en
generar un estado de Bell, siendo esta probabilidad mayor al 20 % en mas de la
mitad de los valores de z, especificamente entre z ~ —0,10 y z ~ 1,00. Ademés,
se puede apreciar que ambas estrategias alcanzan su minimo y méximo valor de
probabilidad aproximadamente para los mismos valores de z, a saber, z &~ —0,50
para el minimo y z & 0,50 para el maximo. Siendo el valor minimo de probabilidad

cercano a 0 % para ambas estrategias, y el valor maximo de probabilidad cercano

al 70 % para la Estrategia 1 y cercano al 80 % para la Estrategia 2.
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Figura 5.5.5: [« = —1/v/6, 3 = —1/+/2| Gréficos de la probabilidad de éxito de
la Estrategia 2 obtenidos de distintas formas. Secuencial (S): Grafico obtenido
realizando numéricamente la secuencia descrita en 5.5.2. Solucion numérica
(SN): Grafico obtenido de la solucion numérica del sistema de ecuaciones (5.4.33),
(5.4.34) y (5.4.35). Solucion Analitica (SA): Grafico obtenido de la solucion
analitica del sistema de ecuaciones (5.4.33), (5.4.34) y (5.4.35). Comparacion:
Probabilidad de éxito estrategia 2 obtenida de distintos modos. Fuente: Elaborado

por el

autor.
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Comparacion Estrategias (a = — 1/\/€y,8 = —1//2)
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Figura 5.5.6: [0 = —1/v6, 3 = —1/v/2] Comparacién entre méxima

probabilidad de éxito Estrategia 1 (rojo) y maxima probabilidad de éxito Estrategia
2 (verde). Fuente: Elaborado por el autor.
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Capitulo 6
Conclusion

En el presente trabajo se desarrollaron y compararon dos estrategias para generar

probabilisticamente estados de Bell a partir de un estado tripartito puro.

La primera estrategia que se elaboro, consistia en utilizar un proceso de Extraccion
de Entrelazamiento Determinista a un estado tripartito, y sobre los estados
resultantes aplicar un 6ptimo método Procusteano. Se encontrdé una expresion

analitica para determinar la maxima probabilidad de éxito de esta estrategia.

La segunda estrategia que se desarrolld, consistia en realizar una medicion local
sobre un qubit del estado tripartito puro, la medicién se lleva a cabo utilizando una
base ortonormal parametrizada por d&ngulos. Para los posibles estados bipartitos
resultantes de esta medicion local, se busca el conjunto de &ngulos que hace uno
de los estados de salida maximalmente entrelazado. Para el mismo conjunto de
angulos, el estado bipartito ortogonal estara parcialmente entrelazado, por lo que
sobre ¢l se aplica el método Procusteano. Se encontré una expresion analitica para

calcular la maxima probabilidad de éxito de esta estrategia.

Para poder hallar la expresion analitica de la maxima probabilidad de éxito de la
segunda estrategia, fue necesario realizar un proceso de minimizaciéon sobre una

funcién que dependia de los angulos de la base de medicion.

Finalmente, se utiliz6 un estado tripartito particular para comparar ambas
estrategias desarrolladas. Ademas, haciendo uso del mismo estado, se compararon

los resultados analiticos y numéricos de la segunda estrategia.
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Al comparar las dos estrategias para distintos casos, se encontré que la segunda
estrategia es la que tiene mayor o igual probabilidad de éxito que la primera

estrategia para generar estado de Bell.

Si bien en los casos probados, la segunda estrategia es la que tiene mayor o
igual probabilidad de éxito de generar un estado Bell, es necesario obtener una

desigualdad general para asegurar que siempre esta estrategia es la 6ptima.

Futuros trabajos a partir de este son disenar experimentos para implementar
estas estrategias, extender las estrategias a estados tripartitos mixtos y relacionar
la maxima probabilidad de éxito de la segunda estrategia con las correlaciones

cuénticas presentes en el estado tripartito inicial.
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Apéndice A

Desigualdades de Bell y CHSH

Este apéndice esta basado en |1 1].

La desigualdad de Bell [29] se puede obtener considerando la existencia de un
sistema fisico compuesto por dos subsistemas A y B, el que es descrito por un

conjunto de variables ocultas A. Se considera que el sistema esta compuesto de
A

dos particulas de espin % y que se mide en un experimento % en la direccién @ y

U? en la direccién b.
Los posibles resultados seran:

g

7 (A0.1)

— A(d, +1,
+1, (A0.2)

)
)

A
B -

;— B(b, A
donde @ y b son vectores unitarios. Ademas, existe una anticorrelacion perfecta si
se mide en la misma direccion, esto es, A(@, A\)B(d, \) = —1, lo cual implica que
las particulas de espin estan en sentido opuesto. Los resultados que se obtiene de

cada subsistema se multiplican entre si, repitiendo el experimento varias veces, de

modo que el promedio de estas mediciones sera

-, —

E(@,b) = d\p(\)A®@, N B, ), (A0.3)

donde p(A) > 0 corresponde a la distribucion estadistica de las variables ocultas

que satisfacen la relacion dAp(\) = 1.

Supodngase que la particula se mide en una direccion adicional ¢, se puede establecer
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una diferencia entre las mediciones realizadas en las distintas direcciones,

E(@,8) — B(@.B) = dA(MA@ ) | B, ) - BE ] (A0.4)
Utilizando la propiedad de anticorrelacion y dado que A? = 1, se tiene,
E(@,b) — E@@,b) = —d\p(\)A(@ N A(@, \) [1 + A(B, \)B(C, )\)] . (A05)

-

donde el término 1+ A(b)B(¢, ) es siempre positivo o nulo. En el caso del maximo
valor, es decir, A(a@, \)A(b, ) = 1 se obtiene

E@G,B) — E@,3d) > —d\p(\) [1 + A, NBC, )\)] — 1-E(G,d.  (A06)
Anélogamente, para el caso del minimo valor A(@, \)A(b,\) = —1 se tiene que
E@,D) — E(@d) < d\p(\) {1 + A5, \)B(E A)} — 1+ E(b,3). (A0.7)

De esta forma, la desigualdad de Bell toma la forma

‘E(Fz, b) — B(@,d)| < 1+ E(b,0), (A0.8)

la cual depende solo de los angulos de las distintas direcciones de medida y que
se debe satisfacer si la teoria de variables ocultas es valida. Sin embargo, si se

considera el estado singlete para dos particulas de espin %,

1

V2

que corresponde a un estado maximalmente entrelazado, no se satisface la

[Yas) = —=(1Ta) L8) — La) [T8)), (A0.9)

desigualdad (A0.8) en consecuencia, la teoria de las variables ocultas no puede ser

correcta.

Ademaés, si uno de los observadores mide en las direcciones a@ y g, y otro observador
mide en las direcciones ¢ y cf, se tiene una desigualdad de Bell generalizada
conocida como desigualdad de Clauser-Horne-Shimony-Hold (CHSH) [14],

1S] = [{ac) — (ad) + (be) + (bd)| < 2. (A0.10)
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La desigualdad de CSCH fue comprobada experimentalmente [19], utilizando pares
de fotones entrelazados en polarizaciéon. Ademaés, en el 2013 un articulo ratifica
experimentalmente la quebrantacion de la desigualdad de Bell y su respectiva

generalizacion para estados entrelazados [50)].

Adicionalmente, se han reportado en la literatura correlaciones no locales en
experimentos realizados con fotones entrelazados |51, 52| y con pares de atomos
entrelazados [53], por lo tanto, los resultados experimentales se ajustan a las
predicciones de la mecénica cuantica y no a las predicciones de una teoria local

(de variables ocultas).
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Apéndice B

Esquema de Extraccion de

Entrelazamiento Determinista

La correlaciones en los estados bipartitos |¢g ) ¥ |[¢s+re) estan caracterizadas

por las concurrencias Cy 4 y Cpir 4. El entrelazamiento promedio,
C(0,0) = Ps.4Co.s + PorrtCorrss (B0.1)

almacenado en el sistema de dos qubits restante, varia entre los valores maximo y

minimo,

Crnéx = r{relf;}( {0(67 ¢)} (BO?))

El escenario determinista corresponde al caso cuando ambos resultados, [1g) y

|g+r,6), tienen el mismo valor de concurrencia,
Ca = find{Ch, 9, = Corsmu} (B0.4)
d,Pd

en este caso C_'(Qd,gbd) = (,. La situaciéon cuando C; > (93 es una mejora
determinista del entrelazamiento del sistema de dos qubits (estado puro). Resulta
que el valor Cj esta directamente relacionado a Cym ¥ Ciax, como se demuestra

en los siguientes teoremas.
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En lo que sigue y sin pérdida de generalidad, se consideran estados puros de tres

qubits con coeficientes reales,

1

)= > o lpar), (B0.5)

p,q,r=0

— X 2
CON Cpgr = Chy ¥ D Cogy = L.

Teorema 1. C\;, v Chsc son funciones por partes de los parametros de estado,

émin = min { \/ Xg? + X§7 |Xa7|}7

(B0.6)
Oméx:méx{ X§+Xz27|Xz|})

donde las funciones X, j = z,y, z dependientes del estado estan definidas como

Xj = (9] 6; ®6, © 6, [¢) (B0.7)
El caso Cuin = Chax ocurre cuando X, = 0y |X,| = [X.| o |X,| = /X2 + X2,
lo que corresponde a los estados dados por (B0.5) con three-tangle nulo, 7 = 0.

Teorema II. Los valores extremos de la concurrencia determinista Cy coinciden

con Chax v Cimin, donde

a) el valor /X2 + X? es obtenido proyectando en la base

0) +4[1) 0) — 1)

, . BO.8
7 7 (B0.8)
b) el valor | X,| puede ser conseguido proyectando en las bases
100, @a) , |0a+7,0a) 0 |0a—7/2,¢a), 0a+ 7/2, ¢a) (B0.9)
XYz —X,
0, = arctan(m), Gg =, (B0.10)

donde Y; = (@/}|&j®f®f|¢>7j:$7yaz-

Estos teoremas proveen un protocolo experimentalmente realizable para una
extraccion determinista del entrelazamiento bipartito maximo posible desde

un estado tripartito puro: primero, para un estado dado, se determina
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max {« /X7 + X2, \Xx|} y luego se mide el primer qubit en la base apropiada, ya
sea (B0.8) o (B0.9).
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Apéndice C

Método de multiplicadores de

Lagrange

Una herramienta poderosa cuando se necesita extremizar una funcion de varias

variables sujeta a una o mas restricciones es el método de los multiplicadores de

Lagrange [5].
Si una funcion f(xq,...,z,) tiene un extremo relativo cuando esté sometida a m
restricciones:
91(1’17 Ce ,.’L'n) = 0,
(C0.1)
gm(xlv s 7xn) = 07
siendo m < n, entonces existen m escalares A\, ..., \,, tales que
Vi=MVa+--+2XVon (C0.2)

en cada punto extremo.

En la préctica, para encontrar los puntos que extremizan la funciéon f, se considera
el sistema de n + m ecuaciones formado por las m ecuaciones de restriccion (C0.1)
mas las n ecuaciones determinadas por la relacion vectorial (C0.2). Se resuelve
el sistema respecto a las n + m incognitas xy,...,2x, ¥ A1, ..., Ap. Los puntos

(x1,...,2,) en los que se presentan los extremos relativos se encuentran entre las
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soluciones del sistema.

Los escalares Ay, ..., A\, se denominan multiplicadores de Lagrange. Se introduce
un multiplicador por cada restricciéon. La funcién f y las funciones de restriccion

g1, - -+, gm se suponen diferenciables.
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