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Resumen

En esta tesis daremos una demostracion a la conjetura de Enomoto para grafos
de tamano lo suficientemente grande. Enomoto conjeturd que si un grafo con n
vértices tiene grado minimo al menos n/2 + 1, entonces para todo par de vértices
x,y existe un ciclo hamiltoniano C' tal que la distancia de z a y en el ciclo C
es exactamente |n/2]. Nuestra demostracion no utiliza el Lema de Regularidad
de Szemerédi, por lo que el valor minimo de n para el cual nuestro resultado es
cierto es considerablemente menor al conocido hasta la fecha. Nuestra principal
herramienta es la Tricotomia de los grafos de Dirac, ademés de distintos resultados
que aseguran la existencia de caminos hamiltonianos entre cualquier par de vértices,

y resultados relacionados a grafos expansores robustos.
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Capitulo 1

Introduccion

Un grafo es una estructura matemética usada para modelar la relacion de a pares
entre objetos. Un grafo estd compuesto por vértices (también llamados nodos),
que son conectados a través de aristas. Una estructura que interesa encontrar en
un grafo son los ciclos hamiltonianos. Un ciclo hamiltoniano es una secuencia de
vértices y aristas, en que cada vértice del grafo es visitado exactamente una vez, y
luego se vuelve al vértice inicial. El problema de encontrar esta estructura en un
grafo tiene su origen en un juego inventado por W.R. Hamilton en 1857, en el cual
ciclos hamiltonianos tenian que ser encontrados en un dodecaedro. Mas de cien
anos mas tarde el concepto fue desarrollado mientras se estudiaba el problema
combinatorial llamado el problema del vendedor viajero. Aqui, un vendedor tiene
que visitar a distintos clientes, que se encuentran cada uno en una ciudad distinta,

por lo que el vendedor debe encontrar una ruta circular tal que los visite a todos.

El encontrar ciclos hamiltonianos en un grafo tiene aplicaciones en diversas areas,
como por ejemplo en logistica y transporte [J] [1], donde la busqueda de ciclos
hamiltonianos puede ayudar a optimizar rutas de entrega. En computacion, donde
los ciclos hamiltonianos son relevantes en la optimizacion de circuitos eléctricos
y en el diseno de algoritmos eficientes para resolver problemas de rutas [0] [13]
[20]. También en el mapeado de genomas |[2| [26], donde los cientificos deben
combinar fragmentos pequenios de codigo genético (llamados "lecturas") en una
sola secuencia genémica (una "supercadena'). Esto se puede hacer encontrando
un ciclo hamiltoniano, donde cada una de las lecturas se considera nodos en un

grafo y cada superposicion (lugar donde el final de una lectura coincide con el



comienzo de otra) se considera una arista.

Si bien existen familias de grafos, como los grafos completos, donde el encontrar
ciclos hamiltonianos no es una tarea compleja, el problema general de decidir si
un grafo posee un ciclo hamiltoniano es NP-completo [!2]. Por ello se desconoce, y
se conjetura que no existe, algoritmo que decida en tiempo polinomial si un grafo

es hamiltoniano, es decir que contiene un ciclo hamiltoniano.

Dada la complejidad del problema, es natural e interesante estudiar condiciones
suficientes, las cuales sean verificables rapidamente, para asegurar la existencia
de un ciclo hamiltoniano. Dirac [10] demostré que si el grado de cada vértice es
al menos la mitad del orden del grafo, entonces el grafo es hamiltoniano. Mas
aun, la demostracion de dicho resultado disena un algoritmo, el cual es capaz de
construir un ciclo hamiltoniano en el grafo. Notemos que la condiciéon de Dirac
es una condicién de grado minimo, y verificarla en un grafo es una tarea que
puede realizarse en tiempo polinomial. Por lo tanto, si bien el problema general de
decidir si un grafo cualquiera es hamiltoniano es complejo, el resultado de Dirac
mostroé que existen familias de grafos donde verificar la existencia de un ciclo

hamiltoniano no es dificil, y que ademés puede construirse en tiempo polinomial.

Si bien se conocen condiciones para encontrar ciclos hamiltonianos en un grafo,
es interesante también estudiar qué condiciones suficientes son necesarias para
encontrar ciclos hamiltonianos con alguna caracteristica particular. Por ejemplo,
en una red de comunicacion del tipo Token Ring [25], los paquetes de datos
circulan por un ciclo hasta llegar a su destino. Para optimizar el flujo de datos,
se busca balancear la carga que circula, y una manera de lograrlo es posicionar
nodos claves (por ejemplo, un nodo servidor principal y un nodo cliente) como
antipodas en el ciclo, para asi distribuir la carga de manera uniforme. En esta
aplicacion, el ciclo hamiltoniano que se desea encontrar tiene la particularidad que
cierto par de vértices se encuentran en polos opuestos en el ciclo. Por lo tanto, un
problema interesante es encontrar condiciones suficientes faciles de verificar, las
cuales aseguren la existencia de un ciclo hamiltoniano donde cierto par de vértices

fijados anteriormente se encuentre a distancia n/2.

Enomoto [11]| conjeturé que si en un grafo todo vértice tiene grado mayor a la
mitad del orden del grafo, entonces para todo par de vértices existe un ciclo

hamiltoniano tal que, la distancia de dicho par en el ciclo es maxima. Es decir,
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Figura 1.0.1: Dos ciclos hamiltonianos de un mismo grafo con n = 9 vértices.
En azul se marca un ciclo hamiltoniano tal que la distancia entre los vértices A y
B es 2. En rojo se marca un ciclo hamiltoniano donde la distancia entre Ay B es

n/2] =4.

Enomoto conjeturé lo siguiente:

Teorema 1.0.1. (Conjetura de Enomoto): Sea G un grafo con n vértices y
grado minimo 0(G) > n/2 + 1. Entonces para todo par de vértices x,y distintos,
existe un ciclo hamiltoniano C' tal que la distancia entre x e y en el ciclo es

exactamente |n/2].

Han habido distintos acercamientos a la demostracion de la conjetura de Enomoto.
He, Li y Sun [15] mostraron utilizando herramientas como el Lema de Regularidad
de Szemerédi que la conjetura de Enomoto es cierta para grafos con una cantidad
de vértices lo suficientemente grande. Esta condiciéon en el tamano del grafo es
una limitacion a la hora de disenar algtn algoritmo que decida si un grafo es
hamiltoniano. Esto es debido a que la condicién necesaria es de grado minimo, y
verificarla toma tiempo polinomial respecto al niimero de vértices. Dado que el
ntmero de vértices se encuentra en el rango de millones de millones, actualmente
esta tarea no es posible de realizar de manera rapida. Por ello, debilitar esta

condicién de tamano es un problema de interés y que sigue abierta.

1.1. Trabajo realizado

El resultado principal de esta tesis es el siguiente:

Teorema 1.1.1. Sea G un grafo con n > 20000 vértices con §(G) > n/2 + 1.
Luego para todo par de vértices x,y distintos existe un ciclo hamiltoniano C' tal

que la distancia de x a y en el ciclo es ezactamente |n/2].
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Este teorema muestra que la conjetura de Enomoto es cierta cuando el tamano
del grafo es lo suficientemente grande. Como veremos més adelante, la estrategia
usada para demostrar este teorema no utiliza el Lema de Regularidad, por lo que
el tamano del grafo para el cual la conjetura es cierta es considerablemente menor
al conocido hasta la fecha. Ademéas como se vera en el Capitulo 9 la demostracion
presentada induce un algoritmo que construye los ciclos hamiltonianos que

queremos a tiempo polinomial.

Antes de explicar a grandes rasgos como llevaremos a cabo la demostracion
presentaremos otro resultado obtenido, que si bien es méas débil que nuestro

teorema principal, la demostracion es simple.

Lema 1.1. Sea G un grafo con n vértices y 6(G) > n/2 + 40y/n. Entonces para
todo par de vértices x,y distintos, y para todo entero 2 <1 < |n/2] existe un ciclo

hamiltoniano C' tal que diste(x,y) = L.

Ahora notemos que este resultado es valido para todo valor de n, y ademés
nos permite encontrar para todo par de vértices y una distancia fija un ciclo
hamiltoniano tal que la distancia de los vértices en el ciclo es la fijada. En
particular lo podemos hacer para una distancia |n/2] (que es lo que buscamos en
el caso de la conjetura de Enomoto). Por lo tanto, si bien la condicion del grado
minimo es més fuerte, el resultado no deja de ser interesante, y la demostracion

presentada en el Capitulo 4 es simple.

1.2. Estrategia para el resultado principal

En esta seccion describiremos a grandes rasgos como se demostrara nuestro

resultado principal.

Sea G un grafo con n vértices y grado minimo 6(G) > n/2+1. Como demostraremos
més adelante (véase Lema 3.3) vamos a poder centrarnos inicamente en el caso

cuando n es par. Sean x,y dos vértices distintos.

Luego el grafo G = G — {z,y} cumple §(G) > |V(G)|/2, por lo tanto G es un
grafo de Dirac. Dado que G es grafo de Dirac, entonces el grafo cumple una de las

siguientes condiciones:

= (G es cercano a dos cliques disjuntos,
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Grafo G

[Cercano a dos cliques] [Cercano a bipartito completo} [Expansor robusto]

[Hamiltoniano} [No hamiltoniano}

Casos faciles [Casos restantes}

Figura 1.2.1: Arbol que indica todos los casos a estudiar. Dado que el grafo G
es de Dirac, entonces tiene una estructura clara: es cercano a dos cliques, cercano
a un bipartito completo o bien es un expansor robusto. Se estudiara cada caso
por separado.

» G es cercano a un grafo bipartito completo,

= G es un grafo expansor robusto (en Definicion 3.2.1 se explica formalmente

que significa esto).

Entonces, basta encontrar para cada caso, un ciclo hamiltoniano C tal que
diste(z,y) = n/2 = k + 1. En la Figura 1.2.1 se observa un diagrama que
da una idea de como se clasifican y subclasifican los distintos casos a estudiar en

esta tesis.

En el Capitulo 5 se aborda y resuelve el caso cuando el grafo es cercano a dos
cliques. En el Capitulo 6 se resuelve el caso cuando el grafo es cercano a un
bipartito completo, mientras que en el Capitulo 7 se demuestra el dltimo caso.
Finalmente en el Capitulo 8 juntamos cada uno de estos resultados para concluir

nuestro resultado principal.
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Capitulo 2

Definiciones

k

Dado un conjunto A, denotamos [A]* como el conjunto de todos los subconjuntos

de A de tamano k.

Un grafo es un par (V, E) que cumple E C [V]?. Los elementos de V' son llamados
vértices del grafo G, y los elementos de E son las aristas del grafo G. Dados
dos vértices u, v distintos, diremos que u es vecino de v si existe la arista uv, y

usaremos la notaciéon u ~ v.

Dado dos grafos G = (V,E), G’ = (V',E'),si V' CV y E' C E, entonces G’ es
un subgrafo de G, escrito como G’ C G. Si G' C G y G’ contiene todas las aristas
xy € E con x,y € V', entonces G’ es un subgrafo inducido de G. Decimos que V'
induce G' en Gy se escribe G[V'] := G.

Dados dos conjuntos de vértices U, V', se define e(U, V) := |E(G)| — |E(G[U])| —

|E(G[V])]. Es decir, el valor e(U, V') contabiliza la cantidad de aristas que existen

entre los conjuntos U y V, en el grafo G.

Para un vértice v € V(G) se define la vecindad de v como Ng(v) := {w € V(G) :
vw € E(G)}. Se define el grado de un vértice v en el grafo G como dg(v) := |Ng(v)].
Dado un subconjunto S C V(G) se define dg(v, S) := |Ng(v) NS|. Ng(S) define

la vecindad del conjunto S en el grafo G. Es decir,
Ng(S) :={v e V(G) : existe s € S, s~ v}

Estas ultimas cuatro definiciones pueden simplificarse eliminando el subindice

que hace referencia al grafo, siempre y cuando la referencia sea clara. El nimero



)(G) :=min{d(v) : v € V(G)} es el grado minimo del grafo G.

Para un subconjunto de vértices U, se define G — U := G[V \ U], es decir G — U
es obtenido de GG eliminando todos los vértices de U y sus aristas incidentes.
Si U = {u}, G —u := G — {u}. Para un subconjunto F' C [V]? escribimos
G+F:=(V,EUF),y G+ {e} se abrevia G + e.

Un camino es un grafo no vacio P = (V, E) de la forma
V=Axg,z1,...,2p}  E={x71, 7129, , Tp_1Tp}

donde todos los z; son distintos. Nos referimos a un camino a través de la secuencia
natural de sus vértices. Decimos que P = zgxy -+ T} es un (o, Ty )-camino, un

camino que va de xy a .

Para 0 <1 < j < k escribimos:

Px; = xoxy - - x5
TP =i -

IL‘Z‘PZL‘]‘ = T4 Ty

El largo de un camino P se define como la cantidad de aristas que tiene P.

Si P =xoxy---x5_1 es un camino y k > 3, entonces el grafo C':= P + x;_1x es
un ciclo. Dado un grafo G, un ciclo C' es hamiltoniano si C' es subgrafo de Gy
V(C) =V(G).

Sea {A, B} una particion de los vértices de G. Denotaremos como G[A, B] al grafo
bipartito inducido por la particion, es decir al grafo que contiene tnicamente a las

aristas ab, con a € A,b € B.

Decimos que un grafo es Hamilton-conezxo si para todo par de vértices existe un
camino hamiltoniano que los conecta. Diremos que un grafo G es un grafo de

Dirac si su grado minimo es |V(G)|/2.

Sea P una proposicion logica. Se define ||P|| como una funcién binaria, la cual
toma el valor 1 si la proposicién P es verdadera, y el valor 0 si la proposicion es

falsa.
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Capitulo 3
Preliminares

En este capitulo presentaremos distintos resultados que usaremos a lo largo de las

demostraciones que siguen.

3.1. Resultados generales

Primero enunciamos el teorema de Chvatal [7], el cual da una condicion suficiente
en la secuencia de grados de los vértices de un grafo, para asegurar que el grafo es

hamiltoniano.

Teorema 3.1.1. (Teorema de Chuvdtal): Sea G un grafo con n vértices, y sea
ai,as,...a, la secuencia de grados de los vértices de G, ordenada de menor a
mayor. Si para todo entero 1 < i < n/2 se cumple a; > i o bien a,_; > n — i,

entonces G tiene un ciclo hamiltoniano.

De ahora en adelante, cada vez que mencionemos un teorema o resultado que
relacione una secuencia de grados de vértices para concluir alguna propiedad

relacionada a ciclos hamiltonianos, diremos que es un resultado del tipo Chvatal.

El siguiente lema nos entrega una desigualdad que nos seré de utilidad al momento
de trabajar con particiones de los vértices, las cuales son minimales respecto a la

cantidad de aristas que hay dentro de una de las partes.

Lema 3.1. Sea G un grafo con 2n vértices y sea {A, B} una particion de V(G)
tal que |A| = |B| =n, y la cantidad de aristas en G[A] es minimal. Entonces para

todo par de vértices a € A, b € B se cumple d(a, A) < d(b, A).
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Demostracion. Supongamos que existen a € A, b € B tal que dg(a, A) > dg(b, A).
Luego, si consideramos los conjuntos A’ = A — {a} + {b}, B’ = B — {b} + {a},

entonces se tiene que
e(A) =e(A) —dgl(a, A) + da(b, A) < e(A)
lo que contradice la minimalidad de A. O

El siguiente resultado nos dice que si tenemos un grafo bipartito casi completo, es
decir, que tiene pocos vértices de grado pequeno, entonces podemos construir un

ciclo que use pocos vértices y que contenga a todos los vértices de grado pequeno.
Lema 3.2. Sea G un grafo bipartito con partes {A, B} de tamario k cada una, y

sea v < 1/212. Se definen los conjuntos

Sy ={a€ A:d(a,B) <15k/16}
Sp={be B:d(b,A) <15k/16}.
Si
s (G es hamiltoniano,
w |E(G)| = (1—47)k?,

entonces existe un ciclo Cpico €n G que contiene a todo S, USg, tiene dos vértices

consecutivos fuera de Sa U Sp, y [V(Coenico)| < 2'%9k.

Demostracion. Sea Chipartito Unt ciclo hamiltoniano en G. Supongamos que Sy =
Sp = 0. Luego el ciclo Chipartito ya cumple lo que queremos. Por tanto podemos

suponer que S, U Sy # 0.

Notemos que
e(A, B) < [Sal(15k/16) + (k — |Sal)k

Por otro lado, sabemos que k* — vk* < e(A, B). Luego usando la desigualdad

anterior y despejando se tiene
Sa] < 647K

Analogamente se puede mostrar que |Sg| < 64vk. Ahora, para todo ¢; € S4 U Sp,



10 3.1. Resultados generales

se define el conjunto

/ {ci—o,cic1,ciscipa} sic € Sa,
c —

T

{cic1, i, i1, cipa} sic € Sp.

Sean Py, P, ..., P;los caminos inducidos por UCiESAUSb I.., con d > 1. Dado que

|S4USp| < 128vk, y para todo ¢; € Sa U Sg, |I.,| = 4, entonces

< 4% 128vk = 299k

Jvir)

donde la mitad de esos vértices pertenece a A, y la otra mitad pertenece a B.

Notemos que los extremos de estos caminos son vértices fuera de S4 U Sg. En
efecto, supongamos que no. Entonces existe un camino P; tal que uno de sus

extremos estd en Sy, U Spg.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que el extremo es el vértice ¢; € Sa.
Luego, por definicion, I, = {¢_2,¢-1, ¢, 141}, donde todos esos vértices son

consecutivos en Chipartito-

Por lo tanto, Pic;11, o bien Pi¢;_1¢;_5 es un camino inducido por [ J I, lo

;€S 4USy
que es una contradiccion.

La idea ahora es conectar estos caminos usando vértices fuera de S4 U Sg. Dado
que a lo més hay un camino por cada vértice ¢; € Sy U Sp, entonces la cantidad

de caminos a conectar es a lo mas Sy U Sp| < 128vk.
Sean F;, P; dos caminos distintos, con extremos a,,b;,a;,b; respectivamente.
Notemos que para todo vértice a € A\ S4, y para todo b € B\ Sp se cumple que

d(a, B\ Sg) > (15k/16) — 25k

d(b, A\ S4) > (15k/16) — 25+k.

En particular, lo cumplen los vértices a;, a;, b;, b;. Consideremos la vecindad de b;
en A\ Sy, es decir N(b;) N (A\ Sa). También definimos R como la vecindad en

A\ S4, del conjunto de vecinos de a; en B\ Sp. Formalmente, R se define como
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R:={aec A\ Sy existeun b e B\ Sp tal que b ~ a;}
Notemos que

IN(b) N (AN Sa)| = d(bi, A\ S4) > (15k/16) — 267k

y ademas
R=|J NON(A\S,

bEN (a;)N(B\SE)

entonces
[Rl= > db,A\Sy)
bEN (a;)N(B\Sp)

> (15k/16) — 20~

Luego

[B O (N(bi) N (AN Sa)[ = R[4+ [N(b;) N (AN Sa)| = [RU(N(b;) N (AN Sa))|
> (15k/16) + (15k/16) — 2"vk — k
= 14k /16 — 2"vk.
Como v < 1/2'2 entonces podemos concluir que 14k/16 — 27vk > 64k > d. Asi,
podemos conectar los d caminos usando vértices fuera de S,USg, formando un ciclo

Conico €1 G, €l cual contiene todo vértice de S4USg. Dado que |U?:1V(Pj)| < 299k,

y que para unir dos caminos usamos dos vértices fuera de S4 U Sg, entonces

[V (Cenico)| < 2°vk + 2d < 299k + 28vk < 2104k,

3.2. Resultados especificos

En esta seccion daremos definiciones y resultados que requieren hipotesis mas
restrictivas. Sea G un grafo con n vértices. Diremos que G es un grafo de Enomoto

si para todo par de vértices x, y distintos, existe un ciclo hamiltoniano C, tal que
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diste(z,y) = [n/2].

Nos interesa saber para qué familias de grafos podemos decir que son grafos de
Enomoto. En particular, analizaremos los grafos con n vértices y grado minimo
al menos n/2 + 1. Para ello, nos apoyaremos en un resultado que caracteriza los

grafos de grado minimo al menos n/2.

Kiihn, Osthus y Treglown [1%] introdujeron el concepto de expansores robustos
para estudiar ciclos hamiltonianos en grafos densos. Para 0 < v <1y X C V(G),

se define la vecindad v-robusta de X en G como:

RN(v, X) :={v € V(G) : dg(v, X) > vn}

Definicion 3.2.1. Sea 0 < v <7 < 1. Un grafo G es un (v, 7)-expansor robusto
si para cada congunto X C V(G) con ™ < |X| < (1 —7)n, se cumple:

|RN(v, X)| > | X| + vn.
Los expansores robustos con grado minimo suficientemente grande contienen ciclos
hamiltonianos |15].
Sea 0 < v < 1. Un grafo G con n vértices es
» v-cercano a K, /2,2 si existe A C V(G) con |A| = [n/2] tal que e(A) < yn?.

= y-cercano a 2K, ; si existe A C V(G) con |A| = |n/2] tal que e(A, V(G) \
A) < yn?.

Csaba, Kiihn, Lo, Osthus, Treglown demostraron en [%, Lema 1.3.2] la siguiente

tricotomia para grafos de Dirac

Teorema 3.2.2. (Tricotomia de los grafos de Dirac) Sea n € N, y
supongamos 0 < 1/n K v < 7,7 < 1. Sea G un grafo con n vértices y 6(G) > n/2.

Entonces G satisface una de las siguientes propiedades
= G esy-cercano a 2K, ;.
» G esy-cercano a Ky, 9p/0.

» G es un (v, T)-expansor robusto.
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El siguiente resultado prueba que es suficiente analizar el caso cuando G tiene un

ntimero par de vértices para poder concluir la conjetura de Enomoto.

Lema 3.3. Sean par. Si todo grafo G con n vértices y grado minimo 6(G) > n/2+1
es de Enomoto, entonces todo grafo G' con n+1 vértices y grado minimo al menos

(n+1)/2+1 es de Enomoto.

Demostracion. Sea G’ un grafo cualquiera con n + 1 vértices, grado minimo al
menos (n+1)/241. Como n es par, entonces n+1 es impar. Sean x, y, v vértices de
G’ distintos. Luego el grafo G = G’ — v tiene n vértices, y cumple 6(G) > n/2+ 1.
Luego por hipotesis tenemos que G es un grafo de Enomoto. Por tanto, en G

existe ciclo hamiltoniano C' tal que diste(z,y) = [n/2].

Ahora, como el vértice v en el grafo G’ tiene grado al menos (n+1)/2+ 1,y
G = G’ — v, entonces v también tiene grado al menos (n+1)/2+ 1 en G. Como
ademas |V (G)| = n, entonces existen w;, u;;1 vértices consecutivos en el ciclo C'
tal que v es vecino de ambos. Por lo tanto, el ciclo C' = zCu;vu; 1 C'y es un ciclo
hamiltoniano en G’ tal que diste/(z,y) = [(n+1)/2]. Como z,y eran vértices
cualesquiera, podemos concluir que G’ es un grafo de Enomoto. Como G’ era un
grafo cualquiera con n+1y §(G’) > (n+1)/2+1, entonces todo grafo que cumple

lo anterior es de Enomoto. O
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Capitulo 4

Resultado débil

En este capitulo utilizaremos resultados probabilisticos para obtener un resultado
que si bien es més débil que el resultado principal de esta tesis, su demostracion

es simple. El lema que demostraremos en este capitulo es el siguiente:

Lema 4.1. Sea G un grafo con n vértices y §(G) > n/2 + 40/n. Entonces para
todo par de vértices x,y distintos, y para todo entero 2 <1 < |n/2] existe un ciclo

hamiltoniano C' tal que diste(x,y) = L.

4.1. Preliminares

En esta seccion enunciaremos unos lemas que nos ayudarén a la hora de demostrar
el lema. El primer resultado, demostrado por Chartrand, Kapoor y Kronk |[7]
es una condicion en los grados de los vértices del grafo para asegurar que sea

Hamilton-conexo.

Lema 4.2. (Condicion tipo Pésa para Hamilton-conexidad) Sea G un
grafo con n vértices. Si para todo entero 2 < i < n/2 la cantidad de vértices con

grado menor o igual a i es menor a i — 1, entonces G es Hamilton-conexo.

A lo largo de la demostracién usaremos distintas cotas para acotar la probabilidad
de que una variable aleatoria tome ciertos valores. La cota mas sencilla que

usaremos es la de Markov |10, Ecuacion 1.3].

Lema 4.3. (Cota de Markov) Sea X una variable aleatoria no negativa con
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esperanza B[ X]. Luego para todo t > 0 se cumple

P> < B0,

Una variable aleatoria hipergeométrica representa el niimero de ‘exitos’ obtenidos
al seleccionar una muestra sin reemplazo de una poblacién finita. Se utiliza para
calcular la probabilidad de obtener un ntimero especifico de éxitos = al extraer n
elementos de una poblacién de tamano N que contiene m éxitos. Su esperanza es
nm/N. El siguiente resultado nos entrega una cota superior para la probabilidad

de que una variable aleatoria hipergeométrica esté alejada de su esperanza.

Lema 4.4. (Cota de Chernoff) Sea X una variable aleatoria hipergeométrica

con pardmetros N,n,m, y A = E[X]| = mn/N. Luego se cumple

t2
P(X <E[X]—1t) <exp (_ﬁ)’ t>0

Esta cota se obtiene combinando los resultados |10, Teorema 2.1] y [16, Teorema
2.10].

4.2. Demostracion Lema 4.1

Demostracion. Primero notemos que si 2 < | < n/6, entonces por resultado
obtenido por Faudree, Lehel y Yoshimoto |1 1] existe un ciclo hamiltoniano C' tal
que diste(z, y) = [. Por lo tanto podemos suponer que n/6 <1 < |n/2|. Sean =,y
vértices de G. Sea V; un subconjunto de V(G) — {x,y} de tamano | — 1 escogido
uniformemente al azar. Sea V; := V(G) — {z,y} — Vi. Sin pérdida de generalidad

supongamos que |V;| < |V3|. Notemos que si para todo i € {1,2} se cumple:

(A1) x tiene vecinos x; en V;, e y tiene vecinos y; en V; tales que x; # y,, con
jef{L2}

(A2) G[Vi] es Hamilton-conexo,

entonces existe un ciclo hamiltoniano C' tal que diste(z,y) = [. En efecto dado

que G[V}] es Hamilton-conexo, entonces existe un camino P; que va de x; a y;, que

usa todos los vértices de V;. De la misma manera, como G[V3] es Hamilton-conexo,

entonces existe un camino P, que va de x5 a yo, que usa todos los vértices de V5.
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Luego el ciclo C' := xx1 Piy1yys Poxsxr cumple lo que queremos.

La idea entonces es mostrar que las condiciones (A1), (A2) se cumplen.
Definiremos como G al grafo G sin los vértices z e y. Para todo 2 < j < n/2 se

define el conjunto

A ={veV(G):da(v) < j}.
Definimos los siguientes eventos:

E, := {x tiene al menos dos vecinos en V;}
E5 := {x tiene al menos dos vecinos en V,}
E3 := {y tiene al menos dos vecinos en V;}

E, = {y tiene al menos dos vecinos en V5}
Vaf =2

3
Vol =2

3

Es = [Apy 2| <

ot

B := [Apy2| <

o

E7 = ’A|V1\/3| = 0
By = [Ajv,3] = 0.

La idea es mostrar que el evento P (Uf:1 Ef) < 1. Notemos que si se cumplen
todos los eventos anteriores estamos listos, pues las primeras cuatro condiciones
nos aseguran la existencia de vecinos distintos de x e y en los conjuntos V; y V5
(condicion (A1)), y el resto de condiciones nos asegura que los grafos G[V;] cumplan
las hipotesis del Lema 4.2, lo que implica que los grafos sean Hamilton-conexos
(condicion (A2)).

Dado un vértice v en G (es decir el grafo original) se define la variable aleatoria Z,
como la cantidad de vecinos de v en Vi, en el grafo G. Es decir Z, = |Ng(v) N V4.
Notemos que cada variable aleatoria Z,, es de tipo hipergeométrica con pardmetros
|Na(v)], [Vi], n — 2. Entonces

Vil

E[Z,] = [Ng(v) —
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Como |Ng(v)| > 6(G) — 2 > n/2 + 40y/n — 2, entonces

Al

n—2

(n/2 +40v/n - 2)
> |V1| (n/2+30v/n)

(3 3)

E(Z,)

I\/

Luego

P(Z, < 2) =P (Z, — E[Z,] < 2 — E[Z,])
VA 30|V1|)
vn o)

Usando la cota de Chernoff dada por el Lema 4.4 tenemos que

P(Z, < 2) < exp (_(M'ﬁ;:g[g]_ 4\/5)2) |

gIP’(Zx—E[Z]<2—

Dado que |N(z)| < n, entonces E[Z,] < |Vi| < n, se tiene que:

P[Z, < 2] < exp <_(|V1|\/ﬁ+60|vl| _4\/5)2) |

8n?

Notemos que esto ultimo es menor a 1/8. En efecto, queremos mostrar

exp (_(|V1|\/ﬁ+ 60|V4| — 4\/ﬁ>2)

8n?

< exp (—In8)

lo que es equivalente a

(JVilyv/n 4 60[Vi| — 44/n)?
&n?

In(8).

Manejando un poco la expresion se llega que basta mostrar

[Vilv/n + 60[Vi| — 4y/n > /81n(8)n.

Como 17 > 81n(8), entonces basta mostrar que

Vi1 + 60|V4| — 4v/n > V/1Tn
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lo que es cierto pues |V;| > n/6.

Dado que el conjunto V5 es V(G) — {x,y} — Vi, entonces para todo vértice v,
la cantidad |Ng N V| también es una variable aleatoria hipergeométrica. Como
ademas |V;| < |V4|, entonces un andlisis analogo muestra que P(Ef) < 1/8, para

todo i € {2,3,4}. Para el evento Ef acotaremos

P (|A|V1|/2| > |‘/i| B 2) < 3E[|A|V1\/2H

3 - il -2
< 6E[|A|v1\/2|],
\a

donde la primera desigualdad sale de la desigualdad de Markov dada por Lema
4.3. Notemos que E [|Ap;2|]] = [VA|P (v € Apy)y2). Entonces

Vil =2

P (|A|%|/2| > | ) < 6P (v € Aw2)
= 6P (IN(v) N Wi < V1]/2)

— 6P (Z, — E[Z)] < [Vil/2— E[Z.]).

Como n > E[Z,] > |V4|/2 + 30|V1|/+/n, entonces

—9
P (|A|%|/2| > \‘/1\3 ) < 6P (Zv -E[Z,] < —30|V1|)

NLD
900/ V4 ?

< _

= Gexp ( IME[Z,]

2
< Goxp (_900|V1| )

2n2

donde la segunda desigualdad sale de la desigualdad de Chernoff. Como |Vi| > n/6
se tiene que la tltima expresion es menor a 1/8. Asi mostramos que P[Ef] < 1/8.

Analogamente se muestra que P[E§] < 1/8.

Solo falta analizar los ultimos dos eventos. Nuevamente mostraremos que los

eventos complementos tiene probabilidad menor a 1/8. Lo mostraremos para Ff
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(el otro es anélogo).

]P)(‘A|V1\/3’ > 1) = P(existe veV,: Z, < |Vi|/3)
< VilP (2, < |Vi|/3)
= WP (Z, — E[Z)] < [V1]/3 - E[Z.])

30|V
< WP (2 - 5(2] < -l/o - 271).

Usando la cota de Chernoff y que n > E[Z,] se tiene

Wiy 80"

P (Al > 1) < Wilexp (-2

Dado que |[Vi] > n/6 entonces se puede deducir que +/n|V;| + 180V >

A/ 12].n(8| [/1|)n Entonces Se tiene que
V + 180|V 2

Vilexp <_ 72n2

Por lo tanto, P(ES) < 1/8.

De esta manera, tenemos que P (Uf:1 Ef) < 1. Luego por método probabilista
existe un subconjunto V; de V(G)—{z, y} tal que se cumple todo lo que necesitamos

para asegurar la existencia de un ciclo hamiltoniano C tal que disto(z,y) =1. O
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Capitulo 5
Caso dos cliques disjuntos

En este capitulo nos centraremos en estudiar el caso cuando un grafo G es vy-cercano

a 2K}. El resultado principal de este capitulo es el siguiente:

Lema 5.1. Sea G un grafo con n = 2k + 2 vértices y 6(G) > n/2 + 1. Sea
v < 1-3/k, y sean x,y vértices de G distintos, tal que G := G—{z,y} es~y-cercano

a 2Ky. Entonces existe un ciclo hamiltoniano C en G tal que distc(x,y) = k + 1.

5.1. Preliminares

Para mostrar el lema anterior, usaremos dos teoremas que dan condiciones

suficientes para concluir que un grafo es Hamilton-conexo.

El siguiente teorema, demostrado por Ore [23], presenta una condiciéon suficiente

en el grado minimo de un grafo, para concluir que es Hamilton-conexo.

Teorema 5.1.1. Sea G un grafo con n > 4 vértices y grado minimo 0(G) >

(n+1)/2. Entonces G es Hamilton-conezo.

Notemos que la condicion anterior es una variacion del Teorema de Dirac [10]

para la propiedad de ser hamiltoniano.

Otra condicion suficiente para la hamiltonicidad es la propuesta por Chvatal. El
resultado siguiente, demostrado por Berge [3] es una adaptacion de la condicion

de tipo Chvatal para la propiedad de ser Hamilton-conexo.

Teorema 5.1.2. Sea dy < dy < --- < d, la secuencia de grados de un grafo
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G, con n > 4 vértices. Si para todo 2 < i < (n+ 1)/2 se cumple d;—1 > i o

dp_; >n—1i+1, entonces G es Hamilton-conexo.

5.2. Demostracion Lema 5.1

Demostracion. Sea G grafo con n = 2k+2 vértices y x, y vértices tal que G=G-—

{z,y} es y-cercano a 2K}. Luego por definicion, existen conjuntos A, B C V(G),
de tamartio k cada uno, tales que e(A, B) < 4vk?. Sean A, B los conjuntos que

minimizan e(A, B).

Afirmacién 5.2.1. Si G[A], G[B] son Hamilton-conezo, entonces para todo par

de vértices x,y existe un ciclo hamiltoniano C' tal que distc(z,y) =k + 1.

Demostracion. Se definen los conjuntos

s ={a€A:a~z}
sy ={a€A:a~y}
. ={beB:b~ua}
, ={be B:b~y}

D o

Dado que dg(z) > n/2 +1 = k + 2, entonces ds(z, AU B) > k + 1, y como
|A| = |B| = k, podemos concluir que |A,| > 1,|B,| > 1. El mismo argumento

sirve para concluir que |A,| > 1,|B,| > 1.

Supongamos que |A,UA,| > 2y |B,UB,| > 2. Luego, existen vértices a,, a,, by, b,

pertenecientes a los conjuntos A,, A,, B,, B, respectivamente.

Por hipotesis tenemos que G[A] es Hamilton-conexo, por lo que existe un (a,, a,)-
camino hamiltoniano en G[A]. Analogamente, como G[B] es Hamilton-conexo,
entonces existe un (by, b, )-camino hamiltoniano en G[B]. Llamemos a estos caminos

P4, P respectivamente.

Por lo tanto, el ciclo C' := xP,yPgx es hamiltoniano en G y cumple que

diste(z,y) = k + 1 (Véase Figura 5.2.1).

Por lo tanto podemos suponer que |[A, UA,| =10 |B, U B,| = 1. Supongamos
sin pérdida de generalidad que |B, U By| = 1, con B, U B, = {b,,}. Como
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GlA] G[B]

Figura 5.2.1: Ciclo hamiltoniano C' en el grafo G, donde en rojo se marca el
(%4, Ya)-camino hamiltoniano en G[A], y el (xp, yp)-camino hamiltoniano en G[B].

de(z,AUB) > k+ 1y ds(x,B) =1, entonces di(z, A) > k. Analogamente se
tiene que dgs(y, A) > k.

Ademés |A| = |B| = k, entonces para todo a € A se cumple a ~ z,a ~ y. Sea
P := bibobs - - - by_1byy un (b1, byy)-camino hamiltoniano en é[B] (dicho camino

existe, pues G[B] es Hamilton-conexo).

Sea b € B un vértice cualquiera distinto de b,,. Luego

dg (b, A) = da(b) — dg (b, B) — dg (b, {z,y})
>0(G)—(k—1) , cond(b{zx,y})=0
>k+2—(k—1)
= 3.

Sea P := a100a3 -+ Q_1a; un camino hamiltoniano en G[A} con ay ~ by, a, ~ bs.
Ademaés, dado que dg(by, A) > 3, entonces existe un vértice a; € P, tal que
a; # a1, a; # ap (Véase Figura 5.2.2a). Luego los caminos P, = a;byPb,, y
P, = ak_lﬁaiblalpai_l son disjuntos, cubren todos los vértices de é, y ademas

tienen como extremos a vecinos de x e y (Véase Figura 5.2.2b).

Por lo tanto, el ciclo C' := xPyyPyr es hamiltoniano en G, el cual cumple
diste(z,y) = k + 1. O

Entonces, por la afirmacion anterior, basta demostrar que G[A], G[B] son Hamilton-

conexos para concluir. Definimos para todo 1 < i < k/2 los conjuntos

A ={a € A:d(a,A) <i}
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(a) (b)

Figura 5.2.2: En verde se marcan los caminos hamiltonianos de a; a ag,y de
by a byy. En azul se representa el camino P, que va de a; hacia b,,, y en rojo se
representa el camino P, que va de ax_; hacia a;_1.

B<;:={be B:d(b,B) <i}.

Notemos que si A<j/2 = (), entonces para todo a € A,dx(a, A) > k/2 = |A]/2,
lo que implica por Teorema 5.1.1 que G[A] es Hamilton-conexo. Por lo tanto, si
Acpys = 0y Beyjo = 0, entonces G[A], G[B] son Hamilton-conexos, lo que es

suficiente para concluir.

Por otro lado, dado que 6(G) > k y |B| = k, entonces se tiene que

K<) dg(b)

beB
=e(A,B)+ Y _dg(b,B)
beB
<4k’ +) dg(b, B).
beB
Por lo tanto
= 4yk* < dg(b, B) (5.2.1)
beB

Supongamos que é[B] no es Hamilton-conexo, y sea d; < dy < -+ < dj, la

secuencia de grados de los vértices de B, ordenados de menor a mayor. Por
contrareciproco de la condicién de Berge (ver Teorema 5.1.2), tenemos que existe
2<j<k/2talqued; 1 <jydy_j1<k—7—1

Sea ¢ el minimo valor que cumple lo anterior. Luego |B<;| > i — 1, y ademas
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‘ng,ifl‘ 2 k—1—1.

Luego

D db) =D da(b) + > dg(®)+ > dglb)

beB beBe; be(B<p—i—1\B<i) bEB\Bej—i_1
< |Bzili 4 |(Bek-im1 \ B<i)|(k — i — 1) + B\ Bep—i-1|k
<= 1)it (k=20 —i— 1)+ (i + 1)(k —1)
= 3i® + k* — 2ik — 1.

Nos interesa saber para qué valor de i, el lado derecho de la desigualdad alcanza
un valor méximo. Para ello, notemos que los términos k£ y —1 no dependen de i,

por lo tanto basta analizar el maximo de la funcién
fi) == 3i* — 2ik

la cual es convexa. Dado que i esta entre 2 y k/2, entonces f(i) es una funcion
convexa definida en un intervalo cerrado y acotado, por lo que su maximo se

alcanza en uno de sus extremos. Luego
f(2) =12 — 4k

F(k/2) = —k2/4

donde f(2) > f(k/2) para todo k > 13. Asi, tenemos que

> dg(b) < 3%+ K - 2ik — 1

beB
<f2)+k -1
= k* — 4k + 11
< k? — 4k +12.

Ademsas, sabemos que k* — 4vk* < 37, o da(b). Luego, juntando ambas

desigualdades se tiene que

k* — 4vk* < k? — 4k + 12
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que ocurre si y solo si v > 1 — 3/k, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, G[B] es Hamilton-conexo. Analogamente podemos mostrar que G/[A]

es Hamilton-conexo. Asi, por afirmacion anterior, podemos concluir lo deseado. [J
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Capitulo 6
Caso bipartito completo

En este capitulo estudiaremos el caso cuando un grafo G con 2k vértices es -
cercano a Ky (véase Figura 6.0.1) . El resultado principal de esta seccion es el

siguiente:

Lema 6.1. Sea G un grafo con n = 2k + 2 vértices y 6(G) > n/2+ 1. Sea 1/n <
v < 1/2% y sean x,y vértices de G distintos, tal que G := G — {x,y} es y-cercano

a Ky . Entonces existe un ciclo hamiltoniano C' en G tal que diste(x,y) =k + 1.

Dada la extension de este capitulo, se particion6 las diferentes partes en secciones
para tener un mejor entendimiento. En la secciéon 6.1 Preliminares se presentaran
diversos resultados de la literatura que entregan condiciones suficientes para

encontrar caminos y ciclos hamiltonianos.

La primera divisiéon de casos que se tendra se vera en la secciéon 6.2 Chvatal vs

Grafo G

[Cercano a dos cliquesj [Cercano a bipartito completo] [Expansor robusto}

(Chvétal (No Chvatal|
Casos faciles [Casos restantes]

Figura 6.0.1: Arbol que indica todos los casos a estudiar. En rojo los casos que
se estudiaran en este capitulo.
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No Chvatal, donde primero consideraremos una particion de los vértices { A, B}
de igual tamano, para luego analizar el caso cuando el grafo bipartito G [A, B|
no cumple la condicién de Chvatal para la hamiltonicidad. El no cumplir esta
condicién provocara que el grafo tenga una estructura muy clara, la cual nos
permitira construir el ciclo hamiltoniano de interés de otra manera. El Lema 6.2

encapsula el resultado obtenido en esa seccién.

Luego de ello, estudiaremos el caso cuando el grafo bipartito G [A.B] si cumple la
condicion de Chvatal para la hamiltonicidad. Gracias a esto, podemos asegurar la
existencia de un ciclo hamiltoniano. Dado este ciclo hamiltoniano, construiremos
un ciclo con pocos vértices, y que contenga a todo vértice con grado pequeno
dentro del grafo bipartito. Esto ayudaréd pues el grafo que se obtiene quitando
este ciclo pequeno tiene grado minimo muy alto, por lo que cumpliréd con holgura
condiciones que nos permitirdn encontrar caminos hamiltonianos para cualquier
par de vértices. En la seccion 6.3 Estructurando el grafo bipartito veremos
todo esto, y como queda estructurado el grafo. De esta manera solo tendremos que
preocuparnos por conectar este ciclo chico a alguno de estos caminos, y la ubicacion

de los vecinos de los vértices que queremos conectar con el ciclo hamiltoniano.

Esta dltima dificultad es la que nos obligarda a estudiar este subcaso en dos
secciones distintas. En la seccion 6.4 Casos faciles, introduciremos un grafo
auxiliar que nos ayudaré a entender qué clase de estructuras necesitamos para
construir el ciclo hamiltoniano que buscamos sin mucha dificultad. Luego de ello
estudiaremos exactamente como se construyen los ciclos hamiltonianos en cada

uno de estos casos faciles.

Por otro lado, en la seccion 6.5 Casos restantes, estudiamos los casos donde la

construccion de los ciclos hamiltonianos requiere més trabajo.

Finalmente, en la seccion 6.6 Unificando juntamos todos los resultados obtenidos
en las secciones previas, y notamos que cubrimos todos los casos posibles,

demostrando el resultado principal de este capitulo.

6.1. Preliminares

En esta secciéon presentaremos diversos resultados de la literatura, relacionados

a grafos bipartitos balanceados, y qué condiciones deben cumplir estos para
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ser hamiltonianos, o para encontrar caminos hamiltonianos para ciertos pares
de vértices. El primer resultado, obtenido por Letzter |21, Corolario 20| es una

condiciéon del tipo Chvatal, para la hamiltonicidad en grafos bipartitos.

Teorema 6.1.1. Sea G un grafo bipartito balanceado con 2n vértices con particion
{A, B}. Sea a1, as, .. .ay la secuencia de grados de A y sea by, by ... b, la secuencia
de grados de B, ambas ordenadas de menor a mayor. Si para todo 1 <1 <n se

cumple a1 > i+1 0b,_; >n—1+ 1, entonces G contiene un ciclo hamiltoniano.

Por otro lado, notemos que un grafo bipartito no es Hamilton-conexo, pues para
cualquier par de vértices de un mismo conjunto no existe camino hamiltoniano.
Por ello, uno da la siguiente definicion. Un grafo bipartito balanceado con partes
A,B es Hamilton-conexo-bipartito si para todo par de vértices de partes distintas,

existe un camino hamiltoniano que los conecta.

Con esta definicion clara, uno puede dar condiciones suficientes para decidir
cuando un grafo bipartito balanceado es Hamilton-conexo-bipartito. Wei y You
[27, Corolario 2.2] mostraron una condiciéon en la suma de grados de vértices no

adyacentes que es suficiente

Teorema 6.1.2. Un grafo bipartito balanceado G de tamano 2n es Hamilton-
conezo-bipartito si d(a)+d(b) > n+2 para cualquier par de vértices no adyacentes

a,b de partes distintas.

Ahora nos interesa analizar dos casos posibles, si existe una particion {A, B}
minimal en e(A) tal que el grafo bipartito G[A, B] cumple las condiciones del
Teorema 6.1.1, o caso contrario, para toda particiéon {A, B} minimal (respecto
a la cantidad de aristas interiores del conjunto A) el grafo G[A, B] no cumple la
condicion del tipo Chvatal. En las siguientes secciones se muestra que en cualquiera
de los casos, es posible construir en el grafo G dos caminos de largo k — 1, vértice
disjuntos y con extremos a vecinos de x e y. Esto es suficiente pues basta conectar

los vértices x e y a estos caminos para obtener el ciclo hamiltoniano que buscamos.

6.2. Chvatal vs No Chvatal

En esta seccion estudiaremos el caso cuando para toda particion {A, B} minimal
de los vértices de G, el grafo G [A, B] no cumple la condicion del tipo Chvétal del

Teorema 6.1.1. El lema que sigue a continuacion es el resultado principal de esta
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seccion.

Lema 6.2. Sea G un grafo con n = 2k + 2 vértices y §(G) > n/2+ 1. Sean x,y
vértices de G distintos, tal que para toda particion {A, B} minimal en e(A) de
los vértices de G := G — {z,y}, el grafo bipartito G[A, B] no es hamiltoniano.

Entonces eziste un ciclo hamiltoniano C en G tal que diste(z,y) = k.

Demostracion. Supongamos que para toda particion de vértices de G minimal,
el grafo bipartito inducido por la particiéon no es hamiltoniano. Consideremos el
conjunto de particiones de igual tamano de los vértices de V(é) que son minimales
respecto a la cantidad de aristas dentro de una de las partes. Sea {A, B} una
de estas particiones y que maximice minge4 d(a, B). Sea H := G[A, B]. Vamos
a notar que en este caso, el grafo H tiene una estructura particular, la cual nos
permitira construir dos caminos disjuntos de largo k£ — 1, cada uno con un extremo

vecino de z y el otro extremo vecino de .

Sea aq, as, . .. ay la secuencia ordenada de grados de los vértices de A, y by, b, ... by
la secuencia ordenada de grados en B. Dado que H no es hamiltoniano, entonces
no se cumple la condiciéon del Teorema 6.1.1, por lo que existe un entero 1 < i < k

tal que a; <1y br_; < k —1. Sea i uno de estos enteros, fijo pero arbitrario.

Sea § := ming,e 4 d(a, B). Dado que §(G) > k+2y G = G — {z,y}, entonces el
grado de todo vértice en el grafo G es al menos k, por lo que para todo vértice
a € A se tiene que d(a, A) > k — 6. Dado que {A, B} es una particiéon minimal en
e(A), con conjuntos de igual tamano, entonces por Lema 3.1 sabemos que todo
vértice b € B cumple d(b, A) > d(a, A) > k — .

Ahora vamos a mostrar una serie de observaciones que nos daridn informacion
sobre la estructura del grafo H.

Observacion 6.2.1. Se tiene que i = 0. Ademéas a; =iy by_; = k — 1.
Demostracion. Notemos que § < a1 < ay < -+ < ay, por lo que si ¢ < §, entonces
tenemos i < § < a; < 7, lo que es una contradiccion.

Por otro lado, si § < i, entonces se tiene que k —i < k—9. Como todo vértice de B
tiene grado al menos k — ¢ hacia A, entonces se cumple k—i < k—9 < by_; < k—1,

lo que es una contradicciéon. Por lo tanto, i =0, a; =1y br_; = k — 1. O
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Observacion 6.2.2. Para todo vértice a € A se cumple d(a, A) < k —i.

Demostracion. Dado que para todo par de vértices a € A,b € B se cumple
d(a,A) < d(b,A) (por Lema 3.1), y que existe vértice en B con grado hacia
A exactamente k — 7, entonces se concluye que todo vértice a € A cumple

d(a,A) <k —1. O

Observacion 6.2.3. Sean a € A, b € B vértices tales que d(a, A) = k—i = d(b, A).

Luego a no es vecino de b.

Demostracion. Supongamos que a y b son vecinos. Entonces si uno define los
conjuntos A’ = A—{a}+{b} y B = B—{b}+{a} entonces se tiene e(A’) < e(A4),

lo que contradice la minimalidad. O

Se define

X4 :={a€ A:d(a,B) =1}
Xp:={beB:db A =k—il.

Observacion 6.2.4. Se tiene que | X4| =iy | Xp| =k — .

Demostracion. Dado que a1 < as < -+ <a; =1, yb <by < - <bp_;, =k—1,
entonces tenemos que la cantidad de vértices de A con grado 7 es al menos 7, y que
la cantidad de vértices de B con grado k — i es al menos k —i. Es decir i < |X4|
y k—i<|Xg|

Sabemos por la Observacion 6.2.2 que todo vértice a € A cumple d(a, A) < k —i.
Consideremos ahora un vértice de a € A con grado i hacia B (es decir tiene grado
minimo). Como dg(a) > k, entonces d(a, A) > k—1i. Como ademés d(a, A) < k—1,
entonces se tiene que todo vértice de A con grado i hacia B, tiene grado hacia A

exactamente k — 1.

Por Observacion 6.2.3 se tiene que entre vértices de X4 y vértices de X no
hay aristas. Esta observacion implica que |X4| < iy |Xg| < k — i. Por lo tanto
| Xal =1y |Xp|=k—1. O
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Ahora, nos enfocaremos en las aristas dentro de X4 y dentro de X . Mostraremos
que o bien X4 y Xp son conjuntos independientes, o que podemos encontrar otra
particion A’ B’ también minimal (por lo que todo el razonamiento anterior es
valido) donde los conjuntos X 4/, X' son independientes, con X 4, X/ conjuntos

definidos de manera analoga a X4 y Xp.

La estrategia sera la siguiente: Supondremos que uno de los conjuntos no es
independiente y tomaremos una arista del grafo inducido por ese conjunto. Luego
mostraremos que existe otra particion minimal, pero con una cantidad de aristas
dentro de los conjuntos menor a la particion original. Asi, haciendo esto de manera

recursiva acabaremos en una particion con conjuntos independientes.

Sea aa* una arista con a, a* vértices de X4. Sea b € Xpg. Luego se define la

particion {A’, B’} con A’ = A — {a} + {b} y B' = B — {b} + {a}.

Recordemos que el corchete de Iverson [p] convierte cualquier proposicion logica p

en un numero que es 1 si la proposicion es cierta, y 0 si no.

Ahora notemos que
e(A") =e(A) —d(a, A) +d(b,A) — [a ~ 1]

Como d(a,B) = i (pues a € X,), entonces d(a,A) = k — 1 = d(b, A). Por lo
mostrado anteriormente, a y b no pueden ser vecinos, por lo que [a ~ b] = 0.
Entonces e(A") = e(A). Ahora por la maximalidad de min,ea d(a, B) = i, se tiene
que minge 4 d(a, B") < minge 4 d(a, B). Dado que ningtn vértice de X4 es vecino
a un vértice de Xp, y que justamente los vértices que estamos intercambiando
pertenecen a estos conjuntos, entonces min,e d(a, B) < minge 4 d(a, B'). Por lo

tanto minge 4r d(a, B") = minge 4 d(a, B).

Ademés como b no es vecino de ningun vértice de X4, entonces e(X4/) < e(Xa4),
y e(Xp) < e(Xp). Por lo tanto, si repetimos este proceso, podemos obtener una

particion {A*, B*} donde X 4+ y Xp- son independientes.

Desde ahora, diremos que la particion {A, B} cumple que X4, Xp son
independientes. Como los vértices de X 4 tienen grado i hacia B, entonces tienen
grado al menos k — ¢ hacia A. Por Observacion 6.2.2 sabemos que tienen grado a
lo mas k£ — 7 hacia A, por lo que podemos concluir que todo vértice de X 4 tiene

grado exactamente k — i hacia A. Por esto, y que e¢(X4) = 0, entonces se tiene
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Figura 6.2.1: Grafo G con conjuntos de vértices X4, A\ X4, Xpy B\ Xp. Entre
los vértices de A\ X4 y Xp existen todas las aristas posibles, y lo mismo entre
los conjuntos X, y B\ Xp, los conjuntos X, y A\ X4, y los conjuntos Xp y
B\ Xp. Los conjuntos X4, B\ Xp tienen tamarfio ¢, mientras que los conjuntos
A\ X4 y Xp tienen tamano k — i.

para todo a € X4 y todo a’ € A\ X4 que a es vecino de a’. Andlogamente se
justifica que para todo b € Xp y todo b’ € B\ X5 se tiene que b es vecino de ¥'.

En la Figura 6.2.1a se puede ver la estructura del grafo G.

Ahora, notemos que si definimos los conjuntos A = (A\ X4) U (B\ Xp) v
B’ = Xp U X4, entonces tenemos que {A’, B’} es una particion de los vértices del

grafo, y ademéas G[A’, B'] es un grafo bipartito completo (véase Figura 6.2.1h).

En este grafo construiremos dos caminos disjuntos de largo £ — 1, cada uno con
un extremo vecino de x y el otro extremo vecino de y. Notemos que hacer esto es
suficiente para construir el ciclo hamiltoniano C' tal que distc(x,y) = k + 1, pues
basta conectar estos dos caminos usando los vértices x e y para obtener dicho

ciclo.

Primero notemos que todo vértice de X 4 y todo vértice de Xz son vecinos de x e

y, pues su grado en el grafo G es exactamente k, y el grado minimo del grafo G
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Figura 6.2.2: Construcciéon de los caminos disjuntos cuando en ambos conjuntos
existen al menos dos vecinos de x, y dos vecinos de y. A la derecha la construccion
cuando k es par, y a la izquierda cuando k es impar.

es al menos k + 2. Por lo tanto en B’ hay dos vértices distintos, uno vecino de =y

el otro vecino de y. Llamemos a estos vértices b,,b, respectivamente.

Sien A’ también hay dos vértices distintos a,,a, vecinos de x e y respectivamente,
entonces construir los caminos de largo k — 1 que requerimos no es tarea compleja.
La construcciéon de estos caminos dependeré de la paridad de k, como veremos a

continuacion.

Si k es impar, entonces basta construir caminos P 1= agbiasbs - - - by_1ay, P 1=
by badig - - - ap—1by, con a; # a; y b; # Ej, para todo j (Véase Figura 6.2.2a). Estos

caminos se pueden construir ya que el grafo es bipartito completo.

Ahora si k es par, entonces basta construir caminos Py := azbagbs - - - ag_1by, P 1=
bzdlggdg . --I;k,lay, con a; # a; y b; # I;j, para todo j (Véase Figura 6.2.2D).

Nuevamente, estos caminos existen pues el grafo es un bipartito completo.

De esta manera, nos resta analizar el caso cuando en A’ hay exactamente un
vértice que es vecino de x e y. Llamemos a ese vértice a,,. Como todo vértice en A’
distinto a a,, no es vecino de 2 ni de y, ademas de que §(G) = §(GU{z,y}) > k+2

y |B’| = k, entonces podemos concluir que existe una arista aa’, con a, a’ vértices
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Figura 6.2.3: Construccion de los caminos disjuntos cuando en el conjunto A
hay exactamente un vecino de x y de y. A la derecha la construcciéon cuando k es
impar, y a la izquierda la construccion cuando k es par.

—

de A’. Ademas, dado que d(z, AU B’) > k+ 1y d(z,A") = 1, entonces todo
vértice de B’ es vecino de x. Por el mismo motivo se tiene que y es vecino de todo

vértice de B’.

Nuevamente los caminos a construir dependen de la paridad del valor de k. Si
k es impar, entonces construimos los caminos P := az,biasbs - --aa'b- - - ag_1by,
Py := byaybody - - - Gp_1by, con a; # a; y bj # l;j, para todo j (Véase Figura
6.2.3a). Ahora si k es par, basta construir los caminos P := ag,b1a2bs - - - aj_1bg,
Py = byad'bydzbs - - - Gp—_1bg, con a; # a; y b; # l;j, para todo j (Véase Figura
6.2.3b).

De esta manera mostramos que si el grafo bipartito inducido por la particion
{A, B} no es hamiltoniano, de todas formas podemos construir los caminos de largo
k — 1 vértice disjuntos que buscamos, y como se notd antes, esto es suficiente para

concluir que existe un ciclo hamiltoniano C' en G tal que disto(z,y) = k+ 1. O
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6.3. Estructurando el grafo bipartito hamiltoniano

Ahora podemos suponer que existe una particion {A, B} de los vértices de G, tal
que el grafo G [A, B] es hamiltoniano. El siguiente lema es el que mostraremos a

lo largo de las siguientes secciones.

Lema 6.3. Sea G un grafo con n = 2k + 2 vértices y §(G) > n/2+ 1. Sean z,y
vértices distintos en G, sea 1/n <y < 1/22 tal que G == G — {x,y} es y-cercano
a Ky . Sea {A, BY una particion minimal en e(A) de los vértices de G tal que el
grafo bipartito G[A, B] es hamiltoniano. Entonces existe un ciclo hamiltoniano C

en G tal que diste(z,y) =k + 1.

Antes de presentar la demostracion, analizaremos el grafo, e identificaremos una
estructura que estara siempre presente. Una definicion 1util y que englobaré la

estructura del grafo es la siguiente.

Definicion 6.3.1. Una tupla (G,z,y, A, B, Cehicos Agrande, Bgrande) €5 una tupla

(v, k)-extremal si
» G es un grafo con 2k vértices y 0(G) > k + 2,
» 2,y son vértices de G, y el grafo G — {x,y} es y-cercano a Ky,
» {A, B} es una particion balanceada de los vértices de G — {z,y},

n Clpico €5 ciclo del grafo bipartito G[A, B], que contiene a todo vértice a € A
que cumple d(a, B) < 15k/16 y a todo vértice b € B que cumple d(b, A) <
15k/16. Ademds C.pico tiene dos vértices consecutivos con grado mayor a
15k/16, y |V (Conico)| < 2'%9k.

n Apande € A, Bgrange € B son conjuntos que cumplen (A \ Agrange) U (B \

Bgmnde) g V(Cchiw);

» Para todo a € Aganae se cumple d(a, B) > 15k /16, para todo b € Byunae se
cumple d(b, A) > 15k/16.

Con esta definicién clara, mostraremos que en el caso que estamos analizando,

siempre podremos hablar de una tupla (7, k)-extremal.

Proposicion 6.3.2. Sea G un grafo con n = 2k + 2 vértices y §(G) > n/2 + 1.
Sean z,y vértices de G distintos tal que G := G — {z,y} es vy-cercano a Ky, y
sea {A, B} particion de V(G) tal que el grafo G[A, B] es hamiltoniano. Luego



36 6.3. Estructurando el grafo bipartito hamiltoniano

existe ciclo Cepieo tal que (G, x,y, A, B, Cehicos Agrande; Barande) €5 una tupla (7, k)-

extremal.

Demostracion. Por hipotesis ya sabemos que 6(G) > n/2+ 1=k + 2,y que el

grafo G=0G- {z,y} es y-cercano a Kj . Llamemos H al grafo hamiltoniano

G[A, B].

Sea Chipartito = C1C2 - * - € un ciclo hamiltoniano de H. Como H es subgrafo de
G, entonces Chipartito también es ciclo hamiltoniano en GG. Como G es y-cercano a
K}k, entonces se cumple que e(A) < 4vyk*. Como ademas el grado maximo del

grafo es a lo mas k, entonces e(A, B) > k?* — 4vk>.

De esta manera, por Lema 3.2, tenemos que existe un ciclo Cuieo que contiene
a todos los vértices a € A que cumplen d(a, B) < 15k/16, y a todos los vértices
b € B que cumplen d(b, A) < 15k/16. Ademas |V (Cepico)| < 2199k

A continuacion, definimos los conjuntos

Achico =V (Chico) N A
Behico := V(Cohico) N B
Agrande = A\ Achico
Bygrande := B\ Behico-

La Figura 6.3.1 muestra como se descompone el grafo G. Asi, la tupla
(G,z,y, A, B, Cehico, Agrande; Bgrande) cumple todas las condiciones para ser una

tupla (7, k)-extremal. O

En las dos secciones que siguen, estudiaremos todos los casos posibles que pueden
darse cuando estamos bajo los supuestos del Lema 6.3, y en cada uno de ellos la

idea es construir dos caminos disjuntos, que cubran todo V(G), de largo k — 1

cada uno, y que sus extremos sean vecinos de los vértices x, y.

Una herramienta clave al momento de construir los caminos de largo £ — 1 es el
siguiente lema, que nos muestra que podemos particionar los conjuntos de vértices
de grado alto, y aun asi los grafos inducidos por estas particiones no pierden la

propiedad de ser Hamilton-conexo-bipartito.

Lema 6.4. Sea (G,z,y, A, B, Cehico, Agrandes Bgrande) una tupla (7, k)-extremal.
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A grande

Bgrande

(XXX X)

Figura 6.3.1: Descomposicion de los vértices de G — {z,y}. A la izquierda
tenemos un ciclo que contiene a todo los vértices con grado bajo, y a la derecha
los conjuntos Agrande, Berande-

Bl

grande subconjuntos de Agrange, Bgrande TreSpectivamente, con

| > |k/8]. Luego G[A}

Sean Agmnde,
|AYyanael > [K/8] v |B;

conexo-bipartito.

es Hamilton-

grande grande grande’ gmnde]

b € B!

grande> B
grande Cumple d((l Bgrande) > |Bgrande|/2 y
) > |4,

Demostracion. Mostraremos que para todo a € Al existe

grande’

un camino hamiltoniano de a hacia b en el grafo G[A!

grande’

grande)- Para ello
mostraremos que todo vértice a € Al
todo vértice b € B! cumple d(b, A}

luego podemos usar el Teorema 6.1.2.

|/2. Esto es suficiente pues

grande grande grande

Sea a € A},,.4.- Notemos que es suficiente mostrar

|Bgrande \ N(CL Bgrande>| < |Bgrande|/2'
Dado que Bg]rande C Bgrande; que |Bgrande| < k, ¥ que d(a, Bgrande) > 15k/16,
entonces

1B\ N(a,BL )| <k—15k/16
= /16

< |Bgrande’/2

grande grande )
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Anélogamente se puede mostrar que para todo b € Bémnde se cumple d(b, Aérande) >

|AL .|/2. Luego por Teorema 6.1.2 el grafo G[Al B!

grande grande’ grande] es Hamilton-

conexo-bipartito. O

6.4. Casos faciles

En esta seccion estudiaremos tres casos donde la construccion de los caminos que
buscamos no es una tarea compleja. Estos casos se dividen dependiendo de la
cantidad de aristas interiores (es decir aristas dentro del grafo original pero fuera

del grafo bipartito) que se usaran a la hora de construir los caminos.

Sea (G, z,y, A, B, Cehico, Agrandes Bgrande) una tupla (7, k)-extremal. Ahora

consideremos un grafo auxiliar M que se define de la siguiente manera:
. V(M> = Agrande U Bgrande‘
» uv € E(M) siysolosiue N(z)yve N(y).

Diremos que el grafo M es el grafo auxiliar asociado a la tupla
(G, z,y, A, B, Cehicos Agrandes Barande). Recordemos que el objetivo es construir dos
caminos vértice disjuntos de largo k — 1 que tienen como extremos a vecinos de = e
y. El grafo M nos permitira analizar de mejor manera todos los casos posibles. Otra
herramienta 1til para lo que sigue es la funcion 7 : (Agrande U Bgrande)? — {0, 1},

con

1, siwu,v pertenecen al mismo conjunto

m(u,v) =

0, siu,v pertenecen a conjuntos distintos.
Esta funcién nos ayudaré a ordenar el analisis de casos, dependiendo de la posicion
en que se encuentren los vértices vecinos de x e y. Otra cosa que nos interesa saber
es cuando un conjunto de vértices que estamos analizando es balanceado respecto
a un par de conjuntos. Diremos que un conjunto de vértices D es balanceado
respecto a los conjuntos {A, B}, si la cantidad de vértices de D que estéan en A es

igual a la cantidad de vértices de D que estan en B.

El lema a continuaciéon nos da condiciones respecto a la estructura del grafo
auxiliar que son suficientes para construir los caminos que queremos sin usar

aristas interiores.

Lema 6.5. (Construccion  con  0-aristas interiores)  Sea
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A grande A grande
il Y2 1 Y1
[ (] o——o

Bgrande Bgrande
o ([ o——©0
Y1 T3 Yo T2

Figura 6.4.1: Ejemplo de la forma del grafo M cuando k es par o impar, y
cumple las condiciones del Lema 6.5. En rojo se tiene el grafo M cuando k es par,
mientras que en negro se ve el grafo M cuando k es impar.

(G, z,y, A, B, Cehicos Agrande> Bgrande) una tupla (7, k)-extremal, y sea M el

grafo auxiliar asociado a la tupla. Si existen vértices x1,xs9, Y1, Yo tales que:
= 1Y Y ToYys son aristas de M,
» z; € N(x), y; € N(y), para i € {1,2},

n {71, 29, Y1, Y2} es balanceado (es decir, dos vértices son de Agrandge Y los otros

dos son de Byrande), Y
» w(x;,y;) =k (méd 2) para i € {1,2}

entonces en G existen dos caminos vértice disjuntos de largo k — 1 que tienen

como extremos a vecinos de x e y.

Demostracion. La construccion de los caminos depende de la paridad de k.
Supongamos primero que k es par. Como 7(x;,y;) = k (méd 2) y k es par,
entonces 7(x;,y;) = 0, por lo que podemos suponer sin perdida de generalidad

que 1, T2 son vértices de Agrande, ¥ l0s vértices yi, Yo pertenecen a Bgrande-

1 2

Ahora particionamos los conjuntos Agrande; Bgrande €1 conjuntos Ag . qes Agrande ¥

Birande» Borande Tespectivamente, tales que:
- |Aérande| = |Bérande| = k/2 - |V<Cchico|/2
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= [Afrandel = | Biranael = F/2

grande grande

ldfleAl y1631

grande’ grande

-x2€A2 y2€B2

grande’ grande*

1 [ A2 2
Bgrande] y G[Agrande7 Bgrande

Luego por Lema 6.4 tenemos que G (Al

grandes ] son grafos

Hamilton-conexos-bipartitos. Por ello, existe un camino P| hamiltoniano en

G[ALander Barande) que va de x; a 1, y existe un camino P, hamiltoniano en
GlA ander Barande) que va de 5 a y, (véase Figura 6.4.2).
1 2
Agrande Agrande

teves) (¢ ;

¢ ° ® °

1 2
B grande B

grande

Bl

Figura 6.4.2: Construccion de dos caminos hamiltonianos en G[A! arande)

grande’
A2 2 ;
Y G[AZ andes Barande] TeSpectivamente.
2 12 _ -
Como |A .ndel = |Biranael = k/2, entonces P, es un camino de largo k — 1. Ahora

nos interesa agregar el ciclo Ceuico al camino P| para asi formar un nuevo camino

Py, vértice disjunto a P, y de largo k — 1.

Por hipoétesis sabemos que el ciclo Cy,ieo tiene dos vértices consecutivos ¢;, ¢;_q
tales que ambos estan fuera de Sy U Sg. Como Cujco €s un ciclo en el grafo

bipartito, entonces sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢; € Ay
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c;i_1 € B. Luego

d(cia Bglrande) = d<ci7 B) - d(c’i7 Bgrande) - d(cl" V<CChiCO))
> 15k /16 — d(ci, Bianae) — 4(ci, V(Canico))

> 15k/16 — k/2 — |V (Cunico)| /2
> 7k/16 — 27vk.

Dado que v < 1/2'2, entonces
Tk /16 — 229k > k/4 — 284k = | B /2
Por lo tanto, concluimos que

d(Ci,Bl

grande

) > | Byranael /2

grande

Anélogamente uno puede mostrar que

d(ci717 Al

grande

) > | Agranacl/2

grande

Consideremos los conjuntos N(¢;) NV (Py) y

N+(Ci,1) = {bj € Bl Q41 € N(Cz;l), 1 S ] < ’Bl |}

grande grande

Dado que [N(ci—1)| > |Bhandel /2, entonces [N (ci—1)| > | Byanael /2. Por lo tanto,
se cumple que

|N(Cl) N N+(CZ‘_1)| >0

Asi, en el camino P] existen vértices v;,v;_; consecutivos, que no son los
extremos y que v; ~ ¢, vi_1 ~ ¢_1. De esta manera se tiene el camino
Py = 21 P{v;_1¢;1CicoCivi Ply1 es de largo k — 1, disjunto a P, y tiene como

extremos a vecinos de z e y (véase Figura 6.4.3).

Debemos ahora analizar el caso cuando k es impar. Como m(x;, ;) = k (méd 2),
entonces 7(z;,y;) = 1, es decir los vértices x;,y; se encuentran en un mismo

conjunto.
o . . . 1 2
Luego particionamos los conjuntos Agrande ¥ Bgrande en conjuntos { Ay .der Azrande

Y { Birande> Barande)} Tesbectivamente, tales que:
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1 2
Agrande A grande
T L2
R ] 71 o
L—1
¢ ¢ ° °
Y1 Yo
1 2
grande grande

Figura 6.4.3: Construccion de los dos caminos de largo & — 1. Al camino

. . ~ 1 1 ~ .
hamiltoniano en G[A,,,q4e) Barande) € le afiade el ciclo Cpico-

1
grande’

X1,y estan en A

2

X2, Yo estan en B

grande’
= | Agrandel = [5/2] = [V(Cenico) /2, | Bgranael = [¥/2] = [V (Conico)|/2;
= A el = [F/2], [Bianael = [k/2].
Por Lema 6.4 sabemos que el grafo G[Aérande, Bérande] es Hamilton-conexo-bipartito,

por lo que existe un camino hamiltoniano que va de x; a y;. Analogamente se

puede deducir que en el grafo G[A? B2...4.) existe un camino hamiltoniano

grande’ ~grande
P, que va de x5 a y». Notemos que P, es un camino de largo k£ — 1 que tiene como

extremos a vecinos de x e y.

Al igual que en el caso anterior podemos construir un camino P; que use todo

vértice de P| y del ciclo Cepico, y que tiene como extremos a los vértices z; e y;.

Asi se tienen dos caminos vértice disjuntos de largo £ — 1 y que tienen como

extremos a vecinos de x e y (véase Figura 6.4.5).

]

El siguiente lema considera el caso cuando en el grafo auxiliar M hay al menos

. . . . 1 1 .
una arista interior y hay al menos una arista que va de Ag,qc @ Byrande, mientras
1

grande © bien hay una arista

que en el grafo G hay una arista entre vértices de A



6.4. Casos faciles 43

grande

€ Y1

't ° °

T2 Y2

BQ

grande

Bl

grande

Figura 6.4.4: Construccion de caminos hamiltonianos en G[AL 40 Bhandel ¥
B2

grande] :

G[A2

grande’

grande grande

T n

¢ ¢ °

) Yo

BZ

grande

Bl

grande

Figura 6.4.5: Construcciéon de los caminos de largo k£ — 1 uniendo el camino
hamiltoniano con el ciclo chico.
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1

entre vértices de By, ge-

Lema 6.6. (Construccion con 1-arista interior)  Sea
(G,z,y,A, B, Cehico, Agrandes Bgrande) una  tupla (v, k)-extremal. Sea vy, vy
vértices de Agrange U Bgrande, Y Sea {x1, Ta, Y1, ya2} subconjunto de Agande U Bgrande-
Si

» vy, vy Son vértices de un mismo conjunto (es decir ambos pertenecen a Agrande

o ambos pertenecen B yande),
» 00y es arista del grafo G,
= I, Ty SOM vecinos de x,
= Y1, Y2 SOM vecinos de y,

» m(x1,91) #F 7w(r2,y2), y ademds el conjunto {y, T2, Y1, Yo, v1,V2} €S
balanceado en {A, B}

entonces en G existen dos caminos vértice disjuntos, de largo k — 1 y que tienen

como extremos a vecinos de x e y.

Demostracion. Supongamos que los vértices vy, ve estan en el conjunto B, y
ademas m(x1,71) = 1 (los otros casos son analogos). Nuevamente los caminos
a construir varian dependiendo de la paridad de k. Supongamos que k es par.
Luego particionamos los conjuntos Agande ¥ Bgrande 1 { Arander Arander Aprande )

y {Bl B2

3 .
erande> Dgrande B } respectivamente, tales que

grande

| Agrandel = [K/4] = | Bgrandel

grande grande

r; € Al v, € B!

grande’ grande’

| Aranael = [£/4] = 1V (Cenico)|/2 = | Branacl:

grande

y1€A2 ?}QEBQ

grande’ grande’

l$2€A3 yQEB?’

grande’ grande’

| Agrandel = 5/2, [ Branacl = k/2-

grande grande

Por Lema 6.4 tenemos que cada grafo bipartito G| trandes Burande) Hamilton-
conexo-bipartito, con ¢ € {1,2,3}. Por lo tanto existe un camino P; de largo k — 1
que va de x; a y;, un camino P, que va de z3 a vy, y un camino Pj que va de v,

a 2. Dado que vyvy es arista, entonces xo Pyv1v2 Pyys €s un camino que conecta
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Y2

2 3
B B grande

grande

Bl

grande

Figura 6.4.6: Dos caminos vértice disjuntos de largo k£ — 1 cada uno, cuando el
valor de k es par.

To con yo. Analogamente al caso anterior, podemos construir un camino P, que
contenga todos los vértices del ciclo Cepico, de los caminos Py, Py y que tenga como

extremos a s € yo.

Asi tenemos dos caminos vértice disjuntos de largo k£ — 1 que tienen como extremos
a vecinos de x e y (Véase Figura 6.4.6). Ahora si k impar, podemos construir los
dos caminos de manera analoga (Véase Figura 6.4.7), modificando ligeramente las

particiones de los conjuntos Agrande; Berande de la siguiente manera:

[ Agrandel = [5/4] = [Bgranacl,

LIRS Aérande’ b € Bglrandm

AL anael = [B/4] = [V(Conico)| /25 | Bhranael = [k/4] = [V (Conico)| /2,
" Y2 € Bgrandm by € Bgrande’

= 21 € A nder U1 € Barandes

| AGrandel = [5/2], [ Branael = [£/2].

[]

El dltimo caso que se estudiard en esta seccion es cuando en una de las partes del
grafo auxiliar M existen dos aristas disjuntas, y en el grafo G existen dos aristas

disjuntas, pero ubicadas en una parte distinta a la del grafo auxiliar.
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Al A2 A3

grande

grande

a

B! B2 B?

grande grande grande

Figura 6.4.7: Dos caminos vértice disjuntos de largo & — 1 cada uno, cuando el
valor de k es impar.

Lema  6.7. (Construccion con  2-aristas  interiores) Sea
(G, z,y, A, B, Cehicos Agrande, Bgrande) una tupla (v, k)-extremal y sea M el

grafo auziliar asociado a la tupla. Si:
» En el grafo G [Bgrande] ezisten aristas v1ve, vsvy, Y

w en el grafo M existen x1, %2, Y1, Y2 vértices de Agrange tales que x1yi, T2yo

son aristas en M

entonces en el grafo G existen dos caminos vértice disjuntos de largo k — 1 que
tienen como extremos a vecinos de x e y. Lo mismo se cumple intercambiando los

roles de Agrande Y Bgrande-

Demostracion. Supongamos que las aristas v vq,v3vs estan en G[Bgande
(el otro caso es simétrico). Supongamos primero que k es par. Sean
{Agrande’Agrande7Agrande’ grande} y {Bgrande7Bgrande7Bgrande7Bgrande} parthIOneS
de los vértices de los conjuntos Agande,Bgrande T€spectivamente. Estas particiones

cumplen lo siguiente:

| grandel = |Bgrande| = k/4

" [Agandel = [Bgranael = £/4 = [V (Canico)| /2.

| grandel = |Agrande| = |Bgrande’ = |Bgrande| = k/4-
"I E Agrande’ hn € Agrande
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l'UleB 'UQGB

grande’ grande*

IJIQGA yQEA

grande’ grande*

lUgGB U4€B

grande’ grande*

En la Figura 6.4.8 podemos ver la forma del grafo G.

Al Al2 A%l A%

grande

frp CoOCO O T

grande grande grande

B B22

grande grande

Bl B!2

grande grande

Figura 6.4.8: Estructura del grafo G.

Como todo conjunto de las particiones es de tamafio al menos k/4 — |V(Cepico)|/2,
entonces por Lema 6.4 concluimos que para todo i,5 € {1,2} los grafos

G [Agrande, ;amde} son Hamilton-conexo-bipartitos. Por ello, existen los siguientes

caminos:

B

» Camino Pj; hamiltoniano en G [Al que va de x1 a v;.

grande’ grande}

= Camino Pj, hamiltoniano en G[A!2_ .. B2 .1 que va de vy a y;.

grande’ “~grande

B

s Camino P»; hamiltoniano en G [A2] que va de x5 a vs.

grande’ grande}

» Camino Py, hamiltoniano en G [A%2 B que va de vy a ys.

grande’ grande}

Asi, construimos los caminos P} = a,PpvivePiea, vy P = a;P21U3U4P22a;.
Notemos que ambos caminos tienen extremos a vecinos de x e y, y ademas

el camino P, es de largo k£ — 1.

Como en los casos anteriores, podemos agregar el ciclo Cepico al camino de P,

y asi obtener otro camino de largo k — 1 con extremos vecinos de z e y (Véase
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Figura 6.4.9).

All A12 A21 A22

grande

Bll Bl2 BZl B22

grande grande grande grande

Figura 6.4.9: Construccion de los dos caminos vértice disjuntos en el caso del
Lema 6.7 cuando el valor de k£ es par.

Ahora solo falta considerar el caso cuando k es impar. Sean

{A;}‘andm A}]%cmde’ Aziandm Azgande} y {Bgliande’ B;Eande’ Bgiand@ ngande} particiones
de los vértices de Agrande ¥ Bgrande Tespectivamente. Estas particiones cumplen lo
siguiente:

 [Agtanael = [k/61, [Bgranael = [%/6],

" ‘Aégande‘ = Lk/6J 7‘B;3ande’ = [k/6—‘7

A andel = |Bitandel = [%/6] = [V(Canico) |/2,

| Afandel = [5/2], [ Bl = [K/2],

= 21,4 son vértices de A},

= T2 € A}]iande’ b1 S Bg}?‘ande?

ft 21
by, b son vértices de By, .,

b4 S Bgl?andea Y2 € A22

grande*

Bgrande] es Hamilton-conexo-

Por Lema 6.4 tenemos que cada grafo G[A}, 4.,

bipartito, con 7,5 € {1, 2}.
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A partir de esto, de manera similar a cuando k es par podemos construir dos
caminos vértice disjuntos de largo k£ — 1 y que tienen como extremos a vecinos de

z ey (Véase Figura 6.4.10).

All A12 A21 A22

grande grande grande grande

¢ ¢

Bll Bl2 BZl B22

grande grande grande grande

Figura 6.4.10: Construcciéon de los dos caminos vértice disjuntos en el caso del
Lema 6.7 cuando el valor de k es impar.

6.5. Casos restantes

En esta seccién vamos a suponer que no nos encontramos en ninguno de los casos
analizados en la secciéon anterior, para asi obtener informacion estructural del

grafo, la cual nos permitira construir los caminos de igual forma.

Nuevamente, sea (G,x,y, A, B, Cehicos Agrande; Barande) Un1a tupla (v, k)-extremal.
Recordemos que d(xz, AU B) > k + 1. Luego d(z, Agrande U Bgrande) > kK + 1 —
|V (Cehico)|- Analogamente se tiene que d(y, Agrande U Bgrande) > K+ 1 — |V(Cehico) |-
Como k + 1 — |V(Ceico)| > 4, entonces en el grafo M siempre podemos tomar

cuatro vértices que son vecinos de z o de y.

Notemos que si existe un conjunto {xy, zs,y1,y2} de vértices de M donde x1, x5
son vecinos de x e y;,y2 son vecinos de y, tal que es balanceado en {A, B}, y
m(x;,y;) = k (mdd 2) para ¢ € {1,2} entonces se cumplen las condiciones del

Lema 6.5 (0O-arista).
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Entonces quedan dos casos por analizar. Cuando todo conjunto de cuatro vértices
vecinos de z 0 y es balanceado, pero para algin ¢ € {1, 2} no se cumple 7(z;, y;) = k
(méd 2), o bien cuando todo conjunto de cuatro vértices vecinos de x o y no es
balanceado en {A, B}. Supongamos esto ultimo. Sea {x1, z2,y1,y2} uno de estos
conjuntos. Consideraremos dos casos: cuando 7(xz;, ;) = k (mdd 2) parai € {1,2},

y el caso complemento.

Analicemos primero el caso cuando 7(z;,y;) # k (mdd 2), para algun i € {1,2}.
Primero estudiaremos el caso cuando para un valor de ¢ se cumple lo anterior,
y para el otro valor no se cumple. Sin pérdida de generalidad supongamos que

m(z1,91) = 0y m(z2,92) = 1. El lema a continuacion considera este caso.

Lema 6.8. Sea (G,x,y,A, B, Cehico, Agrande, Bgrande) una tupla (7, k)-extremal.
Supongamos que todo conjunto de cuatro vértices vecinos de x oy no es balanceado
en {A, B}. Si existe conjunto {x1,x2,y1,Y2} que cumple m(xy,y1) = 0 y m(xa, y2) =
1 (o vice versa), entonces podemos construir dos caminos vértice disjuntos de largo

k — 1 que tienen como extremos a vecinos de x e y.

Demostracion. Supongamos m(z2,y2) = 1, entonces los vértices xq, Yo estan en
Agrande, 0 bien ambos vértices estan en Byande. Analizaremos el primer caso (el
otro es analogo). Notemos que si existe una arista con ambos extremos en el
conjunto Bygrande €ntonces se cumplen las condiciones del Lema 6.6 (Construccion

l-arista interior). Por ello, podemos suponer que tal arista no existe.

Por otro lado notemos que todo vértice b € Bgrande, distinto de y; cumple que no
es vecino de x ni de y, pues de lo contrario tendriamos un vértice b’ que es vecino
de x o y. Luego tendriamos un conjunto de cuatro vértices que son vecinos de
x o y que es balanceado, lo que es una contradicciéon, pues suponemos que tal

conjunto no existe.

Definamos los siguientes conjuntos:

X4 = N(z) N Achico
Xp = N(z) N Behico
AT = {a € Awico : d(a, Bgranae — {y1}) > 1}
B¥™ .= {b € Bepico : d(b, Berande — {¥1}) > 1}.
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Notemos que
| Xg| +|Xal + |N(z) N Agrande| + |N(2) N Bgrande| > k& + 1.

Sabemos que |N(z) N Bgande| < 1 y ademés sabemos que |N(z) N Agande| <

k — | Achico|- Asi, se tiene
| X 5|+ [Xal + & = [Achico| +1 >k + 1,

lo que es equivalente a
|XA| Z |Achico| - |XB| (651)

Observacion 6.5.1. Se cumple que |B¥™¢| > | Aepico \ A“®| + 3
Demostracion. Notemos que un vértice en Agpico \ A“°* es un vértice que tiene
como Unico vecino posible en Bgrande al vértice y;.
Luego, para todo b’ € Bgande distinto a y; se cumple:
= d(V,A) <k — |Achico \ AT
w b ox, by, porlo que d(b',AUB) > k + 2.

Uniendo estas dos desigualdades, obtenemos que
d(b/7 B) 2 ‘Achico \ Acrossl + 2

Llamemos J al conjunto de vértices de Bgrande que tiene al menos |Aepico \ A™%|
vecinos en Beico. Sabemos que en Bgande N0 hay aristas, salvo las incidentes al

vértice y;. Luego se cumple que todo vértice ' € Bgrande, distinto de y; cumple

d(V', Benico) = d(b', B) — d(V, Bgrande)
> [Achico \ A7 4+ 2 — d(b', Bgrande)
> |Achico \ A +2 -1
= [Achico \ A +1,
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por lo que podemos deducir que

’J‘ 2 |Bgrande| —1
> | Achico \ Across| + 3.

Asi, podemos decir que en Bico, hay al menos |Agpico \ A%| vértices con al

menos un vecino en Bygande — {¥1}, s decir |B%*™°| > [Agpico \ A™%|.

]

Observacion 6.5.2. Se tiene que | X4| > |Achico| — [B™™¢| 0 |XB| > |Behico| —

|Across’
Demostracion. Supongamos que lo anterior no es cierto. Esto es

|XA| S |Achico| - |Bsame| -1

| XB| < |Behico| — [A*| — 1.
Combinando la Ecuaciéon 6.5.1 con la Ecuacion 6.5.3 se tiene
| Xal > |Achicol = [Beticol + [AT| + 1.
Como | Achico| = |Benico| €ntonces
| Xa] > [A] + 1.
Luego por la Ecuacion 6.5.2 se cumple la siguiente desigualdad

|Achic0‘ . |Bsame| —1 Z |Across| + 1

de donde se deduce que
|Achico \ Across‘ Z ’Bsame’ 4 9

lo que es una contradiccién a la Observacion 6.5.1.

(6.5.2)

(6.5.3)

]

Por la observacion anterior, tenemos que | X4| > |Acico| — |B**™¢| o |Xp| >
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| Behico| — |A"%|. Supongamos lo primero. La idea ahora es construir dos caminos

de largo £ — 1, con extremos a vecinos de x e .

En efecto, primero definimos los conjuntos
XX = {Ui—i—l € V(Cchico) N Bchico VS XAa 1 S 1< |Bchico|}
X,Z = {Ui—l S V(Cchico) N Bchico VS XA7 1< S |Bchico|}-

Notemos que | X1 U X | + |B¥™¢| > |Awico| + 1. En efecto, primero supongamos
que X} UX, = Achico- Luego como B¥™ =£ () entonces claramente | X1 U X | +
|Bsame| Z |Achico| + 1.

Ahora si X1 U X, C Auico, entonces se tiene que | X+ U X ;| > | X 4| + 1. Luego

| XA UX L[+ [B™] > [Xa| + 1+ | B
> |Achico| o |Bsame| +14+ |Bsame|
= |Achico| + 17

donde la segunda desigualdad sale del supuesto que estamos haciendo. Lo anterior
implica que
(X G UXy)NB™™e| > 1,

por lo que | X} N B**™¢| > 1, o bien |X; N B¥™¢| > 1. Supongamos lo primero
(el otro caso es andlogo). Sea b € X+ N B, Como b € X7, entonces en el ciclo
Clnico hay un vértice @ que es vecino de b, y ademas es vecino de z. Por otro lado,
como b esta en B¢ “entonces existe un vértice b € Bgrande, distinto a y; tal que

b es vecino de b.
Ahora la construccion de los caminos dependeré de la paridad de k.

A2
k es par: Particionamos Agande ¥ Bgrande € conjuntos {AL . qe: Ananac) ¥

{Bgrande, Bgrande} respectivamente, tales que:
" [Agrandel = [Bgrandel = /2
"I Agrande’ Y2 € Bgrande
" beE Agrande7 n € Agrande
Luego por Lema 6.4 los grafos G[Agrande,Bgrande] y G[Agrande, grande] son
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1 2
Agrande A grande
~ T
’ o
o
Y2
2
grande

Figura 6.5.1: Construccion de los dos caminos vértice disjuntos para el Lema
6.8, cuando k es par.

Hamilton-conexo-bipartitos. Por lo tanto existe un camino hamiltoniano P,
en G[A? B?

grande’ — grande
2
G [Agrande, grande] que va de b a y,. Como |A2

| de x; a y;, y existe un camino hamiltoniano P] en

| = |B2 k/2, entonces el

grande grande |

camino P, es de largo k£ — 1.

Luego el camino P; := ELC’ChiCOi)bP{yg es otro camino de largo k — 1, vértice disjunto

de P, y tiene como vértices extremos a vecinos de x e y (véase Figura 6.5.1).

k es impar: Particionamos Agande ¥ Bgrande €0 conjuntos {A}..qe: Anande) ¥

{B! B2 ..} respectivamente, tales que:
I_k:/2-| |Bgrande| - Lk/QJ

" Ty, son vértices de A2

grande’ “~grande

n |A2

grande | —

grande

= b,y son vértices de By, 4.

y G[A?

2
grande’ grande] son

Luego por Lema 6.4 los grafos G[Al

Bl
grande’ grande]
Hamilton-conexo-bipartitos. Por lo tanto existe un camino hamiltoniano P|

en G[Aérandw Bérande
A2

el camino P, es de largo k£ — 1.

| de by a y;, y existe un camino hamiltoniano P, en

que va de x5 a yo. Como |A2 | B2 ..q.] = k/2, entonces

2
grande’ grande] grande | grande

Luego el camino Py := ZLC’ChiCOBbP{yl es otro camino de largo k — 1, vértice disjunto

de P, y tiene como vértices extremos a vecinos de z e y.



6.5. Casos restantes 55

grande

X2 Y2

BQ

grande

Figura 6.5.2: Construccion de los dos caminos vértice disjuntos para el Lema
6.8, cuando k es impar.

De esta forma, construimos dos caminos de largo £ — 1 que son vértice disjuntos y

sus extremos son vecinos de x e y (véase Figura 6.5.2).

]

Ahora consideremos el caso cuando el conjunto {x1, z2,y1, 2} no es balanceado

en {A, B}, y m(x1,y1) = 7(22,y2) para todo i € {1,2}.

Lema 6.9. Sea (G, ,y, A, B, Cehicos Agrandes Bgrande) una tupla (7, k)-extremal. Si
todo conjunto {x1,x2,y1,y2} no es balanceado en {A, B}, y para todo i € {1,2}
7(x1,y1) = w(x2,Y2), entonces podemos construir dos caminos vértice disjuntos de

largo k — 1 que tienen como extremos a vecinos de x e y.

Demostracion. Notemos que si m(x1,y1) = m(za,y2) = 0, entonces el conjunto
{1, 22, y1,y2} seria balanceado, lo que es una contradiccion. Por lo tanto,
basta analizar el caso cuando 7(z1,y1) = 7(xge,y2) = 1. Como el conjunto
no es balanceado, entonces podemos concluir que el conjunto {1, xs, y1,y2} es
subconjunto de A, o bien es subconjunto de B. Supongamos lo primero (el otro

caso es analogo).

Notemos que para todo vértice b de Bgrande se cumple que b no es vecino de x ni
de y, pues de lo contrario el conjunto {x1,z2,b, 32} cumple las condiciones del

Lema 6.8.
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Notemos que si existen dos aristas disjuntas, que tienen como extremos a vértices de
Bigrande, entonces se estarian cumpliendo las condiciones del Lema 6.7 (Construccion
2-aristas interiores). Por tanto, supondremos que no existen dos aristas disjuntas.
Luego en Bgande hay a lo mas un vértice con grado mayor a 2 hacia Bgrande (de lo
contrario tendriamos dos aristas disjuntas). Por la misma razon, en Bgande hay a

lo mas tres vértices con grado 2 hacia Bgrande-

Por lo tanto, hay al menos | Bgrande| — 4 vértices en Bgrande que cumplen:
= No son vecinos de z ni de v,
» tienen a lo mas un vecino en Bgrande-

De forma similar al caso estudiado antes, se definen los siguientes conjuntos:

Xa:=N(z)N Achico
Xp := N(x) N Bepico
AT .= {a € A: d(a, Bgranae) > 1}
B¥#™ .= {b € B : d(b, Byande) > 1}.

Notemos que
[ Xp| + [ Xal + [N (2) N Agrande| + [N () N Bgranae| = k + 1.

Sabemos que |N(x) N Bgande]| = 0 y ademas sabemos que |N(z) N Agrande] <

k — | Achico|- Asi, se tiene
| XB| + [ Xal + & — [Achico| > £+ 1,
lo que es equivalente a

‘XA‘ > |Achic0‘ - ‘XB’ + 1. (654)

Observacion 6.5.3. Se tiene que |B¥™¢| > | Achico \ A7 + 4.

Demostracion. Notemos que un vértice en Auico \ A es un vértice que puede

tener como unicos vecino en Bgrande @ los vértices by, bs.
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Luego, para todo 0’ € Bgande distinto a by y a by se cumple:
. d(bla A) <k- |Achico \ Across|
w b oz, b oy, porlo que d(b/,AUB) > k + 2.

Uniendo estas dos desigualdades, obtenemos que
d(t/, B) > |Achico \ AT%| + 2.

Llamemos J al conjunto de vértices de Bgande que tiene al menos | Acpico \ A% +1
vecinos en Bepico. Sabemos que en Bgrande hay al menos |Bgrande| — 4 vértices que
tienen a lo mas un vecino en este conjunto. Luego, hay al menos |Bgande| — 4

vértices b’ que cumplen

d(V, Benico) = d(V', B) — d(b/, B&"°)
> | Aehico \ A%| + 2 — d(b', B&#nde)
> | Achico \ AT +2 — 1
= |Achico \ A7**| + 1.

por lo que podemos deducir que

’J‘ > ‘Bgrande’ —4
> |Achico \ AT + 4.

Asi, podemos decir que en Bepico, hay al menos |Acico \ A“°%®| + 3 vértices con al

menos un vecino en Bygrande — {b1, b2}, es decir |[B¥™¢| > |Achico \ A7 +4. O

Observacion 6.5.4. Se tiene que | X 4| > |Achico| — |B™™¢| 4+ 3 0 | X5| > | Behico| —
|Across| _|_ 3

Demostracion. Supongamos que lo anterior no es cierto. Esto es

| XAl < |Achico| — [B¥™| + 2 (6.5.5)

|XB’ S |Bchico‘ - |ACTOSS‘ + 2. (656)
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Combinando la Ecuacién 6.5.4 con la Ecuacion 6.5.6 se tiene
| Xa| > | Achico| = | Behico| + |[A“™| — 1.
Como | Achico| = | Benico| €ntonces
] 2 AT — 1.
Luego por la Ecuacion 6.5.5 se cumple la siguiente desigualdad
| Adticol — | B"| 42 > |A7%| — 1
que es equivalente a
| Achico \ A%| + 3 > | B¢
lo que es una contradicciéon a la Observacion 6.5.3. O

Por la observaciéon anterior, tenemos que | Xa| > |Achicol — | B%™¢| + 3 0 | Xg| >
Y
| Behico| — |A“*%| + 3. Supongamos lo primero. La idea ahora es construir dos

caminos de largo k — 1, con extremos a vecinos de x e y.

En efecto, primero definimos los conjuntos:

X:}r = {UiJrl € V(Cchico) N Bchico 1 € XA; 1 < 1< |Bchico|}~

Notemos que | X {| + |B¥™¢| > | Acico| + 2. En efecto, primero supongamos que
X1 = Buico- Luego como |B¥™¢| > 4 entonces claramente |X |+ |B%™¢| >

|Bchico| + 4.

Ahora si X C Auico se cumple que | X 1| > | X 4| — 1. Luego

XA+ B > | Xa] + 1+ B
2 |Achico| - |Bsame| +3—-1+ |Bsame|
= |Achic0| + 2

donde la segunda desigualdad sale del supuesto que estamos haciendo. Lo anterior
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implica que
’X:{ N Bsame| Z 2

Sea by € X7 N B¢ Como b es vértice de Xj, entonces en el ciclo Cyieo hay un
vértice a; que es vecino de b;. Ademés ambos vértices son vecinos de x. Por otro
lado, como by estd en B™¢, entonces existe un vértice b € B89 ta] que by es

vecino de b. Ahora redefinimos los conjuntos B%*™¢ y A% como

Across = {(l - A : d(a; Bgrande - {b}) Z 1}
Bsme = {b S B . d(b; Bgrande - {b}) > 1}

Notemos que todo el analisis previo sigue siendo valido si ahora nos restringimos
a estos conjuntos. Esto pues la tnica desigualdad que varia es la del conjunto J.
En este caso tendremos que |J| > |B&2¢| — 5 1o que sigue siendo mas grande

que |Acmico \ AT| 4 4, pues B4 es mucho mas grande que |Agico \ AT

Por lo tanto, existe un vértice by € X} N B¥™¢ distinto de by, tal que tiene un

vecino ag € V(Cepico) distinto a b € B&nde que es distinto a b.

Notemos que los caminos a1 Cepicobs , @2Cenicob1 cubren todo el ciclo Cepico. Digamos
que la distancia de a; a by en el ciclo Cyico €S 11, v la distancia de as a by en el

ciclo Cepico €8 .

Luego la construcciéon de los caminos dependera de la paridad de k. Si k es

.o . . 1 2
par, entonces particionamos Agrande ¥ Bgrande €n conjuntos {Ag, qe Agrande s ¥

{B! B2 ..} respectivamente, tales que

grande’ “~grande
"Y€ Aérandw be Bglrande’
" ‘Aérande’ = |Bg1rande| = k/2 - |.<l2 + 1)/2J7

7 2 2
»be Bgrande? Y2 € Agrande?

. |A§rande| = |B§rande| = k/2 - L(ll + 1)/2J?
Luego por Afirmacion 6.4 los grafos C?[Aérande,Bglrande], G[Aérandegrande] son

Hamilton-conexo-bipartitos. Por lo tanto existe un camino hamiltoniano P

en G [Arande Berande) de b a g1, y existe un camino hamiltoniano Py en
G (A2 ander Baranael que va de b a 9. Dado el tamaiio de los conjuntos, tenemos que
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Figura 6.5.3: Construccion de los dos caminos vértice disjuntos para el Lema
6.8, cuando k es par.

el camino
P = G2Cchicoblbp{y1

es de largo k — 1 (véase Figura 6.5.3).

Por otro lado, el camino P, := alCChicobgl;F’z’yg es otro camino de largo k — 1,

vértice disjunto de P, y tiene como vértices extremos a vecinos de z e y.

Supongamos ahora que k es impar. Luego particionamos los conjuntos
2
articionamos Agrande ¥ Bgrande €11 cOnjuntos {Agrande, grande} y {Bgrande, Bgmnde}

respectivamente, tales que

" T2, € A2

grande’
‘Agrande| ’Bgrande’ - Lk/QJ’
. b b S Bgrande7

|Agrande| |Bgrande| = Lk/QJ - |V( CthO)|/2

Luego por Afirmacion 6.4 los grafos G [Aérande,Bérande], Bgrande]

GlA?

grande’ son

Hamilton-conexo-bipartitos. Por lo tanto existe un camino hamiltoniano P/
en G[A!
G A2

2
grande’ grande]

grande> Barande] de D a b, y existe un camino hamiltoniano P, en

que va de x5 a yo. Dado el tamano de los conjuntos, tenemos
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Aérande
a; as T2 Y2
k ’ |
¢
1
B érande

Figura 6.5.4: Construccion de los dos caminos vértice disjuntos para el Lema
6.9, cuando k es impar.

que el camino
Pl = alc’chiconBP{bblochico(IQ

es de largo k£ — 1.

~ . 2 2 .
Por otro lado, dado el tamario de los conjuntos A, 4. ¥ Bgrandes €l camino P es
otro camino de largo k — 1, vértice disjunto de P, y tiene como vértices extremos

a vecinos de z e y (véase Figura 6.5.4). O

De esta manera, analizamos todos los casos cuando el conjunto {x1,x2, y1,y2} no
es balanceado en {A, B}.

Por ello, ahora supondremos que {1, 2,41, ¥y2} es un conjunto balanceado en
{A, B}. Sim(z;,y;) = k (mdd 2) para i = 1,2, entonces se cumplirian las hipotesis
del Lema 6.5 (0-arista), por lo que podemos suponer que para algin ¢ € {1,2}
no se cumple la igualdad. Sin embargo, notemos que si 7(z1,y1) = k& (mdd 2) y
(29, y2) # k (mdd 2) (o vice versa) se concluye que el conjunto {1, 2, y1, Y2}

no es balanceado en {A, B}, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, podemos suponer que para ¢ € {1,2} se cumple 7(x;,y;) # k
(méd 2). La siguiente afirmacion analiza este caso y muestra que sigue siendo

posible construir los caminos con las propiedades deseadas.

Lema 6.10. Sea (G, x,y, A, B, Cehico, Agrandes Bgrande) una tupla (7, k)-extremal.
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Si {x1,22,91,y2} es un conjunto balanceado en {A, B}, y para todo i € {1,2}
se cumpler (x;,y;) # k (mdd 2), entonces podemos construir dos caminos vértice

disjuntos de largo k — 1 que tienen como extremos a vecinos de x e y.

Demostracion. Supongamos primero que k es par. Luego w(xi,y1) = 1, y
7(xe,y2) = 1. Pero eso implica que 7(z1,y2) = 0, y 7m(x2,y1) = 0. Por lo tanto
renombrando ys como ¥, tenemos las condiciones del Lema 6.5 (Construccion con
0O-arista interiores), por lo que podemos construir dos caminos vértice disjuntos de

largo k — 1 que tienen como extremos a vecinos de x e y.

Entonces, podemos suponer que k es impar. Luego 7(z1,y1) = 0, y m(z2,y2) = 0.
Sin pérdida de generalidad supongamos que 1, x2 son vértices de Agrande, mientras

que yi, Y2 son vértices de Bgrande-

Notemos que si en Agrange €xiste un vértice a que es vecino de y, entonces el
conjunto {x1, z2,y1,a} es un conjunto desbalanceado en {A, B} y donde se cumple
m(z1,y1) =0, y m(x2,a) = 1. Luego por Lema 6.8 podemos construir dos caminos

vértice disjuntos de largo k — 1 que tienen como extremos a vecinos de x e y.

Podemos concluir lo mismo si es que en Bgyande €xiste un vértice b que es vecino

de x. Por lo tanto, tenemos que
» Para todo a € Agande S€ tiene que a no es vecino de y.
» Para todo b € Bgande S€ tiene que b no es vecino de x.

Por otro lado, si existe una arista ajas con vértices a1, as en Agrande, y €xiste una
arista b;by con vértices by, by en Bgande, €ntonces podemos construir los caminos
que necesitamos de forma anéloga a la usada en la demostracion del Lema 6.7

(Véase Figura 6.5.5)
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11 12 21 22
Ag'rande Agrande Ag'rande Agrande
( 2) (o €D
11 12 21 22
Bgrande Bgrande Bgrande Bgrande

Figura 6.5.5: Construccion de los caminos vértice-disjuntos cuando estamos en el
caso del Lema 6.10, con k par y ademdas suponemos que existen aristas en Agrande
y en Bgrande-

Mas atn, si e(Agrande) = 0¥ €(Bygrande) > 0 (0 vice versa) entonces una construccion
analoga a la usada en la demostracion del Lema 6.6 es suficiente (véase Figura
6.5.6)

grande grande grande
A 1 A2 A3

ﬁz .

I ]‘
¢ ¢ °
grande grande grande

Figura 6.5.6: Construccion de los caminos vértice-disjuntos cuando estamos en
el caso del Lema 6.10, con k par y ademés suponemos que existe una arista en
Agrande o0 €en Bgrande-

Por lo tanto, solo falta analizar cuando e(Agrande) = €(Bgrande) = 0. Definimos los
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conjuntos

XA = N(l‘) M Achico
XB . N(I) N Bchico

N(y) N Achico
= N(y) N Behico
AT = {a € Amico : d
B .= {b € Behico : d

Y
Y :
a, Bgrande) > 1}
b, Agrande) > 1}

(
(
d(a, Agrande) > 1}
d(b, Bgrande) > 1}

A% = {a € Adico

B = {b € Bchico

v

Recordemos que §(G) > k + 2. Luego todo vértice a € Aepico cumple d(a, A U
B) = dg(a) — d(a,{x,y}) > k. Como k > |V (Ceico)| entonces necesariamente
d(a, Agrande) > 0 0 bien d(a, Bgrande) > 0, 1o que implica que Agpico = AT® U A%™e,

Por el mismo argumento tenemos que Bepico = BT U B¢, Sea a € Agrande-
Como a » y, entonces d(a, AU B) > k + 1. Dado que e(Agande) = 0 y que
|B| = |A| = k se tiene que

d(CL, Achico) Z k + 1-— d(a, B) - d<a7 Agrande) Z 1
Por lo que el conjunto A%™¢ =£ (). Un calculo similar nos permite concluir que

Asame 7& @

Como ademas e(Bgande) = 0, anadlogamente a lo anterior se puede mostrar que

los conjuntos B B%™¢ son no vacios.

Ahora notemos que un vértice en Agpico \ A“°* es un vértice que no tiene vecinos

en Agande. Luego, para todo vértice b € Bgande sS€ cumple

d(b7 Bchico) > (k + ]-) - d(bv A) - d(b, Bgrande)

> (k + 1) - (k - |Achico \ AcrOSSD -0
— |Achico \ Across| + 1

Analogamente, todo a € Agrande cumple

d(a7 Achico) Z ‘Bchico \ BCTOSS| + 1.
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Estas dos desigualdades implican que
’Asame’ 2 ’Achico \ ACI‘OSS‘ _'_ 1
’Bsame’ 2 |Bchico \ BCTOSS’ + 1.

Esto, sumado a que Agico = A%*™¢ U AT v Bpico = B*™¢ U B nos permite
)

Cross bCI‘OSS
Y

concluir que en el ciclo Cu,ico hay vértices consecutivos a , 0 bien hay

vértices consecutivos a®*™e, p%™e,

Recordemos que queremos construir dos caminos vértice disjuntos de largo k — 1
que tienen como extremos a vecinos de x e y. Ahora mostraremos que si existen

ciertos vértices en el ciclo Cuyeo €ntonces construir los caminos no es dificil.

same bsame
)

(A1) Sien Cepico existe un par a,, by, cona, € X4y b, € Yp, y un par a

con asame e Asame y bsame e Bsame

Cross bCI‘OSS
)

(A2) Sien Cepico existe un par ay,b,, con a, € Y4y b, € Xp, y un par a

con aCI‘OSS E Across y bCI‘OSS 6 BCI‘OSS

Cross bsame
Y

(A3) Sien Cepico existe un par ay, by, con a, € Y4 y b, € Yp, y un par a

con aCI‘OSS E ACI‘OSS y bsame E Bsame'

same bCI‘OSS
)

(A4) Sien Cepico existe un par ag, by, con a, € X4y b, € Xp, y un par a

con asame e Asame y bCI‘OSS e BCI‘OSS

Mostraremos el primer caso. El resto de casos sigue una idea anéaloga. Primero
diremos que el largo del ciclo Cuco €s [, mientras que la distancia de a, a a*™¢
en el ciclo es [y, y la distancia de b, a b**™¢ es ly. Como a**¢ € A%™°  entonces
existe un vértice a € Agrande tal que a®*™° es vecino de a. Por otro lado, como

b¥me € B¢ entonces existe un vértice b € Bgande tal que b°**™¢ es vecino de b.

Ahora, particionamos los conjuntos Agande; Bgrande €0 {Aginder Amande) ¥
{Bglrandm Bgrande} tales que:
" |Aérande| = |Bérande| = U{f/2J - l1/2

mgc Al y, € B!

grande’ grande

" be B? Ty € A2

grande’ grande*

Luego, los grafos G[A? B

erandes son Hamilton-conexo-bipartitos para todo i €

érande]
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{1,2}. Luego existe camino P| hamiltoniano que va de a a y1 en G[AL, 4., Bhanael;
y existe camino P} hamiltoniano que va de b a z en G[A2, 4., B2 a0 Luego, el

camino P := a,;Copico@®™ ™ aPy1, y €l camino Py 1= byCpicob®™bPyxo son vértice
disjuntos, de largo k — 1 cada uno, y cada uno tiene un extremo vecino de z, y el

otro extremo vecino de y.
El resto de casos favorables se demuestra de manera similar.

Ahora, sabemos que
|XA| + |XB| + |N(£C) N Agrande| + |N(£L‘) N Bgrande| Z k + 1.

Como |N(x) N Bgrande| = 0, entonces

‘XA| Z |AChiC0‘ - |XB| + 1

Anélogamente se tiene que

’YA| > |Achico‘ - |YB| + 1.

Sumando ambas expresiones tenemos lo siguiente
| Xal +Yal > 2[Achicol +2 — [XB| — |VB]
que es lo mismo que
| Xal + [Xp| + [Yal + [YB| = 2|Achico| + 2. (6.5.7)

Recordemos ahora que en el ciclo Cuyeo €xiste un par de vértices consecutivos

same bsame
Y

a , 0 bien un par a®°%, b"°®. Supongamos lo primero. Se definen los

siguientes conjuntos

Xt ={vi1 € V(Cinico) : vi € Xa}

XE = {Uifl c V<Cchico) ;€ XA}
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Notemos que | X+ U X ;| > |Xa|+ 1. Si | Xa| > |Benico| — |Y35], entonces

[ X3 UXG |+ [Ys| = [Xa + V] + 1
> |Bchico| - |YB| + |YB| +1
- |Bchico| + 1.

Lo que implica que | (X:{ U X;) NYg| > 1. Esto significa que en el ciclo Cepico
existe un par de vértices consecutivos (a,, b,) € (X4 x Yp). Por suposicion tenemos
un par de vértices consecutivos (a®™¢, %) € (A% x B%™¢) luego por el caso

(A1), podemos construir los dos caminos que queremos.

Por lo tanto, supondremos que |Xa| < |Beico| — |Y5], que es lo mismo que
|XA| + |YB| < |Bchico|-

Esto, unido a la Ecuacién 6.5.7 nos permite concluir que
|XB’ + ’YA‘ 2 |Achic0‘ + 3.

Esto ultimo implica que en el ciclo Cueo €xiste un par de vértices consecutivos
(ay,b;) € (Ya x Xp).

Si ademads existe un par de vértices consecutivos (a®°% p%) € (ATOS Beross)
entonces por caso (A2) podemos construir dos caminos con las propiedades que
queremos. Por lo tanto, supondremos que dicho par de vértices no existe. Esto es,
para todo a; € A“°® se cumple que b;_;, b;;; son vértices de B¢, y para todo

bj € B“*® se cumple que a;_1,a;41 son vértices de A%™e.

Por lo anterior, podemos decir que existe un par de vértices consecutivos
(b%me qro%) e (B%Me, A7)y existe un par de vértices consecutivos
(bcross7 asame) c (Bcross’ Asame).

Por los casos (A3) y (A4), si existe un par de vértices consecutivos a,, b, o un

par a,, b, podemos construir los caminos disjuntos que queremos. Es decir, si

(XjuX,)NXpl>1

(YUY )NnYs >1
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entonces estamos listos. Lo anterior se cumple si | X4| + | Xg| > |Behico|, 0 si

|Ya| + |YB| > | Behico|- Por lo tanto, supondremos lo contrario, es decir
| Xal +1XB| < [Behicol = |Achicol
Ya| + |YB| < |Behico| = |Achicol-
Sumando ambas expresiones
| Xal + [Xp| + [Yal + V5] < 2|Achicol

lo que es una contradiccion a la Ecuacion 6.5.7. O

6.6. Unificando

En esta seccion mostraremos el Lema 6.1, que es el resultado principal de esta

seccion, el cual es el siguiente

Lema 6.1. Sea G un grafo con n = 2k + 2 vértices y 6(G) > n/2+ 1. Sea 1/n <
v < 1/2'% y sean x,y vértices de G distintos, tal que G:=G-— {z,y} es y-cercano

a Ky . Entonces eziste un ciclo hamiltoniano C en G tal que diste(z,y) =k + 1.

Demostracion. Notemos que podemos considerar dos casos: cuando existe una
particion balanceada {A, B} de vértices de G tal que el grafo bipartito G[A, B]

no es hamiltoniano, y cuando si lo es.

Notemos que el caso cuando el grafo bipartito no es hamiltoniano es el Lema 6.2

que fue demostrado en la seccion Chvatal vs No Chvatal 6.2.

Entonces supongamos que existe una particion balanceada {A, B} de los vértices
de G tal que el grafo G [A, B] es hamiltoniano. Luego por Proposicion 6.3.2 existe
una tupla (v, k)-extremal (G, z,y, A, B, Cehico, Agrande, Bgrande). Sea M el grafo
auxiliar asociado a la (7, k)-tupla extremal. Ahora si existen vértices 1, T2, Y1, Yo

tales que:
= T1y1 Y Toyo son aristas de M,

= 2; € N(z), y; € N(y), para i € {1,2},
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» {21, 29,1, Y2} es balanceado (es decir, dos vértices son de Agange y los otros

dos son de Bgrande), ¥
» m(x;,y;) =k (méd 2) para i € {1,2}
entonces por Lema 0.5 estamos listos.

Sea vy, vo vértices de Agrande U Bgrande; ¥ s€a {1, T2, Y1, y2 } subconjunto de AgrandeU
Bgrande' Si

= v1, Uy son vértices de un mismo conjunto (es decir ambos pertenecen a Agande

o ambos pertenecen Bgrande),
= 0109 es arista del grafo é,
= 11, T son vecinos de z,
= 91, Yo Son vecinos de y,

» m(x1,11) # 7(x2,12), ¥y ademés el conjunto {z1,T2,y1,ya,v1,v2} €8
balanceado en {A, B}

entonces por Lema 6.6 estamos listos.
Por otro lado, si
= En el grafo G [Bgrande) €xisten aristas vivs, vsvg, y

» en el grafo M existen x1, 29, 1, y2 vértices de Agande tales que z1y1, T2yo
son aristas en M, o bien se cumple lo anterior pero invirtiendo los roldes de

Bgrande con Agrande

entonces por Lema 6.7 estamos listos. Por lo tanto, suponemos que ninguno de
los tres casos anteriores se tiene. Por ello y como vimos en la secciéon 6.5 los casos
restantes son resueltos en los Lemas 6.8, 6.9, 6.10. De esta manera abarcamos

todos los casos posibles y asi se concluye la demostracion. O
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Capitulo 7
Caso expansor robusto

En este capitulo estudiaremos el caso cuando un grafo es (v, 7)-expansor robusto,

con v, T constantes. El resultado principal de esta seccion es el siguiente.

Lema 7.1. Sea G un grafo con n = 2k + 2 vértices y 6(G) > n/2 + 1. Sea
%ln(") < v, T <1y sean x,y vértices de G distintos, tal que G = G — {z,y}

es (v, T)-expansor robusto. Entonces eziste un ciclo hamiltoniano C' en G tal que

diste(z,y) =k + 1.

7.1. Estrategia

Para mostrar el lema enunciado, utilizaremos técnicas usadas para probar otro

tipo de problemas asociados a ciclos hamiltonianos en digrafos.

La estrategia va a ser la siguiente: construiremos en el grafo G caminos P, P,

vértice disjuntos. Cada uno de ellos cumpliran lo siguiente:
» Para cada i € {1,2} se cumple que |V (F;)| es pequetio,

= cada camino tiene un extremo x; que es vecino de x, y un extremo y; que es

vecino de y, y

» dado un camino P vértice disjunto de P;, existe un camino P’ tal que
V(P') =V (P)UV(PF), y cuyos extremos sigan siendo z;, y;. En ese caso

diremos que el camino P; “absorbi6é” el camino P.

La primera condicién nos permite asegurar que el grafo resultante de quitar ambos
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T1 OANANANANANANANANANANANO YT Qz Ql

T2 ONANANNNANANNANANANANLO Y2

Py

Figura 7.1.1: Los caminos P;,P, son caminos que pueden absorber cualquier
camino vértice-disjunto a ellos. El ciclo C' es un ciclo que contiene a todo vértice
restante, y se descompone en dos caminos: Q)1 y Qs.

Py

T1_oNANAN—o onNN—o Y1

Q1

Q2

L9 oNnANAN—~0 oNANNO Y9

P

Figura 7.1.2: Construccion del ciclo hamiltoniano en G tal que los vértices x, y
se encuentran a distancia k + 1. El camino P; absorbi6 al camino ()¢, y el camino
P, absorbio6 al camino Q).

caminos sigue siendo un grafo expansor robusto, pues la cantidad de vértices que
quitamos es pequena en relacion a la cantidad de vértices del grafo G. Luego, el
grafo resultante es hamiltoniano, por lo que existe un ciclo hamiltoniano C' en
G — (P, + P») (véase Figura 7.1.1). Luego particionamos el ciclo C' en dos caminos
de largo conveniente, de tal manera que el camino P; absorba uno y P, absorba
el camino restante. Asi obtenemos caminos P;, Pj, ambos con un extremo vecino
de = y otro extremo vecino de y, tal que x PjyP,x es un ciclo hamiltoniano en G

y la distancia entre x e y en el ciclo es exactamente k + 1 (véase Figura 7.1.2).

La construccién de los caminos P;, P» no es una tarea trivial. Primero construiremos
el camino P;. Para ello, mostraremos usando un argumento probabilista que existe

un conjunto de pares de vértices K tal que:
= Los pares de vértices de K son vértice-disjunto.

» |K| =m, con m un valor muy pequeno en relacion a la cantidad de vértices

del grafo.
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» Para todo par de vértices (u,v) € V(G)? existe un elemento (s,t) € K tal

que u ~ sy v~t.

Luego para cada elemento de K construiremos una estructura conformada por
tres caminos que llamaremos artilugio, la cual sera capaz de absorber un camino
vértice-disjunto sin modificar los extremos del artilugio. Asi, usando caminos
de largo pequeno conectaremos cada uno de estos artilugios y conectaremos un

camino con un extremo vecino de x, y otro camino con un extremo vecino de y.

De esta manera obtendremos el camino P, que buscamos, y para construir el

camino P, bastaré realizar el mismo procedimiento pero en el grafo G — P.

7.2. Preliminares

Para la demostracion usaremos distintos resultados relacionados a grafos
expansores robustos. Uno de ellos es el obtenido por Lo y Patel [22, Proposicion
3.1], el cual nos dice que si tenemos un grafo que es expansor robusto, entonces
podemos quitar una cantidad pequena de vértices y el grafo resultante seguira
siendo expansor robusto. Si bien el resultado original esta enunciado para digrafos,

la misma idea de demostracion sirve para concluir lo mismo en grafos.

Lema 7.2. Sea G = (V, E) un grafo que es (v, T)-expansor robusto y S CV con

|S| < en. Entonces G — S es un (v — €, 7/(1 — €))-expansor robusto.

Otro resultado que nos seré de utilidad, es el obtenido por Lo y Patel [22, Teorema
1.3], que nos dice que un grafo expansor robusto es hamiltoniano, cuando el tamano
del grafo es lo suficientemente grande. Una ventaja de este resultado es que no se

utiliza el Lema de Regularidad de Szemerédi.

Teorema 7.2.1. Sea G un grafo con n vértices, v,v,7 € (0,1) y 6(G) > yn tal
que el grafo es (v, T )-expansor robusto. Si n es lo suficientemente grande entonces

G es hamiltoniano.

Antes de comenzar cualquier demostracion, definiremos ciertos conceptos que
facilitardn el entendimiento de los resultados que estudiaremos a lo largo del
capitulo. Dados los pares de vértices (u,v), (s,t) de V(G)?, diremos que el par
(u,v) cubre a (s,t) siu~ s,y v~ t. Dados conjuntos K C V(G)?, S C V(G)?
diremos que K cubre al conjunto S si para todo par (s,t) € S existe un par en K

que cubre el par (s,t). Dado un camino P con extremos a, b, y dado un camino @
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vértice disjunto a P, diremos que P absorbid al camino () si existe un camino P’
tal que V(P') = V(P)UV(Q), y los extremos del camino P’ son a, b.

El siguiente resultado muestra que en un grafo con n vértices y grado minimo al
menos (1/2 — €)n existe un conjunto de pares de vértices K vértice disjuntos, de

tamano 101In(n) tal que cada uno de ellos cubre a V(G).

Lema 7.3. Sea G un grafo con n wvértices y 6(G) > (1/2 — e)n, con n lo
suficientemente grande. Entonces existe conjunto K C V(G)?* donde los pares de

vértices son vértice-disjunto, con |K| =m = 10In(n) y K cubre a V(G).

Demostracion. Sea K* un subconjunto de V(G)? de tamaiio m, donde cada
elemento de K* fue escogido uniformemente al azar, y de manera independiente.
Por lo tanto en K* puede que hayan dos pares de vértices que no sean vértice

disjuntos o puede que el conjunto no cubra a V(G). Tenemos

m—1 (n—Qi)
P(K7 es vértice-disjunto) = ( 2 ) .

1=0

~—
3
N—
|
~

Como (Z) —i < (Z) < n?/2, entonces

/
1-[1 ((n—Qz’)(r;—Qi— 1))

m—1

[T —2i)(n—2i — 1)

m—1

IP’(Kik es Vértice—disjunto) > H
i=0

2m

n2m

2

2mn2m J
1 2m—1
2m—1 i
(-
! n
=0
2m—1 i
>1- 3 =
25
=0
2
> 2
n

y dado que m = 101In(n) y n es lo suficientemente grande, entonces 1 — % > 1/2.
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Ahora, sea (s,t) € V(G)?, y sea cub(s, t) el conjunto de elementos en V(G)? que
cubre a (s,t). Para un elemento (u,v) € V(G)? escogido de manera aleatoria se

tiene
(n/2—en)(n/2 —en —1)

n(n —1)

p:=P((u,v) € cub(s,t)) > > 1/4.
Sea E; el nimero de distintos elementos de K* que cubre a (s,t). Luego Es; ~

bin(m, p). En particular

P(Es’t < ].) - P(Es’t - O)

=1 -p™
Como p > 1/4, entonces 1 — p < 3/4 por lo que

P(Es <1) < (3/4)™ < (1/2)n7%,

esto ltimo pues m = 101n(n). Sea X el nimero de elementos de V(G)? que no

tienen elementos en K* que los cubra. Entonces

P(X>1)<EX)= Y PE,<1)<1/2
(s,t)EV(G)2

Por lo tanto P(X = 0 y K7 es vértice disjunto) > 0, por lo que existe un conjunto
K C V(G)? de tamano m, donde los pares son vértice disjuntos y 1-cubre a
V(G). O

La idea ahora es, dado el conjunto cubridor K, construir para cada par (u,v) € K
una estructura de 14 vértices que llamaremos artilugio. Estas estructuras seran
esenciales para obtener un camino con la capacidad de absorber otro camino
(disjunto a este) sin modificar sus extremos. Antes de construir los artilugios,
mostraremos el siguiente lema, el cual nos da una condiciéon suficiente en el grado
minimo para asegurar la existencia de caminos de largo 5 para cualquier par de
vértices. Este resultado sera la principal herramienta que usaremos para construir

los artilugios, y luego el grafo absorbente que buscamos.

Lema 7.4. Sea G un grafo (v,7)-expansor robusto con n vértices y 6(G) >

(1/2 — €)n, con v > 4e. Entonces para todo par de vértices u,v en V(G) existe un
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(u,v)-camino de largo 5.

Demostracion. Sean wu,v vértices distintos de G, fijos pero arbitrarios,y sean
uy € N(u), v1 € N(v), con uy # vy.
Definimos X := N(u1), y Y := N(v1). Dado que 6(G) > (1/2 — €)n, entonces

| X| > (1/2 —€)n
Y| > (1/2 —€e)n.

Dado que G es un (v, 7)-expansor robusto, entonces

IRN(v, X)| > [X] + v
|RN(v,Y)| > |Y| + vn.

Luego se tiene que

|IRN(v, X)NY|>2n(1/2 —€) +vn—n
=vn — 2en
>wvn/2 (pues v > 4e)

> 2.

Entonces existe y € Y N RN(v, X). Ademés como |N(y) N X| > vn > 4, entonces
existe y € N(vy), y existe x € N(y) N X tales que los vértices u, v, uy, vy, z,y son

todos distintos. Asi el camino wuyzyv v es un (u, v)-camino de largo 5. ]

7.3. Construccion de la estructura absorbente

En esta seccion nos centraremos en construir, dado un grafo G, dos vértices z, v,
y un conjunto K que cubre a V(G), un camino absorbente P que contenga a todo

K, y ademaés tenga un extremo vecino de z, y el otro extremo vecino de y.

Ahora, dado un par de vértices (u,v) definiremos lo que es un artilugio. Sean

Py, P,, P; caminos con las siguientes caracteristicas
» P = uwiwawwyv,

P 1= w21 222324Wy,
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U w1y 21 29 23 24 Wy v

Ws 5S4 53 59 S1

Figura 7.3.1: (u, v, w)-artilugio. En azul esté el camino que va de u a v, en verde
el camino que va de w; a wy, y en rojo el camino que va de v a ws.

U w1 21 29 23 24 Wy v
[} O O O O O O
w [} O O O O

Ws 5S4 53 59 S1

Figura 7.3.2: (u,w)-camino asociado al (u, v, w)-artilugio.

n P3i= vS5189838,4W.
= Los caminos P;, P, P son internamente vértice-disjuntos.

Luego el grafo L := P, U P, U P3 es un (u, v, w)-artilugio (véase Figura 7.3.1).
No es dificil ver que |V(L)| = 14. Llamaremos Pj, := uw; Pyw,vPswsw a este
camino que pasa por todos los vértices del artilugio, que va de u a w (véase
Figura 7.3.2). Este camino es de gran interés pues dado un camino @) vértice
disjunto a Pp, con extremos (u/,v") tales que u’ ~ u, v’ ~ v, entonces el camino
P := uu/Qu'vPLwsw, Ppwyw cumple que V(P) = V(Pr) UV(Q), y tiene como

extremos a los vértices u y w (véase Figura 7.3.3).

El siguiente lema muestra que dado un conjunto K cubridor, y dado un elemento

cualquiera de K, podemos construir un artilugio asociado a ese elemento.

Lema 7.5. Sea G un grafo con n vértices, (v,T)-expansor robusto y 6(G) >
(1/2 — €)n con n lo suficientemente grande. Sea K C V(G)? un conjunto cubridor
de V(Q). Luego para un par (u,v) € K, fijo pero arbitrario, existe un artilugio

L, asociado al par (u,v).

Demostracion. La demostracién es constructiva. A continuacion se describe la

construcciéon de un artilugio para un elemento de K.

1. Sea (u,v) € K.
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UI
O e} O O
w1y 21 29 23 24 Wy
U O O O O v
w O O O
3 S4 53 52 S1

w

<

Figura 7.3.3: Camino que se obtiene luego de que el (u, w)-camino asociado a el
(u, v, w)-artilugio absorbiera a un (v, v’)-camino, que es vértice-disjunto.

2. Por Lema 7.4 sabemos que existe camino P; := uwwswsw40.
3. Quitamos los vértices u, wsy, w3, v del grafo G.

4. El grafo resultante sigue cumpliendo las condiciones del Lema 7.4, por lo

que existe camino Py := wq21222324Wy.
5. Quitamos los vértices wy, 29, 23, 24 V agregamos el vértice v.
9 ) ~3)

6. Nuevamente, el grafo resultante cumple las condiciones del Lema 7.4, por lo

que existe camino P := 15152535421 .
7. Asi obtenemos el artilugio L, , := P, U P, U Ps.

Esta construccion es valida siempre y cuando en cada paso podamos usar el Lema
7.4. Como el artilugio tiene 14 vértices, entonces la cantidad total de vértices que
quitamos es 14 lo que es mucho menor que n. Luego el grafo resultante sigue
siendo expansor robusto (por Lema 7.2) y ademas sigue cumpliendo la condicion

de grado minimo necesaria para usar el Lema 7.4. O]

El lema que sigue muestra que de hecho podemos construir para cada elemento
de un conjunto 1-cubridor un artilugio, y cada uno de ellos es vértice disjunto a

los demaés.

Lema 7.6. Sea G un grafo con n vértices, (v, T)-expansor robusto y 6(G) >
(1/2 — €)n con n lo suficientemente grande. Sea K C V(G)?* un conjunto cubridor
de V(G) de tamano m = 101In(n). Luego existen Ly, Lo, ..., Ly, artilugios vértice

disjuntos, cada uno asociado a un elemento de K distinto.

Demostracion. Nuevamente, la demostracion es constructiva. Sea (up,v,) € K.
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Por Lema 7.5 existe un artilugio L, asociado al par (u1,v;). Luego quitamos L;
del grafo G. Sea (ug,v9) € K par distinto a (u1,v;). Nuevamente se cumplen las
condiciones del Lema 7.5 por lo que existe un artilugio Lo asociado al par (usg, vs),

y ademas este es vértice-disjunto a L.

Repitiendo este proceso, donde en cada paso quitamos los vértices del artilugio
construido, obtenemos para cada elemento de K un artilugio vértice-disjunto a los
demas. Nuevamente esta construccion es valida siempre y cuando en cada paso
podamos usar el Lema 7.5. Como el artilugio tiene 14 vértices, y el tamano de
K es 101n(n), entonces la cantidad total de vértices que quitamos es 1401n(n) lo
que es mucho menor que n. Por tanto el grafo G — | J;", L; sigue cumpliendo las

hipotesis necesarias. O

Ya con el conjunto de artilugios, lo tinico que nos falta para tener nuestra estructura
absorbente es unir cada uno de los caminos asociados a los artilugios y luego

conectar caminos que tengan como extremos a vértices de interés.

Lema 7.7. Sea G grafo con n vértices, (v, T)-expansor robusto y 6(G) > (1/2—e€)n,
con n lo suficientemente grande. Sean x,y vértices distintos de G y sea K C
V(G — {z,y})? 1-cubridor de V(G) de tamano m = 101In(n). Entonces existe

camino P tal que
= [V(P)] <1901n(n)
= Tiene como extremos a vértices x1,y; con xy vecino de x, y; vecino de y.

» Dado un camino Q) vértice disjunto de P, existe camino P* con V(P*) =

V(P)UV(Q), y cuyos extremos siguen siendo 1, yi.

Demostracion. Sean x1,1y; vecinos de x e y respectivamente, y que no estan en
K. Luego el grafo G — {z,y, z1,y1} cumple las condiciones del Lema 7.6. Por ello
sabemos que para cada elemento de K existe un artilugio. Sean L, Lo, ... L,,
todos estos artilugios, y sean Py, Pr,,..., P, los caminos asociados a estos
artilugios. Para todo i € {1,...,m} llamaremos u;, w; a los extremos del camino
Pr,. La idea es conectar todos los caminos usando caminos de largo 5. Estos
caminos los llamaremos R; y tendran como extremos a vértices w;, u;1, es decir

conectan el final del camino P, con el inicio del camino Py, Luego la cantidad

1
de vértices usados que no pertenecen a ningun artilugio son 4. Supongamos que

ya conectamos los caminos P, Pp,,... Py, para algian ¢ € {1,2,...,m}, es decir
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tenemos un camino P’ de la forma Py, R P, Ry... Ri_1Pp,, con Ry, Ry, ... Ry
caminos de largo 5. Mostraremos que podemos conectar el camino Py, con el

camino Pr, ..

Para ello, analicemos el grafo G — (V(P’) VUi V(PLJ.)> \ {w;, uit1}, es decir
el grafo sin los caminos de largo 5 ya usados y sin los artilugios, salvo los vértices
w;, uir1. Dado que la cantidad de caminos de largo 5 usados es a lo més 1 — 1 <
i <m = 101In(n), y que hay m caminos con 14 vértices cada uno, entonces a lo
mas estamos quitando 1801n(n) vértices. Como n es lo suficientemente grande,
el grafo sigue cumpliendo las condiciones del Lema 7.4, por lo que existe un
(w;, ui11)-camino de largo 5. De esta manera conectamos los caminos P, P, .
Llamemos P al camino Py, Ry ... Ry_1 Py, .

Ahora con los caminos asociados a los artilugios conectados, lo que haremos sera
conectar un camino entre x; y u, y luego conectaremos y; con w,,. Nuevamente
usando el Lema 7.4 ahora en el grafo G — (V(P) \ {u1}> existe un camino R,
de largo 5 entre z; v uy, que es vértice disjunto a P . Argumentando de manera
similar podemos decir que existe un camino R, de largo 5 entre v, y y;. Asi el

camino P = Rx]-:’Ry cumple:

» |[V(P)] <1801In(n) + 10 < 1901n(n) (el 10 sale de los vértices provenientes

de los caminos R, R).
= P tiene como extremos a vértices x1,y;, con ry ~ T,y y; ~ Y.

» Dado camino @ vértice disjunto a P, existe camino P* con V(P*) = V(P)U
V(Q). Esto pues P contiene a todo camino P, con i € {1,...m}, los cuales

pueden absorber cualquier camino vértice-disjunto ya que K cubre a todo

V(G).

7.4. Demostracion Lema 7.1

En esta seccion mostraremos el resultado principal de este capitulo, que recordamos
a continuacion:

Lema 7.1. Sea G un grafo con n = 2k + 2 vértices y §(G) > n/2 + 1. Sea

%ln(”) < v, 1 <1y sean x,y vértices de G distintos, tal que G :== G — {z,y}
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es (v, T)-expansor robusto. Entonces eziste un ciclo hamiltoniano C' en G tal que
diste(z,y) =k + 1.

Demostracion. Sean x1,xs dos vecinos distintos de x, y sean y,ys dos vecinos
distintos de y. Luego podemos aplicar el Lema 7.3 al grafo G —{z,y, 1, x2, y1, Y2},
teniendo asi un conjunto K cubridor. Aplicando el Lema 7.7 en el grafo G — {z,y}
y en el conjunto K tenemos un camino P; que va de x a y;, con la capacidad de
absorber a cualquier camino vértice disjunto. Realizando el mismo procedimiento
pero quitando ademas todos los vértices del camino P;, obtenemos un camino
P, que va de x5 a ¥, es vértice disjunto de P, y tambien tiene la capacidad de

absorber a cualquier camino vértice disjunto de G — Py — {z, y}.

Como tanto P; y P, tienen a lo mas 190In(n) vértices, entonces el conjunto
S =V(P)UV(P)U{z,y} tiene tamafio a lo més 3801In(n)+2 < en, considerando
un € = 4001In(n)/n. Luego por Lema 7.2 el grafo G—S es (v—e¢, 7/(1—€))-expansor
robusto. Luego por Teorema 7.2.1 el grafo G — S es hamiltoniano. Digamos que
C’ es un ciclo hamiltoniano, y Q1, Q)2 son dos caminos vértice disjuntos del ciclo

C" tal que el largo del camino @y es k+1—2— (|P| — 1).

Como P; es un camino absorbente, entonces existe camino P con V(P}) =
V(P)UV(Qq) y extremos x1, y;. Notemos que el largo del camino P; es k+1—2,
por lo que el camino xx; Py, y es de largo k+1. Por otro lado el camino P, también
es un camino absorbente, por lo que podemos absorber el camino (), y asi obtener
un camino P; con extremos s, y. Finalmente el ciclo C' := zx Py yy2 Py wox es

un ciclo hamiltoniano en G que cumple dist¢(z,y) = k + 1. O
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Capitulo 8
Resultado principal

En este capitulo mostraremos lo que es nuestro resultado principal, el cual es
una demostracion de la conjetura de Enomoto cuando el tamafio del grafo es lo

suficientemente grande.

Teorema 8.0.1. Sea G un grafo con n vértices, (G) > n/2 + 1, con n lo
suficientemente grande. Entonces para todo par de vértices x,y existe un ciclo

hamiltoniano C en G tal que distc(z,y) = |n/2].

Demostracion. Sean x,y vértices fijos pero arbitrarios. Por Lema 3.3 podemos
suponer que n = 2k + 2. Luego el grafo G := G — {z,y} es un grafo con 2k vértices
y grado minimo al menos k. Entonces G es un grafo de Dirac. Por la tricotomia

de los grafos de Dirac 3.2.2, G cumple una de las siguientes condiciones:
= ~y-cercano a 2K,
» ~-cercano a Ky,
= 0 bien es un (v, 7)-expansor robusto.

Supongamos que es y-cercano a 2Kj. Luego por Lema 5.1 existe ciclo hamiltoniano
C en G tal que diste(z,y) = k+ 1 = n/2. Supongamos ahora que G es -
cercano a Kj ;. Luego por Lema 6.1 existe ciclo hamiltoniano C' en G tal que
diste(z,y) = k + 1 = n/2. Por lo tanto, solo queda analizar el caso cuando G es
un (v, 7)-expansor robusto. Por Lema 7.1 existe ciclo hamiltoniano C' en G tal

que diste(z,y) =k +1=mn/2. ]
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Notemos que en cada caso el valor de n para el cual es valida la construccion
del ciclo varia. Para evitar calculos explicitos que dificulten la lectura del texto,
decidimos hacer un célculo aproximado del valor de n. Note que el caso expansor
robusto es el mas restrictivo en este sentido, pues debe cumplirse la desigualdad

1600lnn 1 Esta desigualdad es cierta cuando n es mayor o igual a 20000.
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Capitulo 9
Disenando algoritmo polinomial

En los capitulos anteriores mostramos que la conjetura de Enomoto es cierta para
grafos lo suficientemente grandes. La demostracion se dividié en distintos casos,
y en cada uno de ellos construimos el ciclo hamiltoniano con las caracteristicas
deseadas. En este capitulo analizaremos si cada una de esas construcciones puede
realizarse en tiempo polinomial respecto al tamano del grafo, para asi disenar un

algoritmo a tiempo polinomial que dado un grafo construya el ciclo hamiltoniano.

9.1. Paso de la tricotomia de Dirac

Sea GG un grafo con n vértices y grado minimo al menos n/2 + 1, y sean z,y dos
vértices distintos de GG. Si recordamos como se llevaron a cabo las demostraciones,
notaremos que el primer paso fue notar que el grafo G — {z,y} es un grafo de
Dirac, por lo cual cumple la tricotomia de los grafos de Dirac. Esta tricotomia nos
indica que el grafo tiene una estructura clara: es cercano a dos cliques disjuntos,
cercano a un grafo bipartito completo, o bien es un grafo expansor robusto. En
esta seccion mostraremos que decidir en cual caso nos encontramos es una tarea

que puede realizarse en tiempo polinomial.

Para ello, primero vamos a definir el problema Biseccion: dado un grafo, buscamos
particionar el conjunto de vértices en dos partes iguales de forma que el ntimero
de aristas entre las dos partes sea minimo. A partir de esto podemos definir el
problema aproximado, es decir ahora buscamos una particion balanceada {A, B}

de los vértices tal que la cantidad de aristas que va de A a B esta acotada por el
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6ptimo mas un error.

Problema: Biseccién minima aproximada

Dado un grafo denso y un valor €, buscamos particionar el conjunto de
vértices en dos partes iguales de forma que el nimero de aristas entre las
dos partes sea cercano al minimo, con un error asociado al valor e.
Entrada: Un grafo G con n vértices y grado minimo (n), un valor e.
Salida: Particion {A, B} de los vértices de G tal que e(A4, B) < OPT + en?,

con OPT el valor de la biseccién minima.

.

Arora, Karger y Karpinski demostraron en |17, Seccion 5| que se puede resolver
el problema Biseccién minima aproximada en tiempo polinomial. El siguiente
teorema es un caso particular de su resultado, pero para nuestro interés es mas

apropiado.
Teorema 9.1.1. (Arora, Karger y Karpinski) Existe un algoritmo con:
Entrada: Un grafo G con n vértices y §(G) > n/2, e.

Salida: Particion {A, B} de los vértices de G tal que e(A, B) < OPT + en, con

OPT el valor de la biseccion minima.
Tiempo: O(n), con ¢ una constante.

Recordemos que para que un grafo con n vértices sea y-cercano a 2K,/ tiene
que existir una particion {4, B} de los vértices del grafo tal que e(A, B) < yn?.
Entonces, podemos usar el algoritmo que resuelve Biseccion minima aproximada

en el grafo G — {z,y} y con € = v/2. Luego, se pueden dar dos casos:

1. Si la particion {A, B} obtenida por el algoritmo cumple e(A4, B) < yn?,

entonces podemos concluir que el grafo es vy-cercano a 2K, ;.

2. En caso contrario tenemos e(A4, B) > yn* Como ademés sabemos que
e(A, B) < OPT + en? y € = v/2, entonces uniendo ambas desigualdades
tenemos

yn? < OPT + (v/2)n*

que es equivalente a (v/2)n* < OPT. Por lo tanto podemos concluir que el

grafo no es (7y/2)-cercano a 2K, s.

Ahora se define el problema Subgrafo k-denso: Dado un grafo encontrar un conjunto
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de k vértices que induce un subgrafo con la mayor cantidad de aristas posibles.

Nuevamente podemos definir el problema aproximado.

Problema: Subgrafo k-denso aproximado.

Dado un grafo denso, un valor € y un valor k, buscamos un conjunto de
k vértices que induce un subgrafo con una cantidad de aristas cercana al
méximo, con un error asociado al valor e.

Entrada: Un grafo G con n vértices y grado minimo Q(n), un valor € y un
entero k.

Salida: Subconjunto A de vértices de G tal que e(A) > OPT — en?, con

OPT la cantidad de aristas del subgrafo con k vértices mas denso.

Nuevamente Arora, Karger y Karpinski demostraron en |17, Seccion 4.2] que se
puede resolver dicho problema de manera aproximada usando un algoritmo a
tiempo polinomial. Recordemos que un grafo con n vértices es y-cercano a K, /2 ,/2
si existe un subconjunto A de vértices de tamanio n/2 tal que e(A4) < yn?. Esto
es equivalente a encontrar en el grafo complemento un subconjunto de vértices
A tal que e(A) > yn% Ahora, llamemos (G — {x,y})¢ al grafo complemento
de G — {z,y}. En este grafo vamos a resolver el problema Subgrafo n/2-denso

aproximado, con € = y/2. De nuevo, hay dos casos posibles:

1. El subconjunto A obtenido cumple e(A) > yn? Esto implica que en el
grafo original, el conjunto A cumple e(A) < yn?. Por lo tanto, el grafo es

v-cercano a K,z /2.

2. Caso contrario tenemos que el subconjunto A cumple e(A) < yn%. Como
ademés e(A) > OPT—en?, y € = v/2, entonces uniendo ambas desigualdades
se tiene que OPT < (3v/2)n%. Esto implica que en el grafo original todo
conjunto de vértices A de tamano n/2 cumple e(A) > (3v/2)n* > (v/2)n.

Por lo tanto, el grafo no es (v/2)-cercano.

Asi, tenemos una estrategia clara para saber cual condiciéon de la tricotomia cumple
nuestro grafo G — {z,y}: Resolvemos el problema Biseccion minima aproximada
con € = 7/2. Esto nos indica si el grafo es y-cercano a 2K, /2, o si no es (7/2)-
cercano a 2K, ;. Si estamos en este segundo caso, entonces resolvemos el problema
Subgrafo k-denso aproximado en el grafo complemento, con k =n/2 y e = v/2.

Esto nos indicara si el grafo original es y-cercano a K /s,/2, 0 si no es (v/2)-
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cercano a K, /3 ,/2. Si nos encontramos en este segundo caso, pues ya por descarte

sabemos que el grafo es un expansor robusto.

9.2. (Caso cercano a dos cliques disjuntos

Si recordamos la construccion del ciclo hamiltoniano, cuando el grafo es cercano a
2K, /2, lo tinico que usamos para construir el ciclo son caminos hamiltonianos con
vértices extremos fijados anteriormente. Esto lo podemos asegurar mostrando que
el grafo es Hamilton-conexo, y eso lo hacemos asegurando que se cumple alguna
condicién relacionada a los grados de los vértices. Dado que verificar el grado de
los vértices es una tarea que puede realizarse en tiempo polinomial, lo que falta
por analizar es si la obtenciéon de estos caminos hamiltonianos se da en tiempo

polinomial.

Para ello, basta notar lo siguiente: para mostrar la condiciéon de tipo Chvéatal
para decidir si el grafo es Hamilton-conexo, basta considerar un grafo auxiliar con
un vértice extra, que sea vecino de los vértices que queremos conectar a través
de un camino hamiltoniano. Este nuevo grafo es hamiltoniano pues cumple las
condiciones de Chvéatal, y la demostracion del teorema de Chvatal induce una
construccion de ese ciclo hamiltoniano que puede hacerse en tiempo polinomial.
Luego basta quitar el vértice extra y obtenemos el camino hamiltoniano con

extremos fijados anteriormente.

De esta manera, vemos que si el grafo G — {z,y} es cercano a 2K, 5, entonces la
construccion del ciclo hamiltoniano con la propiedad deseada se logra en tiempo

polinomial.

9.3. Caso cercano a bipartito completo

En el caso cuando el grafo G — {x,y} es cercano a K, /2.n/2, consideramos varios
subcasos. La primera division se tiene al momento de decidir si el grafo bipartito,
que se obtiene dada una particiéon minimal respecto a la cantidad de aristas dentro
de los conjuntos, cumple una condiciéon de hamiltonicidad para grafos bipartitos.
La obtencion de la particion minimal es una tarea simple: basta partir de una
particion balanceada {A, B} cualquiera de los vértices, y a partir de ahi hacer

intercambio de vértices de partes distintas, formando una nueva particion {A’, B'}.
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Luego si e(G[A]) < e(G[A]), entonces nos quedamos con esta nueva particion e
iteramos. Para decidir si e(G[A']) < e(G[A]), verificamos una desigualdad que
compara el grado de dos vértices (que son los que se estan intercambiando). Por
tanto, el obtener la particion minimal se logra en tiempo polinomial, pues a lo

més tenemos que hacer n? intercambios.

Ahora, el verificar si el grafo bipartito dado por la particién minimal cumple la
condiciéon de Chvatal se hace en tiempo polinomial, pues basta verificar los grados
de todos los vértices. Luego la construccion del ciclo, tanto en el caso cuando
no cumple la condiciéon de Chvatal como cuando si la cumple se hace en tiempo
polinomial, pues solo usamos caminos hamiltonianos de extremos fijos que vienen
del hecho que subgrafos de interés son Hamilton-conexo-bipartitos. Al igual que en
el caso cercano a dos cliques, estos caminos hamiltonianos se obtienen en tiempo

polinomial.

9.4. Caso expansor robusto

En este caso, para construir el ciclo hamiltoniano primero construimos dos caminos
con la caracteristica de ser absorbentes. Para obtener estos caminos, usamos
caminos de largo 5, que se pueden construir en tiempo polinomial, y usamos
un argumento probabilista para asegurar la existencia de un conjunto cubridor.
Este argumento nos indica que existe un algoritmo probabilista que es capaz
de encontrar este conjunto cubridor. Existen métodos que desaleatorizan estos
algoritmos probabilistas ||, Capitulo 16.1] y que nos entregan algoritmos a tiempo
polinomial que cumplen el mismo objetivo. Por tanto, el construir estos caminos

absorbentes es una tarea que puede realizarse en tiempo polinomial.

Ahora, el otro paso que falta por analizar es el encontrar un ciclo hamiltoniano,
dado un grafo expansor robusto. Este paso es esencial ya que a partir de este ciclo
hamiltoniano obtenemos los caminos que nos interesa absorber y asi construir
el ciclo hamiltoniano que buscamos. El Teorema 7.2.1 de Lo y Patel induce un
algoritmo polinomial que encuentra un ciclo hamiltoniano en un grafo expansor

robusto.

De esta manera, vemos que en este caso, también podemos construir el
ciclo hamiltoniano que queremos en tiempo polinomial. Por lo tanto nuestra

demostracion induce un algoritmo a tiempo polinomial que construye, dado GG con
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n vértices, grado minimo al menos n/2 + 1, y vértices x,y, un ciclo hamiltoniano
C' tal que diste(z,y) = [n/2].
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Capitulo 10
Conclusiéon y trabajo futuro

En esta tesis logramos mostrar que dado un grafo con n vértices, grado minimo al
menos n/2 + 1y n lo suficientemente grande, existe para todo par de vértices un
ciclo hamiltoniano tal que la distancia de estos vértices en el ciclo es exactamente
|n/2]. Lo importante a notar en nuestro resultado es que la demostracion realizada
no utiliza el lema de regularidad, por lo que el valor de n desde el cual la conjetura
de Enomoto es cierta es considerablemente menor al conocido hasta la fecha.
Ademas la demostracion induce un algoritmo a tiempo polinomial que construye
para cada par de vértices el ciclo hamiltoniano deseado. La pregunta obvia después

de ello es si lo anterior es cierto para todo valor de n.

Por otro lado, también seria interesante saber si una generalizacion de este resultado
es posible. Por ejemplo, es natural preguntarse si bajo la misma condiciéon de
grado minimo somos capaces de construir un ciclo hamiltoniano, pero donde el par
de vértices fijado se encuentra a una distancia [. Es decir, responder la siguiente

pregunta:

Pregunta 10.0.1. Sea G un grafo con n vértices y 6(G) > n/2 + 1. ;Eziste para
todo par de vértices x,y distintos, y para todo 2 <1 < |n/2] un ciclo hamiltoniano
C' tal que disto(z,y) = 17.

Ya existen distintas aproximaciones a este resultado, por ejemplo Faudree, Lehel y
Yoshimoto mostraron en [! 1] que lo anterior es cierto para todo valor de [ menor
a n/6. Creemos que las técnicas usadas en nuestras demostraciones se pueden

adaptar para responder la pregunta anterior.
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Figura 10.0.1: A la izquierda un grafo H, a la derecha una subdivisién obtenida
insertando un vértice en cada arista.

Otro problema interesante es el dado un grafo G' con ciertas condiciones de grado
minimo, encontrar una subdivisiéon recubridora de un subgrafo H. Decimos que
el grafo H' es subdivision de H si H' se obtiene reemplazando una o més aristas
por caminos vértice disjuntos (véase Figura 10.0.1). Si una arista v,vy de H es
reemplazada por un (wy, ws)-camino en la subdivision H’, decimos que los vértices
wy,ws son los vértices testigos de los vértices vy, vy respectivamente. Si en la
subdivision H' los caminos son todos del mismo largo (salvo una diferencia de a
lo méas uno) decimos que H' es una subdivision balanceada de H. Si ademaés la
subdivision H' es subgrafo de G y V(H') = V(G), entonces decimos que es una
subdivision recubridora balanceada. Otra definicién que uno puede introducir es la
de subdivision recubridora balanceada enraizada. Sea {hy, ho, ..., h;} el conjunto
de vértices de H y sea {wy, ws, ... w;} un conjunto de vértices del grafo G. Si H' es
una subdivision recubridora y para todo i € {1,2,...t¢} se cumple que w; es vértice
testigo de h;, entonces decimos que H' es una subdivision recubridora balanceada
enraizada en el conjunto {wy, ws, ..., w;}. Esta definicién es méas fuerte pues no
solo buscamos caminos que “representen” aristas, sino que buscamos caminos con
extremos fijados previamente. Cuando el grafo G es denso, uno esperaria encontrar
subdivisiones grandes, y por lo tanto es natural preguntarse si hay condiciones
del tipo Dirac que aseguren la existencia de subdivisiones recubridoras. En este
sentido, Pavez-Signé [2//] mostro que para todo grafo con n vértices y grado minimo
al menos (1 4 o(1))n/2 contiene una subdivision recubridora balanceada de K,
con t = O(y/n). Notemos que esto es lo mejor que se puede hacer, pues en una
subdivision de un grafo H, se agrega al menos un vértice por cada arista del grafo,
por lo que la cantidad de vértices de la subdivision es V (H)?2. Eso implica que la
cantidad de vértices maxima que puede tener el grafo es O(y/n). Recientemente
Lee, Pavez-Signé, Petrov [19] estudiaron la existencia de subdivisiones recubridoras
de cliques en grafos que satisfacen ciertas condiciones pseudoaleatorias. Notemos

que el problema que estudiamos en la presente tesis también se puede abordar bajo
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Figura 10.0.2: Multigrafo que va de z a y. Un ciclo hamiltoniano en un grafo
G que va de x a y es una subdivision recubridora balanceada enraizada de este
multigrafo en G.

este contexto, pues un ciclo hamiltoniano lo podemos ver como una subdivisiéon
recubridora de un ciclo. Méas atn, nuestro resultado mostré que para todo par de
vértices x,y existe un ciclo hamiltoniano tal que este par se encuentra a distancia
|n/2], por lo que dicho ciclo podemos verlo como una subdivision recubridora
balanceada enraizada del multigrafo con vértices x,y y dos aristas que lo conectan

(véase Figura 10.0.2).

Por ello, nos preguntamos si dado un grafo H, existe una constante ¢ (que dependa
solo de H) tal que cualquier grafo con n vértices y grado miiimo n/2 + ¢ contenga
una subdivision recubridora balanceada de H. Es decir, nos preguntamos lo

siguiente:

Pregunta 10.0.2. Sea H grafo con t vértices. ;Eziste una constante ¢(H) tal que
todo grafo G con n vértices, §(G) > n/2+ c(H) y todo conjunto de vértices S de

tamano t contenga una subdivision recubridora balanceada enraizada en S de H?.
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