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CAPITULO 1

Introduccion

Las redes dinamicas finitas constituyen una base esencial para modelar sistemas complejos
en diversas areas del conocimiento, como la biologia, la informatica y la fisica. Estas redes,
representadas mediante funciones de transicién sobre espacios finitos, permiten estudiar la
evolucién de configuraciones discretas a lo largo del tiempo. Su flexibilidad ha favorecido su uso
en la modelacién de redes de regulacion génica, teoria de redes sociales, autématas celulares y
sistemas distribuidos [3,9, 13,15, 19].

El estudio de este tipo de sistemas tiene sus raices en los trabajos pioneros de Kauffman
sobre redes genéticas booleanas [12], donde se propuso un modelo para describir la estabilidad y
la diversidad de los estados celulares a partir de funciones logicas sobre variables binarias. Desde
entonces, las redes dinamicas finitas se han consolidado como un marco teérico fundamental

para comprender la dinamica discreta de sistemas complejos.

A lo largo de las ultimas décadas, distintos autores han demostrado que la estructura del
digrafo de interacciéon —el digrafo que describe las dependencias entre las variables del siste-

ma— determina propiedades globales de la dinamica, tales como el nimero de puntos fijos, el



rango de la funcién global y la existencia de ciclos limite [1,17]. En este contexto, las redes
booleanas disyuntivas y conjuntivas (en las que las funciones locales son de tipo OR o AND,
respectivamente) han ocupado un lugar central por su simplicidad estructural y su relevancia
biolégica [11].

En los dltimos anos, el estudio del rango y de la influencia del digrafo de interaccién ha sido
profundizado por Gadouleau [4—6], quien desarrollé una caracterizacién combinatoria del rango
y del rango periddico en funcién de la estructura del grafo. Sus resultados ampliaron los trabajos
previos de Aracena y Richard al demostrar que la topologia del digrafo no solo determina la
cantidad de puntos fijos, sino también la capacidad de la red para generar configuraciones

distintas en su espacio de estados.

De manera particularmente relevante para este trabajo, Gadouleau introdujo la version
canonica de un digrafo, una herramienta que permite eliminar redundancias estructurales pre-
servando las relaciones funcionales esenciales. Esta nocion se ha mostrado especialmente 1til en
el andlisis de redes disyuntivas, ya que permite establecer correspondencias entre la estructura
del grafo y las imagenes alcanzables de la red, evitando el crecimiento exponencial en el espacio
de estados. En este trabajo, se emplea dicha herramienta como base para construir cotas y
resultados estructurales que describen la cantidad de configuraciones sin preimagen o Jardines

del Edén.

El concepto de Jardines del Edén fue introducido originalmente en el contexto de autéma-
tas celulares por Moore [14], refiriéndose a configuraciones que no poseen preimagen bajo la
dindmica del sistema. Si bien esta nociéon ha sido ampliamente estudiada en modelos celulares
unidimensionales, su analisis en redes dinamicas finitas de estructura arbitraria ha recibido con-
siderablemente menos atencién. Algunos trabajos, como el de Tosié¢ [20], abordaron el conteo
de Jardines del Edén en sistemas secuenciales sobre grafos bipartitos, pero la relaciéon entre la
estructura del digrafo de interaccion y la existencia de estas configuraciones permanece abierta

y poco caracterizada en el caso general.

La identificacion de Jardines del Edén, asi como de otras propiedades dinamicas como los
puntos fijos o los ciclos limite, presenta desafios computacionales significativos. En general, de-

terminar si una configuracion pertenece a la imagen de una red dinamica puede requerir tiempo
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exponencial respecto del tamano del sistema. Por ello, resulta crucial desarrollar herramientas
estructurales que permitan deducir propiedades globales de la red sin analizar explicitamente
cada configuracion. El digrafo de interaccién, en conjunto con su version canodnica, ofrece un
marco prometedor para este propoésito, al condensar la informacion de dependencia entre va-

riables y reflejar la influencia combinatoria en la dindmica global.

Cabe destacar que la presente tesis de magister constituye una continuaciéon y extension
natural de la investigacién iniciada en el trabajo de titulo del autor [10]. A partir de los primeros
acercamientos alli expuestos sobre la existencia de Jardines del Edén, el actual documento

profundiza significativamente en el marco teodrico, algoritmico y combinatorio del problema.

Motivado por estos avances, este trabajo propone un estudio sisteméatico de los Jardines
del Edén en redes dinamicas finitas, centrado en cémo la estructura del digrafo de interaccion
condiciona su existencia y cantidad. Se formulan cotas tedricas para el nimero de Jardines del
Edén en redes disyuntivas y conjuntivas, y se desarrollan algoritmos polinomiales que permiten

determinar parametros estructurales asociados a dichas configuraciones.

A lo largo de este trabajo, se abordara el andlisis tedrico de redes dinamicas finitas, con
especial énfasis en la relacion entre la estructura del digrafo de interaccién y la aparicion de
Jardines del Edén. Asimismo, se presentaran resultados para redes con digrafos no conexos,
se estudiaran los casos disyuntivo y conjuntivo, y se exploraran aspectos relacionados con la

complejidad temporal y computacional de los problemas asociados.

1.1. Organizacién de contenidos

El trabajo realizado en esta memoria esta organizado en capitulos dispuestos de la siguiente

forma:

= Capitulo 2: Definiciones.
Se presentan los conceptos bésicos necesarios, como grafos, digrafos, redes dinamicas fini-
tas, redes booleanas disyuntivas y conjuntivas, y se formalizan los conceptos de Jardines

del Edén, puntos fijos y digrafos de interaccion.
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» Capitulo 3: Digrafo de interacciéon y Jardines del Edén.
Se estudia como la estructura del digrafo de interaccién afecta la existencia de Jardines
del Edén. Se establecen resultados generales y se analiza especialmente el caso de digrafos
no conexos, mostrando como se pueden descomponer los problemas en componentes mas

simples.

» Capitulo 4: Jardines del Edén en redes disyuntivas y conjuntivas.
Se analizan las redes disyuntivas y conjuntivas, donde las funciones de activacion local
son del tipo OR o AND, respectivamente. Se derivan cotas para la cantidad de Jardines
del Edén en funcion del digrafo de interaccion y se detallan casos particulares de interés.
Adicionalmente, se vincula el problema del rango con el conteo de uniones de conjuntos,
lo que permite aprovechar sus propiedades combinatoriales para caracterizar de mejor

manera el rango de la red.

= Capitulo 5: Complejidad temporal.
Se aborda la complejidad computacional asociada a determinar Jardines del Edén y puntos
fijos en redes dindamicas finitas. Se distinguen casos generales y casos particulares para

redes disyuntivas y conjuntivas, proponiendo algoritmos y evaluando su rendimiento.

= Capitulo 6: Conclusiones y trabajo futuro.
Se resumen los principales resultados obtenidos a lo largo del trabajo, destacando las
contribuciones teodricas sobre la relacion entre el digrafo de interacciéon y la aparicion
de Jardines del Edén en redes dinamicas finitas. Ademas, se discuten posibles lineas de
investigacion futura, como la extension a redes mas generales, el estudio de dindmicas no

paralelas y el analisis de la complejidad computacional asociada.



CAPITULO 2

Definiciones

2.1. Conceptos basicos

Un grafo G es un par ordenado (V, E), donde V' # () es un conjunto finito de vértices y
E C{ee€P(V):|el =2} un conjunto de aristas. Dado un grafo G, V(G) y E(G) denotan su
conjunto de vértices y aristas, respectivamente. Una arista {u,v} € E se denota simplemente

CcOmo uv.

Un grafo dirigido o digrafo D es un par ordenado (V, A), donde V' # ) es un conjunto finito
de vértices y A C V x V un conjunto de arcos. Dado un grafo D, los conjuntos V(D) y A(D)
denotan el conjunto de vértices y arcos de D, respectivamente. Un arco (u,v) € A se denota
simplemente como uv. Si un grafo G = (V, E) es tal que |V| = 1, se dice que es trivial. De
manera similar, un digrafo D = (V, A) se dice trivial si [V| =1y A = 0.

Dado un grafo G = (V, E') con conjunto de vértices V = {1,...,n}, se define su matriz de
adyacencia Mg = (m;;) € {0,1}"" como la matriz donde m;; = 1siij € £,y m;; =0 en

caso contrario. De manera andloga, para un digrafo D = (V| A), su matriz de adyacencia Mp



2.1. Conceptos basicos

se define haciendo m;; = 1 si el arco ij € A, y m;; = 0 en el resto de los casos.

Dado un digrafo D = (V, A) y un vértice v € V, se define la vecindad de salida N*(v) y

la vecindad de entrada N~ (v) de v como sigue:

N*(w):={ueV(D):vue A(D)} N~ (v) :={ue V(D) :uve A(D)}.

Se define el grado de salida y grado de entrada de un vértice v € V como d*(v) :=
INT(v)| y d”(v) := [N~ (v)], respectivamente. Lo anterior permite definir el grado de salida
maximo de un digrafo D como A*(D) := méx,cv(p)dt(v).

En caso de existir ambigiiedades, se utilizard la notacién N (v) para la vecindad de entrada
vy Np(v) para la vecindad de salida del vértice v € V(D). De manera similar, df;(v) el grado

de entrada y d(v) el grado de salida del vértice v € V(D).

Dado un grafo G = (V, E), se dice que una secuencia de vértices v, ...,v,_1,0, €S un
recorrido si para todo ¢ € {0,...,n — 1}, vu;; € E. Mas atn, se dice camino si no hay
vértices repetidos (excepto por el caso vy = v,). Ademds, si es un camino y ademds vy = vy,
a la secuencia se le denomina ciclo de largo n. De manera equivalente, en los digrafos, al
reemplazar en la definicion de recorrido, la condicion v;v;11 € E por v;u;,41 € A, se obtiene la
definicién de camino dirigido y ciclo dirigido respectivamente. Si en un grafo (o digrafo) G

no hay ciclos (o ciclos dirigidos), G se dice aciclico.

Sea el grafo G = (V, E), se dice que G es conexo si es trivial o para todo par de vértices
u,v € V, existe un camino de u a v. De manera similar, se dice que un digrafo D = (V, A)
es fuertemente conexo si es trivial o para todo par de vértices u,v € V, existe un camino
dirigido de u a v.

Sea G = (V, E) un grafo, se dice que G’ = (V’, E’) es subgrafo de GG, denotado por G’ C G,
si G’ es un grafo tal que V! C V' y E/ C E. De manera anéloga, en el caso de dos digrafos
D= (V,A)y D = (V' A"), se dice que D’ es subdigrafo de D, denotado por D’ C D, si
V' CVy A C A Notemos que si los vértices u y v forman una arista uv € E(G"), entonces

u,v € V(G'), ya que G’ es un grafo (de manera similar para los arcos de D’).

Dado G = (V,E) y W C V| se define el subgrafo inducido de G por W como el grafo
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GIW] = (W, {uv € E : u,v € W}). De manera analoga, se define para un digrafo D = (V, A),
el subdigrafo inducido de D por W como D[W] = (W, {uv € A:u,v € W}).

Dado G = (V,E), se dice que W C V es una componente conexa de G si G[W] es
conexo y para cualquier U C V' que contenga estrictamente a W, el subgrafo inducido G[U]
no es conexo. De manera similar, dado un digrafo D = (V, A), se dice que W C V es una
componente fuertemente conexa de D si el subdigrafo inducido D[W] es fuertemente
conexo y para cualquier U C V' que contenga estrictamente a W, el subdigrafo inducido D[U]

no es fuertemente conexo.

El grafo subyacente de un digrafo D = (V, A) es el grafo G = (V, E), donde E = {{u, v} :
w € ANu # v}

Un digrafo D se dice conexo si su grafo subyacente es conexo.

Dado un digrafo D = (V, A) y un subconjunto de vértices W C V', definimos el digrafo
D\W = D[V \W].

Las definiciones 2.1 a 2.3 se obtienen desde [5].
Definiciéon 2.1. Un digrafo D = (V, A) es dirigido-bipartito si podemos particionar V en

conjuntos F y S tales que D solo tiene arcos de F a S. Al conjunto de vértices en F se les

conoce como fuentes y a los vértices en S como sumideros.
Definicién 2.2. Un sumidero j € S ={1,...,n} de un digrafo dirigido-bipartito D es redun-
dante si satisface una de las siguientes condiciones:
(1) Es un vértice aislado.
(11) Existei € S, con i < j tal que N~ (i) = N~ (7).
(111) Existe J C S\ {j} tal que |J| >2 y N~ (J) = N~ (j).

Una fuente k € F es redundante si es un vértice aislado.

El conjunto de vértices redundantes de D se denota como R(D). Dado un conjunto T de
vértices redundantes en un digrafo dirigido-bipartito D, entonces se tiene que R(D \ T) =
R(D)\T [5]. Lo anterior muestra que los vértices redundantes se pueden encontrar de manera

paralela o iterativa.
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Un digrafo dirigido-bipartito sin vértices redundantes se dice que es candénico. En un digrafo

canoénico, no hay vértices aislados y, por lo tanto, F' y S son tinicos.

Definicién 2.3. Sea el digrafo D = ({1,...,n}, A). Se define el digrafo bipartito de D
como D' = (V' A"), donde V' =V U{v :veV} yA ={uv:uv e A}. Ademds, se define la
versiéon candnica de D como C(D) = D'\ R(D'). Lo anterior incita a particionar V en 3

conjuntos distintos:

» Via(D) = {v e V :v € V(C(D))} como el conjunto de vértices de D que no son

redundantes en D'.

» V(D) :={veV:N,w)=0} como el conjunto de vértices de D sin arcos de entradas

y por lo tanto redundantes en D'.

n Viep(D) == V \ (Ve(D) U Vina(D)) como el conjunto de vértices de D con arcos de

entradas pero que resultan redundantes en D’.

De esta forma, por simplicidad definimos el conjunto V(D) := Vo(D) U Vyep(D) como
el conjunto de vértices de D redundantes en D' | el conjunto Vp(D) como el conjunto de los
vértices con grado de salida no nula en D y conjunto V’p(D) como el conjunto de vértices
fuentes de C(D) y por tanto, las copias de Vp(D). Notemos que para todo i € Via(D), la
copia de Np (i) en C(D) es Ngp)(i).

Ejemplo 2.1. Tomemos por ejemplo, el digrafo D de la Figura 2.1.
Q \®
Flgura 2.1: Digrafos D, D’ y su versién canénica C(D) de ejemplo 2.1.
Notemos que los vértices 3', 4" son redundantes ya que son vértices aislados. Los vértices 3

y 4 también son redundantes, en efecto, 2 < 3 y N, (3) = Np/(2) = {2'} y en el caso del vértice

8
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4,1 <4y Np(4) = Np(1) = {1',2'}. Para este caso Vp(D) = {1,2}, V(D) = {1',2'},
Vina(D) = {1,2}, Vaep(D) = {3,4}, V(D) =0 y Vr(D) = Vaep(D). Notemos ademds que
Np(2) = {2} y Ngpy (2) = {2}

2.2. Redes dinamicas finitas

Dado ¢ € N, se define el conjunto [¢] := {0,...,¢ — 1}. Una red dindmica finita de n

elementos se define como una funcién

fld™ — Tal”
r=(21,...,2,) = f(x) = (fi(z),..., fulx)),

donde x es una configuracién y las funciones f; : [¢]" — [¢] son llamadas funciones de
activacion local. Por simplicidad, una configuraciéon x = (x1, za, ..., x,) se denotara compac-

tamente por x1xs...T,.
En el caso particular de ¢ = 2, se dice que f es una red booleana.

Una red booleana f : {0,1}" — {0,1}" se denomina red conjuntiva si cada una de sus

funciones de activacién local f; : {0,1}™ — {0, 1} es de tipo AND, es decir,
fi(z) = AND(z;,, ..., 2;,) =25 Ao+ Az, =06 5t 2y, = 0.

De manera andloga, si todas las funciones de activacién local f; son de tipo OR, es decir,
fi(z) = OR(ziy, ..., 24,) =2, V-V, =16 Jjra;, =1,

entonces f se denomina red disyuntiva.

Dado un digrafo D = ({1,...,n}, A), denotaremos por f[D] : {0,1}" — {0,1}" a la red
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disyuntiva inducida por D, cuyas funciones de activacion local estan dadas por:

0 sid (i) =0,
\/ x; en otro caso,
JEV:jIieA

donde d~ (i) denota el grado de entrada del vértice i en D.

Dada una red dindmica finita de n variables f : [¢]" — [¢]" y una configuracion y € [q]",

se definen los siguientes conceptos dinamicos:

y es imagen si existe « € [¢]" tal que f(z) =y,

y es Jardin del Edén si no existe x € [¢]" tal que f(x) =y,

y es punto fijo si f(y) =y,

y es punto periddico si existe p € N tal que fP(y) =y,

y es transiente si no existe p € N tal que fP(y) = v.

Notemos que, bajo esta definicion, los puntos fijos son puntos peridédicos, y los puntos

periddicos son iméagenes. A su vez, los Jardines del Edén son transientes.

Denotaremos por Im(f), Fix(f), Per(f) y Eden(f) a los conjuntos de todas las configura-
ciones que son imagenes, puntos fijos, puntos periédicos y Jardines del Edén, respectivamente.
Sus cardinalidades se denotan como el rango (rank(f)), la cantidad de puntos fijos o rango fijo
(fix(f)), la cantidad de puntos periédicos o rango peridédico (per(f)) y la cantidad de Jardines
del Edén (eden(f)). Adicionalmente, se define la altura de la red f (h(f)), que representa el
valor minimo & tal que para toda configuraciéon x, la iteracién f*(x) es un punto periédico, es

decir:

h(f) = min{k € Ny : Ip € ZF, fF7 = f*1.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos la siguiente red booleana f : {0,1}* — {0,1}* donde para cada

10
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x € {0,1}*, sus funciones locales son:

filz) =21 AT, folo) =21, f3(2) = fa(x) = 3.

Se puede comprobar que y = 1101 es un Jardin del Edén ya que y3 # y4. Por otro lado, x = 0011
es un punto fijo puesto que f(x) = x, mientras que z = 0111 es un estado transiente, ya que

f(z) = 0011 (el cual evoluciona hacia un punto fijo).

Definicién 2.4. Dada una red dindmica finita f : [q]" — [q]", se define el digrafo de

iteracion (o digrafo de la dindmica) como:
Di(f) = (la]" {(z, f(2)) - w € [a]")}).

Bajo esta representacion gréfica, la dinamica del sistema adopta una interpretacion to-
polégica muy natural, donde las configuraciones son los vértices de D;(f) y las transiciones
corresponden a arcos dirigidos. Asi, un punto fijo se visualiza como un bucle (un arco de un
vértice hacia si mismo), un punto periddico de periodo p corresponde a un ciclo dirigido de
longitud p, v los estados transientes forman caminos dirigidos que actiian como ramas que
eventualmente desembocan en algiin atractor (ciclo o bucle). Por su parte, los Jardines del
Edén son exactamente las hojas o nodos fuente de estos arboles de transicion, es decir, vértices

con grado de entrada igual a cero.

Ejemplo 2.2.2. Fn la Figura 2.2 se presenta el digrafo de iteracion de la red booleana definida

®
ﬁ /L@ —9
el e 0

Figura 2.2: D;(f) del Ejemplo 2.2.1.

en el Ejemplo 2.2.1.

N

g

11
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Observemos que, a partir de la interpretacion anterior, se verifica directamente que para

cualquier red dindmica finita f, la cantidad de Jardines del Edén es:
eden(f) = [{v € V(D(f)) : d” (v) = 0}].

Ademas, se pueden ver de manera mas sencilla a que categoria corresponde cada configura-

cién y que el valor de la altura h(f) = 3.

Decimos que una funcién de activacién local f; : [¢]" — [¢] depende de la variable i si

existen configuraciones z,z € [q]™ distintas tales que z; = 2 para todo [ € {1,...,n} \ {i},

pero f;(x) # f;(2).

Definicién 2.5. Dada la red dindmica finita f: [q]" — [q]", se define el digrafo de inter-

accion de f como:

D(f):=({1,...,n},{ij : f; depende de la variable i}).

Notemos ademés que la red disyuntiva inducida por un digrafo D cumple que D(f[D]) = D.

Ejemplo 2.2.3. La Figura 2.3 presenta el digrafo de interaccion de la funcion booleana definida

14

Figura 2.3: D(f) del Ejemplo 2.2.1

en el Ejemplo 2.2.1.

Sea la red dindmica finita f : [¢]" — [¢]" y = € [¢q]™ una configuraciéon. Dado el digrafo
de interaccién D y un vértice v € V(D), se denota por x, al valor del vértice v en la con-
figuracion z. Anédlogamente, para un subconjunto S = {s1,...,s,} C V(D), se denota por
z|s == (xs,,...,2s,) a la restriccién de la configuracién x sobre los vértices en S. Adicional-

mente, dado p € Z, se utilizard la notacién x|g = p para indicar que x; = p para todo i € S.
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2.3. Familia acotada

Definiciéon 2.6. Sea la red dindmica finita f : [q]" — [q]™ con digrafo de interaccion D y
sea S C V(D) = {1,...,n}. Se define la proyeccion de las imdgenes sobre S, denotada por
Im(f;S), como el conjunto de los vectores y € [q]° tales que f(z)|s =y para algin x € [q]".
Consecuentemente, se define rank(f;S) = |Im(f;9)|.

Por el contrario, se define la funcién eden(f; S) = [{y € [q]° : v & Im(f; S)}|. Para simpli-
ficar la notacion, cuando S = {v} estd compuesto por un inico vértice v € V (D), se escribird
Im(f;v) en lugar de Im(f;{v}), y de manera andloga, los valores rank(f;v) y eden(f;v) repre-
sentardn rank(f;{v}) y eden(f;{v}), respectivamente.

Notemos que si S = V(D), se recuperan las definiciones globales del sistema, teniéndose
que rank(f) = rank(f;S) y eden(f) = eden(f;S). Ademds, es directo notar que rank(f;S) +
eden(f;S) = ¢!, ya que este valor corresponde al total de configuraciones posibles para los
vértices en S. Por completitud y simplicidad algebraica, se define rank(f; ) =1 y eden(f; () =
0.

Finalmente, se dice que un vérticev € V(D) es de rango completo en f sirank(f;v) = q.

2.3. Familia acotada

Definicién 2.7. Sea F = { Ay, ..., A,} una familia de conjuntos. Definimos la familia generada

por F como

(F) = {UA : Ig]—“}.

AeT
Diremos que B es generado por F si B € (F). Adoptaremos la convencion usual donde la

union sobre una subfamilia vacia es el conjunto vacio, por lo que ) € (F) para toda familia F.

Lo anterior motiva la definicién del siguiente problema computacional:

Problema 1 (#UNION-CLOSURE).

s Dada una coleccion finita de conjuntos finitos F, determinar el cardinal de la clausura

por union de F, es decir, |(F)]|.

13



2.3. Familia acotada

Definicién 2.8. Sea [n] = {1,...,n}. Una familia de conjuntos F se dice n-familia si
(F) € P([n]).

FEs decir, todas las uniones de subfamilias de F son subconjuntos de [n].

Notemos que a cualquier familia finita sobre un conjunto finito se le puede reetiquetar su

universo para que sea un subconjunto de [n].

Definicién 2.9. Sea F una familia de conjuntos. Un conjunto R € F se dice redundante en

F si al eliminarlo de F, se generan la misma cantidad de conjuntos, esto es:

(P = KFNARDI-

De la misma forma, un elemento r € Uacr A se dice redundante si al eliminarlo de todos los

conjuntos en F se generan la misma cantidad de conjuntos bajo uniones, esto es:

(P = [{ANA{r}: Ae FR.

Definicién 2.10. Una n-familia F se dice acotada si no contiene conjuntos redundantes y
satisface:

|F| < n.

Notemos que, dados n,m € N con m > n, si F es una n-familia acotada, entonces F es

trivialmente una m-familia acotada (pues P([n]) C P([m])).

Notar que dado k € N siempre existe un n > k tal que F es una n-familia acotada y
|(F)| = k, basta considerar F = {{1,...,i—1} :i=1,...,k}. Luego tiene sentido el siguiente

concepto.

Definicién 2.11. Dado k € N, definimos:

mbf(k) := min{ n € N : existe una n-familia acotada F tal que |(F)| =k }

14



2.3. Familia acotada

Dada una n—familia F = {A;,..., A,,}, podemos representar su estructura mediante una

matriz de pertenencia M (F) = (m;;) € {0,1}™*", definida por:

1 Sl] S Ai,
mij =
0 en otro caso.

Esta representacién matricial permite estudiar la clausura por unién desde la perspectiva del
4dlgebra booleana. Para formalizarlo, dados dos vectores u,v € {0, 1}*, definimos su disyuncién
légica w = u V v mediante la operacién componente a componente w; = u; V v;. Asimismo,

establecemos la relacion de orden parcial v < v si y solo si u; < v; para toda componente 1.

Utilizando estas operaciones, definimos la clausura disyuntiva de filas Vi(M) de la
matriz M como el conjunto de todos los vectores generados mediante la disyuncion légica de

subconjuntos de sus filas:

V(M) = {\/ri TC [m]}’

i€z
donde r; denota la i-ésima fila de M. De manera analoga, se define la clausura disyuntiva
de columnas V(M) como el conjunto de vectores generados por la disyuncién logica sobre

subconjuntos de las columnas c; de M:

Vo (M) ::{\/cj:jg[n]}.

JjeT

Por convencién, la disyuncién sobre un conjunto vacio de indices (Z =0 o J = 0) produce
el vector nulo de la dimensién correspondiente. Este vector actiia como elemento neutro de

la operacién, asegurando la igualdad |(F)| = [Vr(M(F))| al incluir el conjunto vacio @ € (F).

Por simplicidad, definimos el rango disyuntivo de una matriz booleana M como:
rank” (M) = |Vr(M).

Definicién 2.12. Dada una matriz booleana M, se define su forma minimal M* como la

matriz resultante de aplicar el siguiente procedimiento:
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2.3. Familia acotada

(1) Se eliminan filas y columnas repetidas, conservando solo una copia de cada una.
(11) Se eliminan todas las filas expresables como disyuncion logica de otras (r; =\ es7;).

(111) Se eliminan todas las columnas expresables como disyuncion légica de otras (¢, = Vier ¢1).

Dada una familia F se define su matriz minimal M*(F) como la forma minimal de M (F).
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CAPITULO 3

Digrafo de interaccién y Jardines del Edén

El digrafo de iteracion describe a la perfeccion la dindmica del sistema, pero su crecimiento

exponencial puede volverlo inabordable para el andlisis directo.

Para afrontar este problema, se estudia el digrafo de interaccion, que captura las relaciones
entre variables sin detallar la evolucion temporal. Esto permite un analisis mas manejable y la

extraccion de propiedades claves.

3.1. Redes dinamicas finitas con digrafos de interaccién

no conexos

Cuando el digrafo de interacciéon no es conexo, el sistema puede dividirse en componentes
independientes, lo que simplifica su estudio. Esta estructura facilita la identificacién de estados

como los Jardines del Edén y su impacto en la dindmica global.

En esta seccién, se estableceran cotas para este tipo de digrafos, proporcionando herramien-
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3.1. Redes dindmicas finitas con digrafos de interaccién no conexos

tas para caracterizar su comportamiento.

Lema 3.1.1. Sea una red dinamica finita f : [q]™ — [q]" con digrafo de interaccion D = (V, A).

Sea {Vi, ..., Vi, } una particion de V. Entonces,

m
rank(f) < [] rank(f; Vi).
i=1
Ademas, si {Vi,...,Vn} es una particion de los vértices de D por componentes conexas,

entonces:

rank(f) = ﬁ rank(f; V;).
i=1

Demostracion. Se define la funcién:
F:Im(f) = Im(f;Vh) x -+ x Im(f; Vi),

tal que F(y) = (ylvi,---,ylv,,). Notemos que por definicién, si y € Im(f) entonces, y|y, €
Im(f;V;) para todo i € {1,...,m}, es decir, F' estd bien definida.

Ahora, demostraremos que F' es inyectiva. En efecto, supongamos que F(y) = F(z) para
y,z € Im(f). Entonces, para todo i € {1,...,m}, yly;, = z|y,. De lo anterior y del hecho de
que los V; generan una particion de los vértices de D, se deduce que y = z. Por lo tanto, F' es

inyectiva y por lo tanto:
rank(f) = [Im(f)| < [[ [Tm(f; V;)| = ]| rank(f; V).
i=1 i=1

A continuacién, probaremos que si {Vi,...,V,,} es una particion de los vértices de D por
componentes conexas, entonces F' es sobreyectiva. Sea z = (y™M, ... y™) € Im(f; Vi) x --- x

v =y,

Im(f; V), entonces por definicién, existe un = € [¢]" tal que f(z®)

Sea y € [q]" tal que y|y, =y para todoi € {1,...,m} ysea z € [¢]" tal que z|y, = |y,
para todo i € {1,...,m}. Probamos que f(x) =y.
Para todo i € {1,...,m}, el conjunto de vértices en V; es una componente conexa del digrafo

D, es decir, los vértices en V; solo pueden depender de si mismos. Ademds, como x|y, = 2|y,
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3.1. Redes dindmicas finitas con digrafos de interaccién no conexos

v. =y = y|v,. Lo anterior es valido para todo i € {1,...,m},

se tiene que f(z)|y, = f(z™)
por lo tanto f(xz) = y. Por lo anterior, y € Im(f) y F(y) = 2, lo que demuestra que F' es

sobreyectiva.

Dado que F' es inyectiva y sobreyectiva, se concluye que F' es una biyeccion entre los con-

juntos Im(f) e Im(f; V1) x -+ x Im(f; V;,,). De lo anterior se deduce que:

rank(f) = ﬁrank(f; Vi).

Observacién 1. La funcion F puede ser biyectiva incluso si {Vi,...,V,,} no es una particion

en componentes conezas, por ejemplo, si rank(f) = ¢q" se obtiene que:
m m m
¢" = rank(f) < []rank(f;V;) =[] |Tm(f; Vi)| = [T ¢ = ¢".
i=1 i=1 i=1
Lo cual prueba en este caso la sobreyectividad de F' vy, por consecuencia, la biyectividad.

El ejemplo anterior no es el unico ejemplo de esto. Notemos que la red booleana:
g(@1,2) = (22,1)

no es biyectiva, el digrafo D(g) es conexo y para la particion {{1},{2}}, F es biyectiva.

Es mds, para una red booleana arbitraria h : {0,1}* — {0000,0011, 1100, 1111}, cuyo com-

portamiento coincida en las configuraciones dadas en Tabla 3.1,

x | h(x)
0000 | 0011
0001 | 1100
0010 | 0000
0110 | 1111
1110 | 0011

Tabla 3.1: Comportamiento de la red h(xz) de Observacién 1.

se tiene que: h no es biyectiva, su digrafo de interaccion es fuertemente conexo (contiene al

19



3.1. Redes dindmicas finitas con digrafos de interaccién no conexos

ciclo C := xyxexsxsxy) y para la particion {{1,2},{3,4}}, F es biyectiva.

Ejemplo 3.1.1. Dada la red booleana del Ejemplo 2.2.1 y su digrafo de interaccion de la Figu-
ra 2.3, si consideramos la particion Py = {{1,3},{2,4}}, podemos notar que rank(f;{1,3}) =4
y rank(f;{2,4}) =4, asi rank(f) < 16, lo cual es trivial.

Ahora, si consideramos la particion de vértices Py = {{1,2},{3,4}}, podemos probar que
rank(f;{3,4}) = 2 (ya que y € Im(f; {3,4}) si y solo si ys = y4) y dado que rank(f;{1,2}) <4
tenemos que rank(f) < rank(f;{1,2}) - rank(f;{3,4}) =4 -2 =38, es decir, tenemos una cota

menor para rank(f).

Notemos ademds que Py es una particion de vértices en componentes conexas y por lo tanto,
podemos trabajar cada componente conexa por separado. Sabiendo que rank(f;{1,2}) = 3, se
tiene por el teorema anterior que rank(f) = rank(f;{1,2}) - rank(f;{3,4}) =3-2 =6, lo que

coincide con lo descrito en la Figura 2.2.

Observemos que el teorema anterior nos dice que podemos encontrar cotas para rank(f)
separando su digrafo de interaccion en componentes conexas y solo conociendo las relaciones

entre algunas de sus funciones de activacién local.

Corolario 3.1.2. Sea una red dindmica finita f : [q]" — [q]" con digrafo de interaccion

D= (V,A). Sea {V1,...,Vy,} una particion de V. Entonces,
eden(f) > ¢" — [[ rank(f; Vi).
i=1

Demostracion. Lema 3.1.1 nos dice que:

rank(f) < ﬁrank(f; Vi),
i=1

y usando que ¢" — rank(f) = eden(f) obtenemos la desigualdad. [ |

Corolario 3.1.3. Sea una red dindmica finita f : [q]" — [q]" con digrafo de interaccion

D= (V,A). Sea {V1,...,Vy,} una particion de V' por componentes conezxas. Entonces,

eden(f) =¢" — ﬁ rank(f;V;) = ¢" — ﬁ [q‘vil — eden(f; V;)}

i=1 =1
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3.2. Resultados generales

Demostracion. Recordemos que rank(f) + eden(f) = ¢", ast:

eden(f) = ¢" — rank(f).

Por Lema 3.1.1, se tiene:

eden(f) =q¢" — ﬁ rank(f; V;).

i=1

Recordemos que rank(f; V;) = ¢!Vl — eden(f;V;), demostrando asi la igualdad. [ |

Corolario 3.1.3 nos indica que estudiar cada componente conexa por separado es equivalente
a estudiar el digrafo de manera general. Los enunciados posteriores no exigen conexidad, sin

embargo, puede ser conveniente aplicarlos en las componentes conexas por separado.

3.2. Resultados generales

Teorema 3.2.1. Sea f : [¢]" — [q]" una red dindmica finita con digrafo de interaccion

D = (V,A). Para cualquier S CV, se cumple que:
eden(f) > eden(f;S) - ¢" 15!,

Demostracion. Sea y € [q]° tal que y ¢ Im(f;S). Consideremos una configuracién arbitraria
z € [q]™ tal que z|g = y. Por definicién, si z € Im(f), entonces y € Im(f; ), lo que lleva a una

contradiccién. Por lo tanto, z ¢ Im(f), lo que implica que z es un Jardin del Edén.

Notemos que, para cada configuracién y ¢ Im(f;S), existen ¢"~1! configuraciones 2z € [q]"
distintas tales que z|g = y. De esto se deduce que, por cada una de las eden( f; S) configuraciones

distintas en los vértices de S, se generan ¢"~!S! Jardines del Edén. Por lo tanto, se cumple que:
eden(f) > eden(f;S) - ¢" 15!,

El enunciado anterior nos permite escoger redes dindmicas finitas en digrafos, de manera
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3.2. Resultados generales

que éstas puedan tener una gran cantidad de Jardines del Edén.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos el digrafo D de la Figura 3.1.

/@

Figura 3.1: Digrafo D de Ejemplo 3.2.1.

Si buscamos una red booleana f tal que D(f) = D, entonces basta escoger f : {0,1}° —
{0,1}° tal que para x € {0,1}5, fi(z) = fo(x) = 21 A z4. Por lo tanto, eden(f;{1,2}) =2 y
por consecuencia eden(f) > 2 - 2572 = 16 independientemente de cémo sean las funciones de

activacion local de f de los demdas vértices.

Observacién 2. Notemos que en el ejemplo Ejemplo 3.2.1 utilizamos vértices con la misma
vecindad para generar Jardines del Edén, sin embargo esto solo fue escogido por simplicidad.
Mas adelante, el Teorema 3.2.7 nos dard una forma para lograr esto utilizando el grado mdzrimo

de salida del digrafo de interaccion.

El siguiente teorema nos muestra una condicién necesaria para que en una red dinamica

finita f se puedan encontrar pocos Jardines del Edén, dado su digrafo de interaccién.

Teorema 3.2.2. Sea una red dindmica finita f : [q]" — [q]" con digrafo de interaccion D. Si

n>2yl <eden(f) <gq, entonces D es conexo y Va(D) es vacio.

Demostracion. Primero debemos demostrar que D es conexo. Por contradiccién, supongamos
que podemos particionar V(D) en m > 2 componentes conexas no vacias {V,...,V,,}. Como

eden(f) = ¢" — rank(f), usando Lema 3.1.1 se tiene que
¢" — eden(f) = rank(f) = [] rank(f; V;).
i=1

Si suponemos que rank(f;V;) = ¢!Vl para todo i € {1,...,m}, entonces rank(f) = ¢" >

q"—eden(f), lo que es una contradiccion. De lo anterior, supongamos sin pérdida de generalidad
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3.2. Resultados generales

que rank(f;V}) < ¢" — 1y considerando que n — |Vi| > 1, ya que Vj # V(D), se tiene que
" — eden() = rank(f) = T snk(f: V)

|V1\ H q|V|

=q"— ¢ M

<q"—q.

Lo anterior indica que eden(f) > ¢, lo que es una contradiccién, por lo tanto D solo tiene una

Componente conexa.

Ahora, probaremos que V(D) = (). Por contradiccion, supongamos que existe v € V(D).

Como f es constante en v, se tiene que eden(f;v) = ¢ — 1. Teorema 3.2.1 nos indica que

eden(f) > eden(f;v)-¢" ™" > (¢—1)¢""" > (¢ —1)g > ¢,

lo que es una contradiccion. [ |

Es interesante notar que en el caso n = 1 solo podemos asegurar la conexidad. En un
digrafo con un vértice solo puede pasar que D = D; = ({v},0) o D = Dy = ({v}, {(v,v)}).
Para D = D, notemos que f es constante, eden(f) = ¢— 1y V(D) = {v}. Para D = D,
si ¢ = 2, se tiene que eden(f) = 0 (solo podemos hacer que f,(z) =z, o f,(x) = —x,, ambas
son biyectivas). Sin embargo, si ¢ > 2 podemos formar funciones f, no sobreyectivas para que
1 <eden(f) < ¢ (por ejemplo, f,(z) = min{z,, 1}).

Lo anterior indica que el digrafo D depende del valor de ¢ cuando n = 1. Ademas, si ¢ = 2,

implica que V(D) # ), en contradiccion a lo que indica el teorema anterior para n > 2.

Dado k € N arbitrario y un digrafo D, surge la duda de si es posible o no asociarle una red
dindmica f tal que D(f) = D y rank(f) = k. El siguiente teorema muestra que no siempre es

posible hacer esto.

Teorema 3.2.3. Sea f : [q]" — [¢]" una red dindmica finita con digrafo de interaccion D.

Si rank(f) es un nimero primo, entonces todas las componentes conezxas de D, a excepcion de
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3.2. Resultados generales

una, son vértices aislados.

Demostracion. Sea {V1,...,V,,} una particién de V(D) por componentes conexas de D.

Por Lema 3.1.1, se tiene la siguiente igualdad:
rank(f) = [ rank(f; V;).
i=1

Dado que rank(f) es un ntimero primo, la tnica factorizacién posible es asumir sin pérdida de

generalidad que rank(f;V;) = rank(f) y que rank(f;V;) =1 para todo i € {2,...,m}.

Ahora bien, si rank(f;V;) = 1 para i > 2, esto implica que f es constante en los vértices
de V;, lo que significa que no hay aristas de entrada en los vértices de V;. Como cada V; es una

componente conexa, esto solo es posible si V; consiste en un tinico vértice aislado.

Por lo tanto, todas las componentes conexas de D, excepto una, son vértices aislados, como

queriamos demostrar. [ |

Lo anterior prueba que dado un digrafo D, no siempre es posible encontrar una red dindmica
finita con D(f) = D tal que rank(f) = k para un valor de k arbitrario, es decir, nos muestra

una fuerte relacién entre D(f) y rank(f).

Lema 3.2.4. Sea f : [q]" — [¢]™ una red dindmica finita con digrafo de interaccion D = (V, A),

entonces,

eden(f) = ¢" — ¢"7' Vel L eden(f; V' \ V(D).

O mds bien como cota inferior:
eden(f) > ¢" — ¢~ Vel

Demostracion. Sea O := V(D) y la funcién I : Im(f) — Im(f;V \ O) tal que I(z) = x|y 0.
Probaremos que la funcion I es biyectiva.

Primero probaremos que [ es sobreyectiva. Sea y € Im(f;V \ O) cualquiera, entonces por

definicién, existe € Im(f) tal que z|y\o = y. Finalmente, se concluye que para cualquier
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3.2. Resultados generales

y € Im(f;V \ O), existe un x € Im(f) tal que I(z) = z|y\o = y. Finalmente concluimos que I

es sobreyectiva.

Para la inyectividad de I, sean x,z’ € Im(f) con = # 2’. Dado que pertenecen a Im(f),
existen z,z € [q]" tal que f(z) = x y f(2) = 2’. Ahora basta notar que en los vértices O,
la funcién f es constante, entonces z|p = f(2)lo = f(2')|o = 2'|o. Como x # 2, entonces,

z|ino # 2'[y\o o equivalentemente, I(x) # I(2'). De esta forma, I también es inyectiva.

De lo anterior, se tiene que I es una biyeccién entre Im(f) e Im(f; V' \ O), y por lo tanto:
rank(f) = [Im(f)| = [Im(f; V' \ O) = rank(f;V'\ O).
Ocupando la igualdad anterior se deduce que:

eden(f) = ¢" — rank(f)
=¢" —rank(f;V'\ O)
= ¢" — |¢"% —eden(f;V\ O)]
= ¢" — ¢ 1% 4 eden(f; V \ O).

Para la cota, basta notar que eden(f;V \ O) > 0. |

Teorema 3.2.5. Sea f : [¢]" — [¢]" una red dindmica finita con digrafo de interaccion

D = (V,A). Si AT(D) =1, entonces:

eden(f)=¢"— J[ rank(f;v).

veV\ V(D)

Demostracion. Sea O := V(D). Si AT(D) =1, se tiene que V'\ O # (), por lo que procedemos
a definirlo como V' \ O := {1,...,m}.

De Lema 3.2.4, tenemos que

eden(f) = ¢" — ¢" 7% +eden(f; V \ O) = ¢" — rank(f; V' \ O).
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3.2. Resultados generales

Luego, se define la funcién F : Im(f;V \ O) — Im(f;1) x ... x Im(f;m) tal que F(y) =

(Y1, - .,Ym). Basta demostrar que F' es biyectiva.

Primero, demostremos que F' es inyectiva. En efecto, dadas dos configuraciones y,z €
Im(f;V '\ O) distintas, se tiene que existe i € V'\ O tal que y; # z; y por lo tanto F(y) # F(z).
Por lo tanto, F' es inyectiva.

Para la sobreyectividad, basta mostrar que para y = (y™M,....y™) € Im(f;1) x ... x
Im(f;m) existe z € Im(f; V' \ O) tal que F(z) = y. En efecto, como y@ € Im(f;i), existe 29
tal que f(z®); = y®.

Dado que AT(D) = 1 se tiene que para todo 4,j € V distintos, N=(i) " N~ (j) = 0. Lo
anterior nos permite escoger x € [¢]" tal que para todo i € V, |n-¢) = x(i)|N7(Z~). De esta
forma, escogiendo z = f(x)|y\0, se tiene que z € Im(f;V\O) vy 2z = f(x); = y® para todo
i € V'\ O. Finalmente, se concluye que existe z € Im(f; V' \ O) tal que F(z) = y, lo que prueba

que F' es sobreyectiva.

Dado lo anterior, se concluye que F' es biyectiva y por lo tanto:

rank(f;V\ O) = [Im(f; V\O)| = ] [Im(f;v)|= [] rank(f;v).

veV\O veV\O

Observacién 3. Si AT (D) =0 entonces, eden(f) = ¢" — 1. En efecto, si AT(D) =0, se tiene
que A = 0 y, por lo tanto, [ es constante. Lo anterior implica que rank(f) = 1, por lo que

eden(f) =q¢" — 1.

El teorema y la observacién anterior nos indican que para redes dindmicas finitas con di-
grafo de interacciéon de grado méximo de salida 1, la cantidad de Jardines del Edén depende

exclusivamente de la cantidad de imagenes de las funciones de activacion local.

Ejemplo 3.2.2. Dado el digrafo D = (V, A) representado en la Figura 3.2, se define la red

dindmica finita [ : [q]®> — [q]® tal que ¢ > 4 y con funciones de activacién local:

filz) = min{{z,; : ji € A} U{3}}, Vie{l,...,5}.
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3.2. Resultados generales

?
O—0O
Figura 3.2: Digrafo D con AT (D) = 1.

Se puede notar que D(f) = D y ademds, sii € V' \ Va(D), entonces rank(f;1) = 4.

Dado que AT(D) =1y |V \ Vo(D)| = 3, el teorema anterior nos dice que:

eden(f) = ¢° — I rank(f;v) = ¢ — 43 =¢° —64.
UEV\ Vc(D)
El teorema es de gran utilidad en este tipo de digrafos, ya que permite conocer la cantidad
de Jardines del Edén a partir del recorrido de las funciones de activacion local. Esta tarea
resulta en general mas sencilla en comparacion con digrafos donde una variable afecta a varias

funciones de activacion local simultaneamente.

Corolario 3.2.6. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red booleana con digrafo de interaccion D =

(V,A). Si AT(D) <1, entonces:
eden(f) — 2 — 2n-1 V(D)

Demostracién. Sea O := V(D). Si |[O] = n, entonces AT(D) = 0 y por lo tanto podemos
ocupar Observacion 3, lo que nos dice que eden(f) = 2" — 1.

Para el caso AT(D) = 1, se tiene que V' \ O # 0. Luego, dado v € V'\ O, demostraremos
que es de rango completo en f. En efecto, como v ¢ O, entonces rank(f;v) = 2, de otra forma
v seria constante y por lo tanto v € O, lo que es una contradiccion.

De lo anterior, todos los vértices en V'\ O son de rango completo y al aplicar Teorema 3.2.5

directamente, se obtiene la igualdad buscada. |

Notemos que para el caso de redes booleanas, el corolario muestra que la cantidad de Jardines

de Edén estd completamente definida por D si es que AT(D) < 1.
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El Teorema 3.2.2 nos indica que para tener pocos Jardines del Edén es necesario que el
digrafo de interaccién D sea conexo y V(D) = (). El siguiente teorema muestra que redes
dindmicas finitas con digrafos de interaccién D conexos y V(D) = () no necesariamente tendrdn

pocos Jardines del Edén.

Teorema 3.2.7. Dado D = (V, A) un digrafo con n vértices tal que A*(D) = k > 2. Entonces,

existe una red dindmica finita f : [q]™ — [¢]™ con digrafo de interaccion D tal que:
eden(f) > ¢" — (281 4 1) . 2n~ [ VeD)I=k,

Ademas, existe h : [q]" — [q]" con digrafo de interaccion D tal que todos los vértices de

V'\ V(D) son de rango completo en h y:

q
eden(h) > ¢" — <Z lk_1> g VeD)l=k,
=1

Demostracion. Sea O := V(D). Como AT (D) = k, entonces existe w € V tal que d*(w) = k.

Dado v € N*(w), podemos formar una red dindmica finita f tal que para = € [¢]",

0 siz|y-( =0, 1 siz|y-( =1,
fulz) = “ Vue V\(OU{)) v fula)= )

1 en otro caso. 0  en otro caso.

Notemos que f(z)|y+@w) € {0,1}* para todo x € [¢]", por lo que Im(f; N*(w)) C {0,1}*.
Lo anterior implica que rank(f; N*(w)) = | Im(f; N*(w))| < |{0, 1}*| = 2.

Demostraremos que para todo = € [q]™, si f(z), = 1 entonces para todo u € NT(w)
f(x), = 1. En efecto, si f,(z) = 1, entonces ya que w € N~ (v), z,, = 1 y por lo tanto, para todo
u € NT(w), se tiene que f,(z) = 1 ya que w € N~ (u). De lo anterior, si f,(z) = 0, tenemos a lo
més 25! configuraciones distintas de los demds vértices en N*(w), y si f,(z) = 1, solo tenemos

una posible configuracién para los vértices en NT(w) por lo que rank(f; N (w)) < 281 4+ 1.

Finalmente, escogemos V; = O, Vo = Nt (w) y V3 = V' \ (V1UV,). Tenemos que rank(f; V1) =
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1, rank(f; V3) < 2871 + 1 y rank(f; V3) < 277191=F Usando Corolario 3.1.2 se tiene que

eden(f) > ¢" — ﬁ rank(f; V;)

=1

Z qn . (2]671 + 1)2n7|0|7k.
De manera similar a la anterior, dado = € [¢]", se define h como:

hy(x) = max {:cs} Vue V\(OU{v}) vy hy(z)= min {z}.

sEN— SEN—(v)

Primero probaremos que todos los vértices son de rango completo sobre h. En efecto, dado un
vértice r € V' \ O, si h,(x) = p € [q], entonces basta escoger x € [¢]" tal que z|y-() = P, por

lo que 7 es de rango completo sobre h.

Notemos que si h,(z) =1 € [q], entonces z,, > 1y, por lo tanto, para todo vértice u € N*(w)
distinto de v se tiene que h,(x) > . De lo anterior, si h,(z) = [, para los vértices en N (w)\ {v}
se tienen a lo mas (¢ — [)*~! configuraciones posibles. De lo anterior, y teniendo en cuenta el

caso desde [ = 0 hasta [ = g — 1 se tiene que:

—

q— q

rank(f; N*(w)) < Z(q—l) Zlkil.

=0 =1

~

Nuevamente, escogemos Uy = O, Uy = N1 (w) y U3 = V\(U;UU3). Tenemos que rank(h; Uy) = 1
y rank(h; Us) < ¢"~191=*, Usando Corolario 3.1.2 se tiene que:

3
eden(h) > ¢" — [] rank(h; U;)

=1

q
> qn . <Z lkl) . qn7\0|7k'
=1
]

Ejemplo 3.2.3. Dado V = {1,...,n}, se define el digrafo Io(n = (V,V x V) como el digrafo

con todas sus posibles arcos. El digrafo K5 se presenta en la Figura 3.3.
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3.2. Resultados generales

Figura 3.3: Digrafo Ks.

Notemos que para este caso AT(K,) =n y por lo tanto, el teorema anterior nos indica que
podemos encontrar una red dindmica finita f tal que D(f) = K,, y al menos ¢" —2"~1 — 1 de

las configuraciones en [q]" sean Jardines del Edén, es decir, mas de la mitad.

Y ademds, el teorema nos dice que podemos encontrar una red dindmica finita finita h tal

que todos los vértices de V'\ V(D) son de rango completo en h con al menos:

q
qn o Z ln—l

=1

Jardines del Edén.

30



CAPITULO 4

Jardines del Edén en redes disyuntivas y

conjuntivas

En el caso de redes disyuntivas o conjuntivas, su digrafo de interaccién representa con
precision la estructura de la red, excepto por los vértices con grado de entrada nulo. Esto
permite un andlisis mas eficiente de su dindmica, ya que el comportamiento de la red puede

inferirse directamente a partir de su estructura.

En este capitulo, se establecen cotas y propiedades para este tipo de redes. Para ilustrar
estos resultados, se considerara en particular el caso de las redes disyuntivas; sin embargo, los

resultados también son validos en redes conjuntivas.

4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

Para cualquier red disyuntiva o conjuntiva f con digrafo de interaccion D, se puede observar

que, para una configuracién = € Im(f), el valor de los vértices en Vg, (D) esta completamente
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4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

determinado por el valor de los vértices en Viq(D). Debido a esto, Viq(D) serd nuestro

principal conjunto de interés.

Consecuentemente, en este tipo de redes, el valor de eden(f; Vina(D)) juega un papel fun-

damental en el andlisis de su dindmica.

El siguiente lema muestra la relacién de los conjuntos Vaep(D) v Vina(D).

Lema 4.1.1. Sea D un digrafo. Siu € Vqep (D), entonces existe un conjunto S C Vina(D) no
vacio tal que N=(S) = N~ (u).

Demostracion. Es facil observar que S no puede ser vacio ya que en ese caso N~ (S) = y por
Definicién 2.3, N~ (u) # 0 ya que u € Vgep(D).

Primero notemos que Vgep(D) es un conjunto de vértices redundantes no aislados en D'.
Ahora, por contradiccion, supongamos que VS C Via(D), N=(S) # N~ (u). Escogemos D’
como el digrafo bipartito de D. Si escogemos T = Vgep(D) \ {u}, dado que u € Vyep(D),
entonces, u € R(D'), de esta forma, u € R(D')\ T = R(D'\ T), es decir, u es redundante en
el digrafo bipartito D'\ 7.

Como u no es aislado, entonces N~ (u) # (). Notemos que el conjunto de los nodos sumideros
de D'\ T es igual Viq(D) U {u}. Por hipétesis, VS C Viua(D), N=(S) # N~ (u), lo que es
equivalente a V'S C Viya(D), N, (S) # Npi(u), de esta forma, u no es redundante en D'\ T,

lo que es una contradiccién. [ |

Teorema 4.1.2. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva (conjuntiva) con digrafo de

interaccion D. Entonces,
eden(f) =2" — 2l Vina(D)| - eden(f; Vina(D)).

O como cota inferior,

eden(f) > 2" — 2l Via(D)l,

Demostracion. Sea f una red disyuntiva y denotamos Vi := Viq(D), O := V(D) y Vp :=
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4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

Viep(D). Segiin Lema 3.2.4, sabemos que:
eden(f) = (2°' = 1)(2"7191) 4 eden(f; V; U Vp).

Por lo tanto, solo nos falta calcular los valores para eden(f;V; U Vp).

Para todo S C Vj, definimos los conjuntos Hg := {u € Vp : Jv € S,N~(v) C N~ (u)}
y Is = {y € {0,1}V1Y" : y|s = Ty ylyps = 0}. Demostraremos que si y € Is e y €
Im(f; Vy U Vp), entonces se cumple y|gy = 1y ylvp\us = O.

En efecto, sea y € Ig, siy € Im(f; V;UVp), entonces existe € {0, 1}" tal que f(z)|v,uv, =

Primero, demostremos que y|g, = I. Sea u € Hg, es decir, existe v € S tal que N~ (v) C
N~ (u). Dado que y € Ig y v € S, se concluye que y, = 1, y por lo tanto debe existir algin
w € N~ (v) tal que x,, = 1. Si no existiera tal w, entonces, dado que f es una red disyuntiva,
tendrfamos y, = 0, lo cual contradice nuestra suposicién. Como w € N~ (v) y N~ (v) € N~ (u),

se deduce que w € N~ (u). Por lo tanto, y, = 1.

De manera similar, se demuestra que y|v,\zg = 0. En efecto, si u € Vp \ Hg, Lema 4.1.1
asegura que existe un conjunto R C V; tal que N=(R) = N~ (u), ya que u € Vp. Notemos que
para todo r € R, se cumple N~ (r) C N~ (u). Ahora, si r € S, entonces por definicién u € Hg,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, para todo r € R, se tiene r ¢ S. Asi, para todo
r € R, se cumple que y, = 0, es decir, y|g = 0.

Como f es una funcién disyuntiva, la inica forma en que esto sea posible es que z|n-(r)y = 0.
Finalmente, dado que N~ (u) = N~ (R), concluimos que y, = 0.

Ahora probaremos que, si y € Ig tal que y|y, € Im(f; V) entonces |Im(f; V;UVp)NIg| = 1.

En efecto, como yly, € Im(f; V7), por definicién, existe un = € {0, 1}" tal que y|y, = f(z)|y,.
Si elegimos ¥’ = f(x)|v,uvy,, entonces ' € Im(f; Vr U Vp). Ademés, dado que /|y, = f(z)|y, =
Ylv,, se concluye que y' € Ig y por lo tanto |Im(f;V; U Vp)NIg| > 1.

Para probar la igualdad, supongamos por contradiccion que | Im(f;V; U Vp) N Ig| > 2. De
lo anterior concluimos que existe un y” € Ig tal que y" # v y ¢" € Im(f;V; U Vp). Como

Y, y" € Im(f; VIUVp), se tiene que ¥ |gy = ¥’ |y = Ty Ylvpas = V' lvo\ag = 6, lo que implica
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4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

que ¥y, = ¥'|v,. Finalmente, dado que v',y” € Ig, se concluye que ¢'|v, = y"|v,, y por lo

tanto vy = vy".
Notemos que podemos expresar las configuraciones de los vértices de V; U Vp como sigue:

{0,1}""9"" = |J Is.

SCVr

Sea C' C {0,1}V1°V2 definimos J(C) = [{z € C : = ¢ Im(f;V; U Vp)}|. De lo anterior,
notemos que para cada y € Ig, si yly, ¢ Im(f;V;), entonces y ¢ Im(f;V; U Vp). Es decir,
J(Is) = |Is] = 2VPl. Si y|y, € Im(f;V;), entonces existe un tnico y' € Ig tal que y €
Im(f;Vy U Vp).Por lo tanto, todas las configuraciones y € Ig distintas de y cumplen que

y & Im(f; ViU Vp), es decir, J(Is) = |Is| — 1= olvbl _ 1.

Finalmente, definimos:

1 siVy e Ig, ylv, ¢ Im(f; Vi),

0 en otro caso.

5s =

Se tiene que:

eden(f: V; UVp) = J({0,1}19%) = 7 ( U fs) = 3 )= X (@1 —1+4g)

SCV; SCV; SCV;p

Teniendo en cuenta que |O| + |V;| + |Vp| = n, obtenemos la siguiente igualdad:

eden(f) = (21° = 1)(2"71°0 + eden(f; V; U VD)

= 9on _ 2”‘|O\ + Z (Q\VD| —1+ 55)

SCVr
—gn _ 2|V]|+|VD| + Z (2\VD\ _ ]_) + Z 55
SQV] SQVI

—on _ olVil+IVpl | (Q\Vpl _ 1)2|V1| + eden(f; V;)

= 2" — 2Vil 1 eden(f; V7).
Para la cota basta notar que eden(f;V;) > 0. [ |
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4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

Como se aprecia en el digrafo D, de la Figura 2.1, se tiene que, si se le asocia una funcion
disyuntiva f[D], Teorema 4.1.2 nos asegura que eden(f[D]) > 2*—2? = 12. Experimentalmente

obtenemos como digrafo de iteracién de f[D] al digrafo de la Figura 4.1.

g
v

e N e

Figura 4.1: Digrafo de iteracién para la red disyuntiva f[D].

Podemos notar que eden(f[D]) = 13, por lo que Teorema 4.1.2 nos proporciona una cota

bastante acertada.

Surge la pregunta si esta cota puede funcionar con cualquier red dinamica finita; la respuesta

es no, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.1. Sean las funciones f,g: {0,1}*> — {0,1}2, donde:

f(x) = (21 V @2, 21 V 22),

g(x) = (=21 V 29,11 ® x2).

Con digrafo de interaccion D(f) = D(g) presentado en la Figura 4.2.

Z0=——0%

Figura 4.2: Digrafo de interaccién para las funciones f y g.

Se puede probar que | Vo(D)| =0, | Vina(D)| =1 y | Vaep(D)| = 1, asi, la cota de Teore-
ma 4.1.2 nos dice que eden(f) > 21(2' — 1) = 2 y se cumple ya que f es una red disyuntiva. El
valor de f(x) y g(x) se presentan en Tabla 4.1.
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4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

z | flx) | g(x)
00| 00 | 10
01| 11 | 11
10| 11 | o1
11| 11 | 10

Tabla 4.1: Valores de f(z) y g(x) en Ejemplo 4.1.1.

Notemos que en efecto, eden(f) > 2 y ademds se cumple con igualdad. Para la funcion g,

eden(g) = 1, es decir, la cota que proporciona Teorema 4.1.2 no es vdlida.

Ademas, incluso si un digrafo D surge de una red disyuntiva, si Vi,q(D) = V(D), entonces

se tiene que eden(f) = eden(f; Vina(D)), es decir, no nos aporta informacién adicional.
A continuacion veremos ejemplos de digrafos que cumplen esta condicion.
Ejemplo 4.1.2. Definamos el digrafo C,, como el digrafo ciclo de largo n con bucles en todos

los vértices y tomemos por ejemplo Cs, cuyo digrafo y digrafo canonico se presentan en la

Figura 4.3. Este digrafo cumple que Vind(&':s) = V(&’g,) (en general para cualquier 8’n)

8’3 o
C(C3)

Figura 4.3: Digrafo C's y su version canénica C(C's).

()
O
Si tenemos una red disyuntiva f [6’3], podemos notar Teorema 4.1.2 no aporta informacién
relevante; sin embargo, si se puede afirmar algo acerca del valor de eden( f [8’3]; Vind(ég)). Nos
centraremos en encontrar cotas para redes disyuntivas con digrafos de interacciéon como 60’3,
donde Vi,4(D) = V(D).
Lema 4.1.3. Sea f : {0,1}* — {0,1}" una red disyuntiva (o conjuntiva) cuyo digrafo de
interaccion D es fuertemente conexo. Si los vértices de D admiten una particion {Ch,...,Cp}

en m > 2 ciclos disjuntos, entonces

eden(f) > m.

36



4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

Demostracion. Para cada i € {1,...,m}, consideremos la configuracién 29 € {0,1}" definida
por 20|, = Ty 2@y ¢, = 0.

Como D es fuertemente conexo y m > 2, debe existir al menos un arco que sale de C; hacia
algtin vértice w ¢ C;. Dado que la red es disyuntiva, al evaluar f(z(") los vértices de C; se
mantienen en 1 (pues cada vértice de C; recibe al menos un arco desde el propio C;), y ademaés

el vértice w toma el valor 1. Esto implica que ) < f(z®).

Notemos que, por la naturaleza de las operaciones disyuntivas, si una configuracién esta
contenida en otra (z <y coordenada a coordenada), su imagen preserva esta relacién (f(z) <
f(y)). Aplicando esta propiedad de forma iterativa sobre 2V < f(z(®), deducimos que 2V <

ft(z™) para todo t € N,

Esta desigualdad estricta inicial garantiza que los vértices apagados que se encendieron no
pueden volver a apagarse, por lo que la trayectoria nunca regresa a . En consecuencia, (¥ no
pertenece a ningun atractor periddico ni es un punto fijo; es decir, es un estado estrictamente

transitorio.

Al ser el espacio de estados finito, todo estado transitorio debe provenir de al menos un
estado Jardin del Edén en su trayectoria pasada. Supongamos que existe un estado Jardin del
Edén Z cuya trayectoria en el digrafo de iteracion D;(f) pasa por ¥ y también por =) (con
i+ J).

Como f es determinista, la trayectoria generada por T es un tnico camino. Esto obligaria a
que un estado preceda al otro. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la trayectoria pasa
primero por (). Entonces, existirfa un ¢ > 0 tal que f*(z?) = 2U). Sin embargo, sabemos que
fH(z@)

Por lo tanto, la trayectoria de cada configuracion transitoria (¥ debe provenir de un estado

¢, = 1, mientras que 29)|¢, = 0, lo cual es una contradiccién.

Jardin del Edén distinto. Como hay m de estas configuraciones, concluimos que eden(f) >

m. [ ]

Ejemplo 4.1.3. Para una red disyuntiva f[C3], el lema anterior afirma que eden(f[C3]) > 3
por los n bucles disjuntos que contiene C,,. Los digrafos de iteracion para f[C3] y f]Cs] sin

considerar 0 se presentan en la Figura 4./.
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4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

D(f[éii]) D(f[CG])

% o

PR
ﬂﬁ
W\O«O

a S
OO\OU O @

s
N

\O \\\\
\ S

Figura 4.4: Digrafo de iteracion para f[Cs] y f[Cé].

Notemos que la cota alcanza la igualdad para la red disyuntiva f[C3], pero es una cota

demasiado pequenia para f[Cg], ya que este contiene 35 Jardines del Edén.

Notemos que si logramos encontrar una buena cota para eden(f; Vina(D(f))) en Teore-

ma 4.1.2, podriamos mejorar los resultados obtenidos.

Lema 4.1.4. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva (conjuntiva) con digrafo de inter-
accion D = (V, A). Sean = € {0,1}* y S C Vina(D) tales que N~ (S) = Vp(D) y f(z)|s = 0.

Vina(D) — 6

Entonces, se tiene que f(x)

Demostracion. Denotemos V,, := Vp(D) y Vi := Viq(D). Supongamos que f es una red
disyuntiva. Como Np(S) = Vj, entonces x|y, = 0. Por contradiccion, si existe v € V}, tal que
x, = 1 entonces, como v € V,, existe u € S tal que vu € A. Como f es red disyuntiva, entonces

necesariamente f(z), = 1y por lo tanto f(z)|g # 0, lo que es una contradiccion.

De lo anterior, z|v, ) = 0y como f es red disyuntiva, f(z)|y, = 0. |

Proposicién 4.1.5. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva(conjuntiva) con digrafo de

interaccion D. Se tienen las siguientes cotas para eden(f; Vipa(D)) :
eden(f; Vina(D)) > [{S C Vina(D) : N7(S) = Va(D)}]. (4.1.1)

Y si K C Viwa(D) tal que N~ (K) = Vp(D), entonces:
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4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

eden(f; Vipq(D)) > 2! Vina @NET _ (4.1.2)

Demostracion. Denotando V), := Vp(D) y Vi := Viq(D). Escogemos f como red disyuntiva.
Para la cota (4.1.1), sea S C Vi tal que N=(S) = V,. Sea y € {0,1}"" tal que y|s = 0 y
Ylv;\s = 1. Probaremos que y ¢ Tm(f; V7). Por contradiccién, supongamos que existe z € {0, 1}"
tal que f(z)|y, = y. De lo anterior f(z)|s = y|s = 0 y por Lema 4.1.4, f(z)|y, = 0, es decir
y # f(z)|v,, lo que es contradiccion. Por lo tanto, por cada S C V; tal que N=(S) = V], se

puede encontrar un Jardin del Edén distinto, lo que se calcula como la cota (4.1.1).

—

Para la cota (4.1.2), sea K C V; tal que N~ (K) = V,, notemos que si y|x = 0 e
y € Im(f; V), entonces necesariamente por Lema 4.1.4, y|y, = 0. Por lo tanto, cualquier com-

binacién de y|v,\x # 0 logra un Jardin del Edén en los vértices en V7, es decir, eden(f; V;) >

2IVINKT 1 [ |

Ejemplo 4.1.4. Siguiendo con el digrafo Cg, se presenta su digrafo candnico C' := C(Cs) en
la Figura 4.5.

() &)

0‘0‘0‘ )
O~ o O 0 ©

Figura 4.5: C(Cs)

Recordemos que para S C Vina(D), decir que N5(S) = Vp(D) es equivalente a decir que
N (S) = V(D). Notemos que para la eleccion de S tenemos 6 conjuntos de tamario 5 (basta
escoger 5 vértices cualquiera para S ), (i) —6 =9 conjuntos de tamano 4 (la inica forma en que
S no cumpla propiedad para sus vecinos es que los 4 vértices sean consecutivos) y 2 conjuntos
de tamamno 3. Ast, por la cota (4.1.1), eden(f; Vind(é’ﬁ)) > 17. Para la cota (4.1.2), escogiendo
el tamano de K minimo para mazimizar | Vind(é'ﬁ) \ K|, en este caso K = {1,3,5}, se tiene

eden(f, Vina(Ce)) > 28 — 1 =17

Notemos que para este caso particular la Proposicion 4.1.5 mejora a la Lema 4.1.3, sin
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4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

embargo, ninguna alcanza la iqualdad.

Ejemplo 4.1.5. Sea C, el ciclo no dirigido de longitud n, es decir, el grafo con vértices V =
{1,...,n} y aristas {{i,i+ 1} | 1 <i < n}, donde el vértice n+ 1= 1. EI ciclo doble dirigido
sobre n wvértices, denotado por ﬁn, es el digrafo obtenido a partir de C, reemplazando cada
arista {i,1 + 1} por dos arcos dirigidos (i,i+ 1) y (i + 1,4), para 1 <1i < n.

Notemos que de(?n) =V y, ademds, dado S C Vind(?n) se puede probar que:
N(S) = Vo(T ) == VieV,{i—1,i+ 1105 #0.

Lo anterior permite caracterizar los conjuntos S C Vind(ﬁn), luego, mediante un programa,
podemos calcular las cotas (4.1.1) y (4.1.2). Los resultados se muestran en Figura 4.6 en grdfico
semi-log.

Ciclo doble

—#— |{S CVina(D) :N ~(S) = V(D) }|
max {27~ K = 1:N - (K) = Vp(D)}

—= eden(fC;)
—— 2"

[4 5 10 15 20 25

Figura 4.6: Cotas (4.1.1) y (4.1.2) para digrafo ciclo doble.

Lema 4.1.6. Sea f:{0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva (conjuntiva) con digrafo de interac-
cion D = (V, A). Entonces,

rank(f; Vina(D)) = {N§p)(9') : " € V(D)}.
O de manera equivalente,

eden(f; Vina(D)) = 2l Vina(D)] |{NE(D)(S/) 18" C V(D).
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4.1. Cotas dado el digrafo de interaccién

Demostracion. Denotando C' := C(D), V' := V’p(D) y V; := Vipa(D). Notemos que para cada
conjunto N (S"), existe y € {0,1}" con yly, € Im(f; V7) tal que, y|Ng(S,) =1, e y\VI\Ng(S,) =0.

En efecto, sea S” C V') escogiendo S := {i € V : i € V'}. Podemos escoger una configu-
racién © € {0,1}" tal que z|g =1y Thng = 0. De esta forma, podemos escoger y = f(z), lo
que nos asegura que yly, € Im(f;V;). Por otro lado y]N$(S)mVI = 1 ya que para todo vértice
v € N4 (S) NV, v tiene como vecino de entrada a un vértice u € S tal que z, = 1. Por otro
lado, y’VI\Ng(S) — 0, notemos primero que v no es aislado ya que pertenece a Vj, pero solo
puede depender de vértices en V' \ S, ya que v ¢ N (S). Como z|yng = 0, se deduce que,
f(@)y =yo = 0.

De esta forma, ylv, € Im(f; V), con ylys s, = Ylnzs) = 1Y Ulvanis) = Vs =
0. Dicho de otra forma, por cada conjunto distinto Ne(S')*, existe una imagen distinta en
Im(f; V7). As, rank(f; Vi) > [{NG(S') : 8 C V'}]

Por otro lado, sea Vp C V; tal que para todo S C V', N/ (S') # Vr, entonces no existe
y € Im(f;Vy) tal que yly, =1y Ylvve = 0. En efecto, supongamos que existe = € {0, 1}" tal
que f(z) = y. Como yly, = 1, entonces por cada vértice vy € Vi, existe un vértice uj, € V’
tal que uj, € Ng (vg) y @, = 1, de esta forma, se define el conjunto U’ como el conjunto que

contiene a todos los vértices u,.

Notemos que Vp C N (U’), sin embargo, es una inclusién estricta ya que para todo S’ C V',
NZ(S") # Vr, es decir, existe un vértice w € NA(U')\ Vp C Vi \ V. Ya que w € V7 \ Vr, se
deduce que y,, = 0, pero como w € N&(U') y z|y = 1, necesariamente vy, = 1, lo que es una

contradiccion.

De esta forma se concluye que, para que y € Im(f;V;), debe existir S’ C V' tal que
NZ&(S') = Vr, esto es, rank(f; V7)) < {NZ(S) : §" C V'}|, lo que termina por probar la

desigualdad restante. |

Teorema 4.1.7. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva (conjuntiva) con digrafo de

interaccion D = (V, A). Entonces,

rank(f; Vina(D)) = {N*(S) N Vina(D) : S C Vp(D)}.
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4.2. Maximo y minimo de Jardines del Edén.

O de manera equivalente,
eden(f; Vina(D)) = 2! Vna Pl — [{NF(S) N Vipa(D) : S C Vp(D)}.

Demostracion. Notemos que para S’ C V’p(D) copia de S C Vp(D), se tiene que N&D)(S’) =
NT(s) N Viua(D). Basta utilizar lo anterior para reescribir las igualdades presentadas en Le-

ma 4.1.6. [ ]

Observacién 4. Es interesante notar que la complejidad de calcular rank(f; Vina(D)) es equi-
valente a responder la pregunta: dada una familia de conjuntos {By},_,, écudntos conjuntos
distintos se pueden formar a través de uniones arbitrarias de estos? (incluyendo el conjunto
vacio).

En efecto, para D = (V, A), basta notar que podemos escoger la familia de conjuntos { B}, .\
donde B, := N*(v) N Vina(D) vy, ademds, tenemos la igualdad:

U Bo= U (N ()N Via(D)) = N*(8) N Viua(D).

veSCV veESCV

4.2. Maximo y minimo de Jardines del Edén.

En esta seccién, analizamos algunas cotas superior e inferior del niimero de Jardines del Edén
en redes disyuntivas y conjuntivas. Nos enfocamos en determinar condiciones estructurales sobre

el digrafo de interaccion que permiten minimizar o maximizar este niimero.

Algunos de los resultados presentados en esta secciéon ya han sido estudiados de manera
equivalente en términos de rank(f) [5], sin embargo, los resultados presentados se fundamen-
taran en la estructura del digrafo canénico asociado a la red y en la relacion entre los conjuntos
V’p(d) y Vina(D). A partir de estos, se derivan propiedades clave que permiten la construcciéon
explicita de redes con valores extremos de Jardines del Edén, lo que se ejemplifica en la tltima

parte de la seccién.

Lema 4.2.1. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva (conjuntiva) con digrafo de inter-
accion D = (V, A). Entonces, eden(f; Vina(D)) = 0 si y solo si, para todo v € Vina(D), existe
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4.2. Maximo y minimo de Jardines del Edén.

uw € V(D) tal que N&D)(u’) = {v}.

Demostracion. Denotando C' := C(D), V' := V’p(D) y Vi := Vipa(D). Sea Vi = {vy,...,v,}
y supongamos que para todo v € V, existe v’ € V, tal que N/ (u') = {v}. Asignamos a cada
v; € Vi un tnico vértice u; € V, arbitrario tal que NZ(u}) = {v;} y definimos el conjunto
U :={uy,...,u,}. Notemos que hay una correspondencia uno a uno entre V; y U. Sea x,y €
{0, 1}" configuraciones con yly, € {0,1}"* arbitrario, basta escoger z|y = ylv, y |y, \v = 0, asi
f(@)|v; = ylv,, es decir y|v, € Im(f;V;). Por lo tanto eden(f; V7) = 0.

Ahora, probaremos la otra implicaciéon usando su contra-reciproca. Supongamos que existe
v € V7 tal que para todo u' € V', NZ (u') # {v}.

Se puede probar que para la configuracion y € {0,1}'7, tal que y, = 1y ylvp (o} = 0 no
tiene preimagen. Por contradiccién, supongamos que existe una configuracién z € {0, 1}" tal
que f(z)|y, = y. Como es red disyuntiva, si y, = 1, entonces existe u’ € N (v) tal que =, = 1.
Notemos ademds que N (u') # {v} y distinto de vacio ya que contiene a v, entonces existe
un vértice w en V; distinto de v tal que w € N/ (u). De esta forma f(x)|, = v, = 1, pero

w € Vi\ {v} ¥y ylvy\ ) =0, es decir, y,, = 0, lo que es una contradiccién. [ |

Corolario 4.2.2. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva (conjuntiva) con digrafo de
interaccion D = (V, A). Si | Vina(D)| = k, entonces eden(f) = 2" — 2% es minimo con respecto
a todas las redes disyuntivas (conjuntivas) f con |V (D(f))| =n y | Via(D(f))| = k si y solo
st, para todo v € Vina(D), existe u' € V’p(D) tal que N&D) (u') = {v}.

Demostracion. Denotando C' := C(D), V' := V’p(D) y Vi := Viq(D). Por Lema 4.2.1 se tiene
que:

eden(f) = 2" — 2% + eden(f; V) > 2" — 2%,

Lo anterior se garantiza con igualdad si y solo si eden(f;V;) = 0. Finalmente, Teorema 4.1.2

nos asegura que eden(f; V) = 0 si y solo si, para todo v € V7, existe ' € V' tal que NJ (v') =

{v}. [ |

Ejemplo 4.2.1. Podemos generar una red disyuntiva asociada a un digrafo D con vértices

V(D) = {1,...,5} y V(D) = {1,2,3} = V; con un total de 2° — 23 = 24 Jardines del
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4.2. Maximo y minimo de Jardines del Edén.

Edén. Podemos generar un digrafo candnico C' con nodos sumideros Vi y nodos fuentes V' C
{1',...,5"} que cumpla Corolario 4.2.2. En efecto, basta escoger de manera arbitraria Nj(1') =
{3}, N&(2)) = {2} y NZ(4) = {1}, de esta forma para todo v € Ving(D), existe u' € V' tal
que NZ (u') = {v}. Luego, la vecindad de los vértices 3' y 5' se escogen de manera arbitraria

cuidando que los vértices en Vi no sean redundantes en C. El digrafo C se presenta en la

Figura 4.7.

() (=) () ()
=

OO

Figura 4.7: Digrafo C de Ejemplo 4.2.1.

Del digrafo canénico C, podemos generar un digrafo D tal que C(D) = C. Para esto,

siguiendo la Definicion 2.3, si el arco vw'v € V(C'),entonces wv € D. El digrafo D se presenta

oA

Figura 4.8: Digrafo D de Ejemplo 4.2.1.

en la Figura 4.8.

De esta forma aseguramos que C(D) = C, ya que los vértices {4, 5,5} pasardn a ser vértices
aislados y, por lo tanto, redundantes al construir el digrafo D’ de la Definicién 2.3.
No es la tinica forma de construir D, podemos seleccionar Sy, Sy C {1,2,3} y hacer N~ (4) =

N=(S1)y N=(5) = N=(S2), de esta forma C(D) = C ya que los vértices 4 y 5 serian redundantes

al construir D’.

Teorema 4.2.3. Sea f : {0,1}" — {0,1}" wna red disyuntiva(conjuntiva) con digrafo de

interaccion D = (V, A) conexo. Entonces, D es un ciclo si y solo si eden(f) = 0.
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4.2. Maximo y minimo de Jardines del Edén.

Demostracion. Seay € {0,1}" una configuracién arbitraria. Como D es un ciclo, para cada v €
V, existe un tinico vértice u € N~ (v). De esta forma, escogiendo la configuracion z, = y|y+ ).
se tiene que f(x) = y para cualquier y € {0,1}", es decir, eden(f) = 0.

Si eden(f) = 0, entonces por Teorema 4.1.2, se tiene que 2" = 2/V1l — eden(f;V;) y como
2" > 2Vil y eden(f; V) > 0, esto ocurre si y solo si [V;| = n y eden(f; V) = 0.

Sea V' = V’p(D), como |Vi| = n, Vr(D) = 0 y por definicién, para S' C V', N§p (5') =
NT(S)\ Vr(D) = N*(5).

Por Lema 4.2.1, eden(f;V;) = 0 si y solo si para todo v € V; = V, existe ' € V' tal que
N&D)(u’) = {v}. Por lo anterior, a cada v € V' podemos asociar una funcién g : V; — V' tal
que g(v) = u, donde u es el tnico vértice que tiene a v como su tnico vértice en V(C(D)) tal
que N&D)(u) = {v}. Notemos que para cada par de vértices v,w € V, g(v) # g(w), en caso
contrario {v,w} C N(Jg( py(9(v)) = {v}, lo que es una contradiccién. Lo anterior también nos
asegura que dgp(v) > 1.

De esta forma ¢ es inyectiva y ademés n = |V| = |V7| < |V’| < n, es decir, g también es
sobreyectiva y por lo tanto biyectiva. De lo anterior, cada u' € V', tiene como vecino de salida a
un tnico vértice en V7. Por definicién se tiene que 1 = dé( py(t') = d*(u). Dado un vértice v € V,
notemos que tiene exactamente un vecino de entrada, en efecto, si tenemos u, w € V distintos tal
que {u,w} C N~ (v), entonces, como d*(u) = d"(w) = 1, entonces N*(u) = N*(w) = {v}. Por
definicién N&D)(u’) = N&D) (w') = {v}, asf g7 (v') = g7} (w') = v, lo que es una contradiccion
ya que g es biyectiva. Asi, para todo v € V, d*(v) = d (v) = 1, y como D es conexo,

necesariamente es un ciclo. [ ]

Lema 4.2.4. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva(conjuntiva) con digrafo de inter-
accion D = (V,; A). Si | Vina(D)| > 1 entonces rank(f; Vina(D)) > 2. Ademds, se cumple que
rank(f; Vina(D)) =2 si y solo si | Vina(D)| = 1.

Demostracion. Denotando C' := C(D), V' := V’p(D) y Vi := Viua(D). Si |V7| = 1 entonces,
para todo v' € V', NZ& (v') = V;. Asi VS C V' NA(S") = Vi o N&(S") =0 si S = 0, luego, por
Teorema 4.1.7, rank(f; V) = 2.

Si |V;| > 2, notemos que para S’ =0y S' =V’ N (V') =V;y N& () = 0.
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4.2. Maximo y minimo de Jardines del Edén.

Demostraremos que existe v € V' tal que NZ(v') # Vi y N&(v') # 0. En efecto, por
definiciéon de C, para todo u' € V', NJ (v') # 0, si no v’ ¢ V(C). Ahora si para todo v’ € V'
N¢ (u') = Vi, entonces para todo w € V7, Ng (w) = V', es decir, todos salvo uno son vértices

redundantes, lo que es una contradiccion ya que por definicién, V7 no tiene vértices redundantes.

Finalmente, si |V;| > 2, existe v' € V' tal que N& (v') # Vi y NZ& (V') # 0, por lo tanto:
rank(f; Vi) = [{NG(S") : & SV} = [{0, Vi, NE ()} = 3.

Es decir, si |V > 1, entonces rank(f; V) > 3. [ |

Teorema 4.2.5. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva(conjuntiva) con digrafo de
interaccion D = (V, A). Si D tiene al menos un arco, entonces eden(f) alcanza el valor mdzimo

2" — 2 iy solo si | Vina(D)| = 1.

Demostracion. Denotando V; := Viq(D). Como el digrafo D tiene al menos un arco, entonces

|V7| > 1y por Lema 4.2.4, rank(f; V;) > 2. Notemos que eden(f; V) = 2IVil — rank(f; V), asi

eden(f) = 2" — 21l 4 eden(f; V})
= 2" — 21l 4 olVil — rank(f;V7)

<2" -2

Notemos que eden(f) = 2" — 2 si y solo si rank(f; V;) = 2. Por Lema 4.2.4, rank(f; V) = 2
siy solosi V7| = 1. [ |

Observacién 5. Si D no posee arcos, entonces la red f es constante y se tiene que eden(f) =

2" —1, lo cual corresponde al valor mdzximo posible entre todas las redes dindmicas finitas cuyo

digrafo de interaccion tiene n vértices.

Corolario 4.2.6. Sea f : {0,1}" — {0,1}" wuna red disyuntiva(conjuntiva) con digrafo de
interaccion D = (V, A). Si D tiene al menos un arco, entonces, eden(f) = 2" — 2 si y solo si

existe un conjunto S C 'V tal que, para todo v € V', si N~ (v) # 0, entonces N~ (v) = S.

46



4.3. Familias n-acotadas

Demostracion. Notemos que Corolario 4.2.6 nos indica que eden(f) = 2" — 2 si y solo si
| Vina(D)| = 1. Por otro lado, | Viya(D)| = 1 si y solo si hay un tnico vértice v € Vipq(D).
Notemos que para todo vértice u distinto de v, u € V(D) U Vgep(D). Siu € Ve (D), entonces
N~ (u) = 0. Por el contrario, si u € Vgep(D), por Lema 4.1.1, existe un conjunto no vacio
P C V(D) tal que N~ (u) = N~ (P). En este caso, la tnica opcién es que P = {v}, asi,
escogiendo S = N~ (v), se tiene que N~ (u) = N~ (P)=N"(v) = S. [ |

Ejemplo 4.2.2. Ejemplos de digrafos con al menos un arco que cumplen Corolario 4.2.6.

D D
D, 3 4

O, Py, &F
@/@@ S LS

Figura 4.9: Digrafos que cumplen Corolario 4.2.6.

Notemos que los digrafos de la Figura 4.9 cumplen Corolario 4.2.6. En general, los digrafos
que cumplen son aquellos con nodos fuentes y sumideros como Dy, digrafos completos con
bucles como Dy y combinaciones de ambos como Ds. Notemos que cliques pueden pasar a ser
nodos fuentes y sumideros a la vez como Dy4. Al agregar vértices aislados, se sigue cumpliendo

Corolario 4.2.6.

4.3. Familias n-acotadas

Los siguientes resultados permitiran relacionar el estudio de n-familias acotadas con redes

disyuntivas de n vértices.

Lema 4.3.1. Sea f:{0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva (conjuntiva) con digrafo de interac-
cion D = (V, A). Entonces,

rank(f) =

{U NW):SQVH.

1€S
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4.3. Familias n-acotadas

Demostracion. Sea U = {U;cs NT(i) : S C V'}. Definimos ¢ : U — Im(f), donde a cada A € U
le asigna la configuracién ¢(A) € {0,1}", donde ¢(A)|a =1y ¢(A)|[y\a = 0.

Primero, ¢ estd bien definida. En efecto, sea A € U, es decir, A = N*(S) para algin S C V|
consideremos zg con z|s = 1 y x|yng = 0. Entonces f(zs) = ¢(N*(S)) = ¢(A), por lo que
¢(A) € Im(f). La inyectividad de ¢ es inmediata, pues si A # B se tiene ¢(A) # ¢(B).

Para la sobreyectividad, sea y € Im(f). Existe z € {0,1}" con f(z) =y. Sea S; ={i € V :
=1}y A ={i eV :y, =1}. Como y = f(z), se cumple que A; = N*(S;). En efecto, si
i € N*(S) entonces f;(z) = 1,y por ende i € A;. Ahora, si existe i € A; tal que i & U;eg N7 (1),
entonces f;(z) = 0, lo que es una contradiccion. Asi Ay = NT(S;) € Uy y = ¢(A;).

Por lo tanto ¢ es una biyeccion, y se concluye que

rank(f) = | Im(f)] =

{UNW):SQVH.

i€S

[ |
Lema 4.3.2. Sea f: {0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva (o conjuntiva) con digrafo de inter-
accion D = (V, A). Si definimos la familia F = {N* (i)}, y Mp es la matriz de adyacencia
de D, entonces:

rank(f) = |(F)| = rank"(Mp).

Demostracion. Por Lema 4.3.1, sabemos que rank(f) = [{U;es NT(7) : S C V'}|, lo cual, por la
definicién de familia generada, equivale exactamente a |(F)]|.

Por otro lado, si consideramos a F como una familia de conjuntos, su matriz de pertenencia
M (F) coincide por definicién con la matriz de adyacencia Mp, ya que la fila ¢ indica la vecindad
de salida del vértice i. Por la definiciéon de la clausura disyuntiva de filas, la cardinalidad
del conjunto de vectores generados |Vgr(Mp)| es exactamente |(F)|. Por lo tanto, |(F)| =

|[Vr(Mp)| = rank¥(Mp), concluyendo la demostracion.

Teorema 4.3.3. Para cualquier matriz booleana M € {0,1}™*" la cardinalidad de la clausura

disyuntiva de filas es igual a la cardinalidad de la clausura disyuntiva de columnas, es decir:

rank”’ (M) = [Vr(M)| = [Vo(M)|.
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Demostracion. Sea v € Vgr(M). Definimos el conjunto de indices de ceros de v como Z(v) =

{j €{1,...,n} | v; = 0}. Construimos la funcién ¢ : Vg(M) = V(M) definida por:

op(v) =\ ¢

JEZ(v)

donde ¢; es la j-ésima columna de M. Notamos que ¢(v) pertenece a V(M) por construccion.
Probaremos que ¢ es inyectiva por contradiccion. Supongamos que existen u,v € Vg(M)
con u # v tales que ¢(u) = ¢(v).
Dado que u # v, existe al menos un indice k donde difieren. Sin pérdida de generalidad,

asumamos u = 1 y v, = 0.

» Como v, = 0, entonces k € Z(v). Por definicién de ¢, la columna ¢, participa en el OR

de ¢(v), lo que implica ¢ < ¢(v).
» Por la hipdtesis ¢(u) = ¢(v), tenemos que ¢, < ¢(u).

Dado que ur = 1 y w es una unién de filas de M (digamos u = V¢, 1), existe al menos
una fila i* € I, tal que M;«, = 1. La condicién ¢ < ¢(u) implica que la componente i* de ¢(u)

debe ser 1:
(¢(u))i = 1. (4.3.1)

Por otro lado, evaluemos (¢(u));+ usando su definicion:

(éb(u))i*:( V Cj) =V M,

J€Z(u)

Observamos que para la fila 7+, como r; < u, debe cumplirse que M;-; < u;. Para todo

J € Z(u), tenemos u; = 0, lo que fuerza a que M;«; = 0. En consecuencia:

V My =0 = (¢(u))s =0.

JE€Z(u)

Esto contradice eq. (4.3.1). Por lo tanto, el supuesto es falso y ¢ es inyectiva. Esto demuestra
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que:

Ve(M)| < [Ve(M))].

El resultado anterior es valido para cualquier matriz booleana. Consideremos la matriz

transpuesta M7

Ve(M")| < [Ve(MT))].

Las filas de M7 son las columnas de M, y las columnas de M7 son las filas de M, por lo
que:

Vo(M)| < [Vr(M)].

Finalmente, se concluye que:
rank” (M) = |Vr(M)| = |[Vo(M)].

Como consecuencia del Teorema 4.3.3, observamos que el rango disyuntivo rank" (M) es una
propiedad estructural intrinseca de la matriz, independiente de si se analiza desde la perspectiva
de sus filas o de sus columnas. En particular, esto establece la simetria del rango bajo la trans-

posicién, demostrando que rank’ (M) = rank’(M7T). Lo anterior se resume en Corolario 4.3.4.

Corolario 4.3.4. Sea M € {0,1}™™ una matriz booleana. El rango disyuntivo rank’ (M) es

invariante bajo la transposicion y bajo cualquier permutacion de filas o columnas de M.

Demostracion. La invariancia bajo transposicion es consecuencia directa del Teorema 4.3.3, el
cual establece que rank” (M) = |[Vr(M)| = [Vo(M)| = rank’(M7T).

Respecto a las permutaciones, reordenar las filas de M tUnicamente altera el orden en que
se presentan las filas, por lo que el conjunto Vg(M) sigue siendo exactamente el mismo y su

cardinalidad no varia.

De manera analoga y directa, reordenar las columnas de M solo cambia el orden de de
las columnas, dejando intacto el conjunto Vo (M). Puesto que rank” (M) = |Vo(M)], el rango

disyuntivo se mantiene invariante, concluyendo la demostracion. |
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En Lema 4.3.1 se establecié que rank(f) puede calcularse a través de la familia de vecinda-
des de salida F = {N*(i)}",. Es importante notar que la matriz de adyacencia del digrafo D,
denotada por Mp, coincide exactamente con la matriz de pertenencia de la familia F. Dado
que las columnas de Mp representan las vecindades de entrada N~ (i), la aplicacién de Coro-
lario 4.3.4 concluye que rango disyuntivo es invariante ante la transposiciéon de la matriz de

adyacencia, por lo que:
rank(f) = rank” (Mp) = [({N~(0) }i2y) |-

Este hallazgo nos indica que trabajar con la matriz transpuesta no tiene consecuencias en

el rango, lo que se traduce en el siguiente resultado:

Corolario 4.3.5. Sea f una red disyuntiva con digrafo de interaccion D y sea fT la red disyun-
tiva asociada al digrafo DT obtenido al invertir la direccion de todos los arcos de D. Entonces,

se cumple que:

rank(f) = rank(f7).

Demostracion. Sea Mp la matriz de adyacencia de D. Entonces, la matriz de adyacencia de
DT corresponde a su transpuesta M}. Por el Lema 4.3.2, sabemos que rank(f) = rank”(Mp)
y rank(fT) = rankV(M}).

Finalmente, aplicando el Corolario 4.3.4, concluimos directamente que rank(f) = rank(f7).

En términos de complejidad computacional, estos resultados implican que el problema de
determinar el rango no estd restringido a la configuracion de las vecindades de salida, sino
que posee una naturaleza simétrica. Asi, el problema de calcular rank(f) puede abordarse
indistintamente mediante las vecindades de entrada o salida, lo que permite simplificar el analisis

de redes complejas mediante la inversién de sus arcos segin sea conveniente.

El Corolario 4.3.5, junto al siguiente resultado conocido presentado en Proposicion 4.3.6,
cuya demostracién puede ser encontrada en Laubenbacher et al., 2010 [11], nos ayuda a demos-

trar que el rango periédico también se conserva en f7.
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Proposicién 4.3.6. Sea [ una red disyuntiva (o conjuntiva), donde la matriz de adyacencia
de su digrafo de interaccion es M. Entonces, la matriz de adyacencia del digrafo de interaccion
asociado a la red iterada f* corresponde a M, donde las operaciones se evalian sobre el

semianillo ({0,1},V, A).

Es importante destacar que, bajo este marco algebraico sobre el semianillo booleano, la
transposicién de matrices conmuta con la potenciacién, lo que garantiza la identidad (M7T)* =
(M*)T para cualquier entero k > 1. Ademés, esta estructura matricial permite representar
la regla de evoluciéon de una red disyuntiva de forma compacta como el producto booleano
f(x) = MTx, donde los unos del vector x nos indican qué filas se activan para realizar la unién.
El caso conjuntivo es equivalente, sin embargo, en este los ceros se transmiten y, por lo tanto,

la dindmica se expresa como f(x) = MTZ.

Conociendo que bajo un k suficientemente grande, el rango de f* coincide con el rango

periddico f, se puede deducir Corolario 4.3.7.

Corolario 4.3.7. Sea f una red disyuntiva con digrafo de interaccion D y sea fT la red dis-
yuntiva asociada al digrafo transpuesto DT, obtenido al invertir la direccién de todos los arcos

de D. Entonces, el rango periddico de ambas redes son iquales, es decir:

per(f) = per(f").

Demostracion. Para un entero k lo suficientemente grande, sabemos que el rango periddico de

una red disyuntiva coincide con el rango de su k-ésima iteracion, es decir, per(f) = rank(f*).

Sea Mp la matriz de adyacencia de D y, por consecuencia, M}, es la matriz de adyacencia
de DT. Segtin Proposicién 4.3.6, la matriz de adyacencia asociada al digrafo de iteracién de
f* corresponde a la potencia booleana M}, (donde la evaluacién se realiza sobre el semianillo
booleano, reemplazando la suma y el producto usuales por OR y AND, respectivamente). Por
lo tanto, se tiene que:

per(f) = rank(f*) = rank”(MP).
Dado que las propiedades de transposicion se mantienen bajo estas operaciones booleanas,
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se cumple que (MA)* = (ME)T. En consecuencia, para la red transpuesta obtenemos:
per(fT) = rank((f)*) = rank”((M})") = rank” ((Mp)").

Finalmente, apelando a la invariancia del rango por transposicion (ver Corolario 4.3.4 o
Corolario 4.3.5), deducimos que rank’(Mp) = rank”((Mp)?). Uniendo estas igualdades, con-

cluimos la demostracion:

per(f) = per(f").

Podemos ahora preguntarnos qué pasa con el rango fijo de la red, esta duda se resuelve en

el siguiente Teorema 4.3.8.

Teorema 4.3.8. Sea f una red disyuntiva con digrafo de interaccién D y sea T la red disyun-
tiva asociada al digrafo DT obtenido al invertir la direccion de todos los arcos de D. Entonces,
la cantidad de puntos fijos de f es exactamente igqual a la cantidad de puntos fijos de T, es

decir:

fix(f) = fix(f").

Demostracion. Notemos que cada estado = € {0,1}" estd biunivocamente determinado por su
conjunto de vértices activos S ={i € V' | z; = 1}.

Bajo la dindmica disyuntiva, la configuracion = asociada a S es un punto fijo de f si y
solo si S = N} (S). Esta condicién implica que la activaciéon de todo vértice en S debe estar
sustentada por al menos un camino proveniente de un ciclo contenido en S. A su vez, por la
definicién de la vecindad de salida, todo vértice alcanzable desde S debe pertenecer a S (el

conjunto es cerrado hacia adelante).

Sea Vo C V el conjunto de todos los vértices que pertenecen a al menos un ciclo en D.
Definimos Desc(A) como el conjunto de descendientes de A (vértices alcanzables desde A).

Entonces, la configuracién = asociada a S es un punto fijo de f si y solo si:

S = Desc(S N Ve). (4.3.2)
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Por simetria, la configuracion y asociada a un conjunto 7" C V es un punto fijo para la
red transpuesta f7 si T = N}, (T), lo que en el grafo original D equivale a T = N, (T).
Utilizando el operador de ancestros Anc(A) (vértices desde los cuales existe un camino hacia
A), la configuracién y asociada a T' es punto fijo de f7 si y solo si T es cerrado hacia atrds y
se sustenta en sus ciclos:

T = Anc(T N Vg). (4.3.3)

Para demostrar que ambas redes tienen la misma cantidad de puntos fijos, basta con cons-
truir una biyeccion ® entre los conjuntos de vértices activos que generan dichos puntos fijos en

f v f¥. Definimos ® mediante la siguiente operacién de conjuntos:
O(S) = Anc(Ve \ 9).

Para probar que ® estd bien definida (es decir, que la configuracion asociada a T = ®(S)
efectivamente es un punto fijo de f7), necesitamos verificar que T satisface la Ecuacién (4.3.3).
Notemos que, como la configuracién asociada a S es un punto fijo de f, se tiene que S = N} (5),
por lo que no existe ninglin camino dirigido desde un vértice en S hacia un vértice en V'\ S. En
particular, no hay caminos desde S hacia V- \ S. Esto implica que ningtn vértice de S puede

ser ancestro de Vi \ S, es decir:
Anc(Ve\S) NS =0 = TnNS=0.

Por otro lado, es claro que (Vo \ S) € Anc(Ve \ S) = T. Por lo tanto, los vértices ciclicos que

pertenecen a T’ son exactamente los que no pertenecen a S:
TNVe=Vo \ S.
Sustituyendo esto en la definicion de T', obtenemos:

T = Anc(Vo \ S) = Anc(T N Ve).
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Lo cual demuestra que la configuracién asociada a T' = ®(S) es un punto fijo de f7.

Finalmente, definimos la funcién inversa ¥ como:

U(T) = Desc(Ve \T).

Para ver que V¥ es la inversa de ®, evaluamos ¥(®(S)) para cualquier conjunto S asociado a
un punto fijo de f:
U(D(S)) =Y(T) = Desc(Vo \T)

Como demostramos anteriormente que TN Ve = Vi \ S, se sigue de forma directa que Vo \ T =
S N Ve. Sustituyendo esto:
U(P(S)) = Desc(SNVe) = S.
Donde la tdltima igualdad se cumple por la Ecuacién (4.3.2). Por simetria, el mismo razona-
miento prueba que ®(V (7)) =T.
Dado que ® posee una inversa bien definida, es una biyeccién entre los conjuntos de vértices

activos asociados a los puntos fijos. Debido a la correspondencia biunivoca entre estos conjuntos

y las configuraciones del sistema, concluimos directamente que:

fix(f) = fix(f").
|

Como podemos ver, tanto el rango (y por lo tanto, la cantidad de Jardines del Edén), rango
periddico y rango fijo se mantienen invariantes. Ahora nos podriamos preguntar que sucede con
la estructura de la red, tanto si se mantienen los mismos ciclos en el digrafo de iteraciéon o la

altura. Estas preguntas son contestadas en Corolario 4.3.9 y Teorema 4.3.10.

Corolario 4.3.9. Sea f una red disyuntiva con digrafo de interaccion D y sea fT la red dis-

yuntiva asociada al digrafo transpuesto DT. Si denotamos por h(f) = min{k € Ny : Ip €

95



4.3. Familias n-acotadas

Z7*, fEP = f*) q la altura de la red f, entonces se cumple que:

Demostracion. Por la equivalencia entre la dindmica de una red disyuntiva y las potencias de
su matriz de adyacencia Mp evaluada sobre el semianillo booleano, la condicién f*+? = f*

equivale directamente a la igualdad matricial M,’Sﬂ’ = Mp.

Aplicando el operador de transposicion a ambos lados y considerando que este conmuta con

el producto matricial booleano, obtenemos:
(Mp™?)" = (Mp)" = (MB)*? = (MB)".

Dado que M} es la matriz de adyacencia asociada a la red transpuesta f7, esta tltima

expresion es estrictamente equivalente a la condicién dindmica (f7)*? = (f7)*.
Al ser una cadena de equivalencias logicas, el conjunto de indices k y periodos p que satis-
facen la relacién para la red f es exactamente el mismo que para f7. Por lo tanto, el minimo

k posible es idéntico en ambos casos, concluyendo que h(f) = h(f7T). [ |

Y esta invarianza no se queda solo en la altura.

Teorema 4.3.10. Sea f una red disyuntiva con digrafo de interaccion D y sea fT la red
disyuntiva asociada a DT. Para cualquier entero p > 1, la cantidad de ciclos limite de longitud

exacta p en f es igual a la cantidad de ciclos limite de longitud exacta p en fT.

Demostracion. Sea c,(f) la cantidad de estados pertenecientes a ciclos limite de longitud exacta
p en f. Dado que los puntos fijos de la iteracién f* son precisamente los estados en ciclos cuya

longitud divide a k, se tiene la relacion:

fix(f*) = >_ ().

plk

Por otro lado, la matriz de adyacencia de (f7)* es (ML)* = (M%), lo que implica que la red

iterada (f7)* es estructuralmente la transpuesta de la red iterada f*. Aplicando el Teorema 4.3.8
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sobre estas redes iteradas, obtenemos para todo k > 1:

fix(f*) = fix((f1)") = D_e(f) =D 6f").
plk plk
Por la férmula de inversion de Mobius (véase [7]), la sucesion ¢,(f) queda univocamente de-
terminada por los valores de fix(f*). Al ser estos valores idénticos para f y f7, se deduce de

forma directa que ¢,(f) = ¢,(f7) para todo p > 1.

Finalmente, como cada ciclo de longitud p agrupa exactamente p estados, la cantidad total
de dichos ciclos es c’;@. Concluimos asi que ambas redes poseen la misma cantidad de ciclos de

cada longitud. [ ]

Finalmente, toda esta informaciéon recopilada nos puede hacer pensar que los digrafos de
iteracién de f y fT d i fos; si b t i iert
y pueden ser isomorfos; sin embargo, esto no siempre es cierto, como se

observa en el Ejemplo 4.3.1.

Ejemplo 4.3.1. Consideremos una red disyuntiva de tres vértices, V. = {1,2,3}. Sea D el
digrafo de interaccion con arcos 1 — 2 y 1 — 3. La regla de actualizacion de la red f inducida

por D es:

f(x1, 29, 23) = (0,21, 7).

La imagen de esta funcion contiene solo dos configuraciones: ITm(f) = {000,011}. Al ana-
lizar las preimdgenes, observamos que la configuracion 011 es alcanzada por cualquier estado
donde x1 = 1 (4 estados en total), y la configuracion 000 es alcanzada por cualquier estado
donde x1 = 0 (4 estados en total). Por lo tanto, en el digrafo de iteracion D;(f), el grado de

entrada mdximo de cualquier vértice es 4.

Por otro lado, consideremos la red transpuesta T asociada al digrafo DT, obtenido al in-

vertir los arcos 2 — 1 y 3 — 1. La regla de actualizacién para f1 es:
fT(xla X, :L‘3) = ('ZL‘Q V €3, 07 0)

La imagen de esta funcién también contiene solo dos configuraciones: Im(f1) = {000, 100},
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lo que reafirma que rank(f) = rank(fT) = 2. Sin embargo, la configuracién 100 es alcanzada
por cualquier estado donde xo =1 0 x3 = 1, lo cual abarca 6 estados distintos. La configuracion
000 solo es alcanzada por los 2 estados restantes (000 y 100). Asi, en el digrafo de iteracion

D (f1), existe un vértice con grado de entrada iqual a 6.
Los digrafos de iteracion para ambas redes se pueden observar en Figura 4.10.

Dado que las secuencias de grados de entrada de Di(f) y Di(f7) difieren (uno posee un
estado con 6 preimdgenes y el otro no), es imposible establecer un isomorfismo entre ellos. Esto
demuestra que la transposicion preserva las propiedades globales de los atractores y la cantidad
de Jardines del FEdén, pero puede alterar asimétricamente la distribucion de las preimdgenes y

la topologia interna de los estados transientes.

Sin embargo, como ultima alternativa, podriamos conjeturar que los caminos simplemente
cambiaron de atractor, es decir, que al quitar los vértices pertenecientes a ciclos en Dy(f) y
Di(f1), los subdigrafos resultantes serian isomorfos. Esto tampoco es cierto: al quitar el 1inico
ciclo de D((f), el bosque resultante nos dard una estrella de 4 puntas y 2 vértices aislados. Por

otro lado, al quitar el ciclo de Di(f7), obtendremos una tunica estrella de 6 puntas.

Como ultimo intento, tampoco podemos argumentar que las estructuras no se rompen basdndo-
nos en que, al juntar la estrella de 4 puntas con los vértices aislados, podriamos formar la
estrella de 6 puntas. Al intentar aplicar esta correspondencia desde fT hacia f, nos veriamos
obligados a eliminar arcos de la estrella de 6 puntas para aislar los vértices, rompiendo irre-
versiblemente la topologia del digrafo. Esto confirma, en definitiva, que la transposicion induce

una reestructuracion topologica real y asimétrica en los drboles de nodos transientes.
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(a) Digrafo de iteracién Dy(f) (b) Digrafo de iteracién Dr(fT)

Figura 4.10: Digrafos de iteracion D;(f) y D7(f7) de Ejemplo 4.3.1.

Habiendo establecido la invarianza de la red al invertir sus arcos, nos interesa ahora explorar
las propiedades de las familias n-acotadas. En este contexto, la Proposicién 4.3.11 proporciona
un criterio algebraico directo para identificar tanto conjuntos como elementos redundantes a

partir de la matriz de pertenencia de una familia F'.

Proposicién 4.3.11. Sea M € {0,1}™*" una matriz booleana.

(1) Si M_,, es la matriz resultante de eliminar la i-ésima fila r;, entonces:

rank’ (M) = rank’(M_,,) <= r; € Vr(M_,.).

(1r) Si M_., es la matriz resultante de eliminar la j-ésima columna c;, entonces:
rank” (M) = rank"(M_.,) < ¢; € Vo(M_,,).

Demostracion. Notemos que, por definiciéon de la clausura disyuntiva de filas, siempre se cumple
la inclusion trivial Vr(M_,,) C Vr(M).

Para demostrar (I), observamos que si ; € Vg(M_,,), cualquier combinacién disyuntiva de
filas de M que incluya a r; puede reescribirse tinicamente en términos de las filas de M_, , lo
que implica Vr(M) C Vgr(M_,.) y, por ende, la igualdad de los conjuntos, y por lo tanto la

igualdad del rango disyuntivo. Inversamente, si los rangos disyuntivos son iguales, la inclusion
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Vr(M_,,) C V(M) fuerza la identidad Vg(M_,,) = Vr(M). Como 7; es una fila de M, trivial-

mente ; € Vr(M), lo que por la identidad anterior implica r; € Vg(M_,,).

La afirmacion (II) se deduce directamente de aplicar el resultado anterior a la matriz trans-
puesta M7T. Al trasponer la matriz, las filas de MT corresponden a las columnas de M, por lo
que:

rank’(M") = rank"(M_.,") <= ¢; € Va(M_.,"),

lo cual, por Corolario 4.3.4, es equivalente a
rank” (M) = rank"(M_,) < ¢; € Vo(M_,,).

Observacion 6. Dado que las familias de conjuntos pueden representarse mediante matrices
de pertenencia, la Proposicion 4.3.11 resulta fundamental. Esta nos permite determinar si un
conjunto o un elemento es redundante en una familia F verificando simplemente si su fila (que
representa al conjunto) o su columna (que representa al elemento) se genera como unidén boolea-
na de otras filas o columnas en la matriz, respectivamente. Esta caracterizacion es equivalente
a la redundancia descrita en el Definicion 2.2 para los elementos (columnas); no obstante, este
enfoque matricial permite extender el concepto de manera natural a los nodos fuente de un

digrafo bipartito, utilizando para ello sus vecindades de salida.

Observacion 7. El orden en que se eliminan las filas y columnas redundantes no altera la
matriz minimal resultante M*, puesto que la condicion de redundancia es invariante durante

todo el proceso de reduccion:

» Preservacion de la redundancia: Si una fila r; es redundante (r; = \/;c;7;), esta
tgualdad se cumple componente a componente. Eliminar una columna simplemente supri-
me una de estas componentes, por lo que la relacion de dependencia lineal booleana se

mantiene intacta para las componentes restantes.

s Preservacion de la no redundancia: Sir; no es redundante, es imposible que adquie-

ra esta condicion al eliminar una columna redundante ci. Si ¢ fuese la unica componente
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que impedia la igualdad v; = ;e 7;, llegariamos a una contradiccion: dado que ¢y se ge-
nera a partir de un conjunto de columnas L (cy = Ver, 1), cualquier discrepancia presente

en la componente k ya debia manifestarse obligatoriamente en alguna de las columnas de

L.

Por simetria, el mismo arqgumento aplica al analizar las columnas respecto a las filas. FEsto ga-
rantiza que el proceso de reduccion es confluente y que la forma minimal M* estd univocamente

determinada (salvo permutacion de filas y columnas).

El Teorema 4.3.12 formaliza la relevancia de esta reduccion al garantizar que el rango del

sistema se conserve intacto en la matriz minimal.

Teorema 4.3.12. Sea M una matriz booleana y M* su forma minimal. Entonces,

rank’ (M) = rank’ (M*).

Ademds, la forma minimal es estricta: la eliminacion de cualquier fila o columna adicional de

M* disminuye estrictamente su rango disyuntivo.

Demostracion. Analizamos la conservaciéon de rank” (M) en cada paso del procedimiento para

obtener M*.

En primer lugar, al eliminar filas (o columnas) idénticas, es necesario conservar exactamente
una copia. Si elimindramos todas simultaneamente, perderiamos la garantia de que dicha fila
pueda generarse a partir de las restantes. Al conservar una copia, la fila eliminada pertenece
trivialmente al espacio generado por la matriz resultante, por lo que la Proposicion 4.3.11

asegura que el rango se conserva.

A continuacion, eliminamos simultdneamente todas las filas expresables como disyuncion de
otras. Como la matriz es finita y ya no contiene repetidos, las dependencias logicas no pueden
ser circulares. Asi, cualquier fila eliminada se descompone iterativamente hasta expresarse tini-
camente como unién de filas irreducibles (aquellas que no son disyuncién de otras y, por ende,
sobreviven al proceso). Dado que toda fila descartada pertenece al espacio generado por estas

filas bésicas restantes, la Proposicién 4.3.11 garantiza la invariancia del rango.
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Anélogamente para las columnas, el Teorema 4.3.3 establece que |Vgr(M)| = |[Vo(M)|. Por
simetria, el mismo argumento de descomposicion sin circularidad junto con la Proposicion
4.3.11 asegura que la eliminacién de columnas redundantes preserva el rango, concluyendo que
rank’ (M) = rank"’ (M*).

Finalmente, para ver que la forma minimal es estricta, notemos que por construccién en
M~ ninguna fila se puede expresar como disyuncién de las demas; es decir, 1, & Vr(M*, ) para
toda fila 7. Por la Proposicién 4.3.11, esto implica que [Vr(M*)| # [Vr(M?*, )|. Por simetria
en las columnas, eliminar cualquier fila o columna de M* disminuye estrictamente su rango

disyuntivo. |

El Teorema 4.3.12 nos permite rescatar la informaciéon verdaderamente interesante en una
matriz para calcular el rango disyuntivo. Finalmente, las dimensiones de la matriz minimal

seran también una cota para el rango disyuntivo como se demuestra en Corolario 4.3.13.

Corolario 4.3.13. Sea M una matriz booleana y sea M* € {0,1}™*™ su forma minimal. Si
[ = min{m,n}, entonces:

rank” (M) < 2"

Demostracion. Por Teorema 4.3.12, sabemos que rank” (M) = rank” (M*). Ademds, por Teo-
rema 4.3.3, el rango disyuntivo coincide con la cardinalidad de la clausura disyuntiva de filas y
de columnas, es decir, rank” (M*) = |[Vr(M*)| = |V (M*)|.

Dado que Vg(M™*) se genera a partir de disyunciones légicas de las m filas de M*, su cardina-
lidad méxima esta acotada por el total de subconjuntos posibles de filas, esto es, |[Vr(M™*)| < 2™.

De manera analoga, para las n columnas se tiene que |[Vo(M*)| < 2™

Como el rango disyuntivo debe satisfacer ambas cotas de forma simultédnea, se concluye que:
rank” (M) = rank” (M*) < min{2™, 2"} = gmin{mn} — ol

En su estudio sobre la dindmica de redes booleanas, Gadouleau [6] plantea una serie de

interrogantes abiertas fundamentales sobre la relacién entre la dimensién del sistema y el tamano
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de su imagen. Entre estos problemas se encuentran: dado un n, jcudal es el minimo £ > 1 tal
que no existe ninguna red disyuntiva de dimensiéon n y rango k7 Y por otro lado, jcudl es la
complejidad computacional de decidir si, dados k y n, existe una red disyuntiva de dimension

n con rango k7

Estos problemas se pueden abordar si logramos conocer cuél es la red de dimensién mas

pequena posible que tenga un rango exacto k.

A continuacién, vamos a demostrar que encontrar esta red de dimensién minima para un
rango k es equivalente a estudiar la funciéon mbf(k). Para ello, el Teorema 4.3.14 nos entrega
una correspondencia directa entre las familias n-acotadas y las redes disyuntivas de dimensién

n.

Teorema 4.3.14. Dado n,k € N con 1 < k < 2" y un conjunto V.= {1,...,n}, entonces
existe una red disyuntiva f con digrafo de interaccion D = (V, A) tal que rank(f) =k si y solo

si existe una n-familia acotada F tal que |(F)| = k.

Demostracion. Sea D un digrafo con vértices V' tal que rank(f[D]) = k, podemos formar una

n-familia F = {N*(1),..., NT(n)}. Por el Lema 4.3.1, se tiene que

k = rank(f[D]) = |{iLEJSN+(z‘) LS C v}| - |{ALEJSA LS C J-"H = (7).

Notemos que |F| = n y al quitar uno a uno conjuntos redundantes en F (siguiendo Propo-

sicién 4.3.11) obtendremos una n-familia acotada F' tal que k = |[(F)| = [(F')].

Ahora, supongamos que existe una n-familia acotada F = {Ay, ..., A} tal que |(F)| = k.
Si m < n, podemos definir los conjuntos A; con m < i < n, donde cada uno se escoge

arbitrariamente en (F) (equivalente a Proposiciéon 4.3.11).

Finalmente, construimos un digrafo D’ con vértices V asignando a cada v € V un conjunto

de salida distinto N*(v) = A;. Se tiene finalmente que:

b= iF=[{ Y a:scF) -

AeS

{U A 8cC vH _ |{U NG S C vH — rank(f[D']).

JjES €S
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Ejemplo 4.3.2. Notemos que para la 3-familia acotada F = {{1},{1,2},{1,3}}, obtenemos

que:
<F> = {@7 {1}7 {17 2}7 {17 3}7 {17 2, 3}}7
es decir, genera 5 conjuntos.

Siguiendo la Teorema 4.3.14, podemos construir un digrafo Dy de 3 vértices tal que: N*(1) =
{1,3}, N*(2) = {1} y N*(3) = {1,2}. En este caso, se cumple que rank(f[D1]) = 5.

De la misma forma podemos formar un digrafo arbitrario Dy con mds de 3 vértices tal
que rank(f[Ds]) = 5. Por ejemplo, si V(Ds) = {1,2,3,4,5}, podemos escoger arbitrariamente
Nt(1)={1,3}, NT(2) = {1}, N*(3) ={1,2}, NT(4) = {1,2,3} y N*(5) = {1}. Se pueden

apreciar ambos digrafos en Figura 4.11.

A

Figura 4.11: Digrafos de Ejemplo 4.3.2.

Teorema 4.3.15. Sean n, k,l € Z tales que 0 <1 < k <n—1, entonces mbf(2% +2) =k + 1.

Demostracion. Definamos

Ai={i} (1<i<k), Apa={k+1-1,... k+1},

y sea F = {A,..., Agy1}. Entonces |F| =k + 1.

64



4.3. Familias n-acotadas

Si una subfamilia de F no contiene a Agii, su unién es un subconjunto arbitrario de

{1,...,k}, de donde se obtienen 2* conjuntos. En cambio, si la subfamilia incluye a A1,

los elementos {k + 1 —1[,...,k + 1} ya aparecen forzosamente, y sélo los primeros [ indices

{1,...,1} aportan nuevas combinaciones, generando 2! conjuntos adicionales. Por lo tanto,
((F) =2 +2".

Por otro lado, si una n-familia acotada G es tal que |G| < k, entonces (G) genera uniones
arbitrarias de k conjuntos, lo cual implica que |(G)| < 2*. En consecuencia, mbf (2% +2) > k+1

el cual se alcanza con F. [ ]

Ejemplo 4.3.3. Si queremos encontrar una n-familia acotada que genere 12 = 23+ 22 conjun-

tos, del Teorema 4.3.15, podemos notar que k = 4 y 1 = 3. Esto nos permite formar la 5-familia

acotada F = {{1},{2},{3},{4,5}}.

Lema 4.3.16. Sean n,m € N, una n-familia acotada F y una m-familia acotada G. Entonces

existe una (n 4+ m)-familia acotada H tal que

Demostracion. Definamos

Gg={{n+i:ieA}: Ae g},

de modo que todo conjunto de G’ estd contenido en {n + 1,...,n+ m} y es disjunto de cada
conjunto en F. Sea ahora

H=FUG.

Entonces H es una (n + m)-familia acotada.

Ademéds, como los elementos de (F) y (G') viven en universos disjuntos, toda unién de

subfamilias de H se escribe de manera inica como

XUY, Xe(F),Ye(d).
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Asi, se obtiene una biyeccién

(H) «— (F) x (9,

y como |(G")| = |(G)]|, concluimos que

Dados k, ky, ko € N tales que k = k; - ko, por Lema 4.3.16 es claro que

mbf (k) < mbf(k;) + mbf (ks).

Se realizdé una busqueda exhaustiva de todas las n-familias acotadas con 1 < n < 7, y de
algunas correspondientes a n = 8 y n = 9. Los resultados se presentan en la Tabla 4.2, donde
se marca con “X” si existe una n-familia acotada que genera k conjuntos, con “?” si no hay

informacion disponible, y se deja en blanco cuando no se encontré ninguna.

A partir de estos datos, se observa que mbf(55) = 7, mbf(11) = 5 y mbf(5) = 3, pero

mbf(55) < mbf(11) + mbf(5),

lo que demuestra que la desigualdad anterior no siempre se alcanza con igualdad.

Teorema 4.3.17. Sea k € N. El Algoritmo 1 determina un valor C(k) tal que

C(k) < 2L(k) — K(k),

donde L(k) = |logy(k)] y K(k) = max{m € Ny : 2™ divide a k}, para el cual existe una C(k)-

familia acotada que genera exactamente k conjuntos.

Demostracion. Demostraremos que podemos formar una C(k)-familia acotada usando Algorit-
mo 1 tal que C(k) < 2L(k) — K(k).

Procedemos por induccién sobre k.
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El caso k = 1 es inmediato: se tiene L(1) = K(1) = 0, Algoritmo 1 retorna C(1) =0, y la
familia vacia genera exactamente un conjunto.
Supongamos ahora véalida la afirmacién para todo k' < k y consideremos k.

Si k es par, podemos escribir k = 2™ con m = K(k) > 1 y [ impar. En este escenario se
cumple L(k) = m + L(l), K(I) = 0y, por hipétesis inductiva, C(I) < 2L(I). El Algoritmo 1
entrega entonces C(k) = m + C({), lo que implica

C(k) < m +2L(1) = 2L(k) — m = 2L(k) — K(k).

Ademés, una m-familia que genera 2™ = 2™~ + 2™~ conjuntos(Teorema 4.3.15) puede
combinarse con una c(l)-familia que genera [ mediante Lema 4.3.16, obteniendo la familia

buscada.

Si en cambio k es impar y divisible por 2" + 1, escribimos k = (2" + 1)l con [ impar. En este
caso se cumple K(k) = 0y L(k) > m+ L(l). La hipétesis inductiva asegura que C(I) < 2L(1), y
el algoritmo produce C(k) = m+1+C(l) < 2L(k) = 2L(k) — K(k). La construccién se obtiene
uniendo una familia minima de tamano m + 1 que genera 2™ + 1 conjuntos (Teorema 4.3.15)
con una familia para [, aplicando nuevamente Lema 4.3.16.

Finalmente, si k es impar y no divisible por ningtin 2™ + 1, Algoritmo 1 retorna C(k) =
14+C(k—1). Como k—1 es par, se tiene IC(k—1) > 1, mientras que L(k) = L(k—1) y K(k) = 0.

La hipétesis inductiva aplicada a k£ — 1 da

C(k) <1+ 2L(k — 1) — K(k — 1) < 2L(k) = 2L(k) — K (k).

Sea F una C(k — 1)-familia que genera k — 1 conjuntos.

Agregando el conjunto [C(k—1)+1] a F se obtiene una C(k)-familia que genera exactamente
k conjuntos, ya que este nuevo conjunto introduce un tnico conjunto adicional, ya que los que

genera JF son subconjuntos de este.

En todos los escenarios anteriores se concluye tanto la existencia de una C(k)-familia acotada

que genera k conjuntos como la validez de la desigualdad C(k) < 2L(k) — K(k), completando
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la demostracion. [ ]

Corolario 4.3.18. Para todo k € N, se cumple la siguiente cadena de desigualdades:
L(k) < mbf(k) < C(k) < 2L(k) — K(k),

donde L(k) = |logy (k)| y K(k) = max{m € Ny : 2™ divide a k}.

Demostracion. Para la cota inferior, procedemos por contradiccion. Supongamos que mbf (k) <
L(k). Dado que mbf(k) es entero, esto implica mbf(k) < L(k) — 1. Por definicién, una familia

de tamafio mbf(k) podria generar a lo méas 2™**) yniones distintas. Sin embargo:

Y

ombf(k) < 9L(k)=1 < gloga(k)—1 _ ;C <k

lo cual contradice el hecho de que la familia genere k conjuntos. Por lo tanto, L(k) < mbf(k).

Por otro lado, la desigualdad mbf(k) < C(k) es inmediata, pues mbf(k) se define como
el cardinal minimo, y el Teorema 4.3.17 garantiza la existencia de una familia de tamano
C(k) que genera k conjuntos. Finalmente, la ultima desigualdad es consecuencia directa del

Teorema 4.3.17. ]

Observacién 8. Las desigualdades anteriores implican que C(k) es una 2-aprozimacion poli-

nomial (seccion 5.3) de mbf(k). En efecto, dado que mbf(k) > L(k), se tiene:

Ck)  2L(k) — K(k)
wbf(h) = Lk =2

Ademds, esto demuestra que el comportamiento asintdtico de mbf(k) es logaritmico respecto a

k, es decir, mbf(k) € O(log k).
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Algoritmo 1 Algoritmo C

Entrada: k£ € N.
Salida: C(k) valor que asegura existencia de C(k)-familia acotada que genera k conjuntos.

1:

10:
11:
12:
13:
14:

2
3
4
5:
6:
7
8
9

if £ =1 then
return 0

. end if
. if k es par then

m < max{m € N : 2™ divide a k}
return m +C (2%)

. else

for m ={1,..., |log, k|} do
if 2 + 1 divide a k then
return m+1+C (2mk+1>
end if
end for
return 1 +C(k —1)
end if

Ejemplo 4.3.4. Supongamos que queremos una n-familia acotada F que genere 28 conjuntos.

El Teorema 4.3.17 nos dice que se puede lograr con n < 2L(28) — K(28) = 6. En efecto,

escogiendo n = C(28) el valor dado por Algoritmo 1 tenemos:

28 es par: C(28) =2+ C(7).

7 impar y no divisible por ningin 2™ + 1: C(7) =14 C(6).

6 es par: C(6) =1+ C(3).

3 es impar, divisible por 2' +1: C(3) =1+ 1+ C(1).

- C(1) = 0.

Ast, C(28) = 6. Reconstruyendo la familia recursivamente siguiendo los pasos inductivos, obte-

nemos:

= F={{1},{1,2}}.
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mbfik) vs C(k)
10+ % mbf
C i
g T emas ames 43
b e e oat
6+ FRSORMNE
4_
2 -
0_
20 21 21 23 24 25 26 27

k

Figura 4.12: Comparacion de Algoritmo 1 con mbf(k).

n F= {{1}7 {17 2}7 {3}7 {17 2, 3’4}}'
= F={{1},{1,2},{3}.{1,2,3,4}, {5}, {6}}.
Donde F genera exactamente 28 conjuntos.

En Figura 4.12 podemos notar que Algoritmo 1 predice bastante bien el valor de C(k), al

menos para k < 27. Se puede observar el comportamiento hasta k& = 22° en Figura 4.13.

Teorema 4.3.19. Sea D = ([n], A) un digrafo y definamos la familia F = {N}(i)}™,.
Si existe una matriz M € {0,1Y"*" | resultado de alguna permutacion de las filas y co-
lumnas de M*(F), tal que M;; = 1 para todo i € [min{m’,n'}], entonces para toda biyeccion

¢ [n] — [n] existe un digrafo D tal que:
rank(f[D]) = rank(f[D]) y ¢(i) € Ni(i) Vie [n].

Demostracion. La construccion de D se fundamenta en la extension de la matriz M hacia

una matriz de adyacencia global de tamano n X n que preserve el rango original del sistema.
. A . . .

Partiendo de M € {0,1}"™ *™ | consideramos primero el caso en que el universo de elementos no

estd plenamente representado, es decir, n’ < n. En tal situacion, se generan columnas adicionales
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351 .
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k
Figura 4.13: C(k) dado por Algoritmo 1.
Cn/+1, - - -, Cp cOMO combinaciones disyuntivas de las columnas originales de M, conformando la

matriz M'. Para asegurar la completacion de la diagonal principal, si existen indices j tales que
n’ < j <m’, la columna c; se construye asegurando que incluya en su combinacién disyuntiva
al menos una columna original ¢ (k < n’) que posea un 1 en la fila j. Esto siempre es factible
puesto que M carece de filas nulas (estas por definicién, son redundantes y por lo tanto no
estan en M*(F)). Para los indices j > m/, es suficiente exigir que las columnas generadas no
sean nulas. Por el Proposicién 4.3.11, la incorporacién de vectores pertenecientes a la clausura

disyuntiva V(M) no altera el rango disyuntivo, y por lo tanto rank’ (M) = rank" (M’).

Respecto a la estructura de las filas, si m’ < n, se generan filas adicionales r,,/ 1, ...,7,
como elementos del espacio Vr(M'). La garantia de que todas las columnas del universo son
no nulas, establecida en la etapa anterior, asegura que para cada indice i el conjunto {zx €
Vr(M') : x; = 1} es no vacio. Al seleccionar arbitrariamente vectores de estos conjuntos,
se conforma una matriz auxiliar My, € {0,1}™*" tal que (Myy.)i = 1 para todo i € [n].
Dado que las nuevas filas se obtuvieron de Vg(M'), se garantiza por Proposicién 4.3.11 que
rank(f[D]) = rank" (M) = rank’ (M) = rank’(M,,,). Esta matriz representa la adyacencia de
un digrafo donde cada nodo posee un bucle y donde el rango de su red disyuntiva asociada es

idéntico al de f[D].
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Finalmente, para satisfacer la biyeccion arbitraria ¢, se define la matriz de adyacencia de lA),
denotada Mz, mediante la permutacion de las columnas de M, segun la asignacion inducida
por ¢. Por Corolario 4.3.4, la permutacién de columnas no afecta el valor de rank" (Mg, ), se
preserva el cardinal de la clausura por union:

rank(f[D]) = rank” (Mp) = rank" (May,) = [(F)| = rank(f[D]).

Por construccion, la entrada (7, ¢(i)) de la matriz final corresponde a un elemento de la diagonal

de unos de My, garantizando que ¢(i) € N g(z) para todo i € [n]. [ |

Ejemplo 4.3.5. Para el digrafo D de la Figura 4.14b. Se observa que tiene 9 vértices tales que:

Jp = {NE(Z)}?:I = {{17 2}’ {1’ 3}7 {17 4}7 {27 3}7 {2’ 4}’ {5}’ {57 6, 7}7 {57 6, 8}7 ®}

Supongamos que queremos encontrar un digrafo con ciclo Hamiltoniano D que tenga el mismo

rango que el digrafo D.

Podemos darnos cuenta de que mo es posible simplemente reasignar las vecindades a los
vértices. Esto se debe a que el conjunto de vértices Vo = {5,6,7,8} requiere obligatoriamente 4
aristas de entrada en un ciclo, pero en Fp solo existen 3 vecindades con interseccion no vacia

con V,. Es imposible cubrir los 4 vértices de destino con solo 3 posibles predecesores.

De esta forma, procedemos a calcular M*(Fp) para aplicar el Teorema 4.3.19. Para eso,
generamos su matriz de pertenencia y eliminamos filas y columnas redundantes (en este caso,

columnas 6 y 9) guidndonos de Observacion 6 para obtener:
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1100000
1010000
1001000
M (F) = 01 10000
01 01000
000O01O00
0000110
000O01O0T1
La cual al permutar obtenemos:
1100000
0110000
1010000
M- 1001000
00 0O01O0O0
0000110
0000101
01 01000

Podemos obtener M., agregando la columna 8 formada por la unién (OR) de las columnas
2 y 4 (para asegurar que la entrada (8,8) sea 1), la columna 9 formada por la union de las
columnas 5 y 6, y posteriormente agregando la fila 9 formada por las filas 6 y 8 (para asequrar
que la entrada (9,9) sea 1). Esta eleccion dentro de las posibilidades que ofrece el espacio de
filas Vr(M) y el espacio de columnas V(M) permite garantizar la diagonal de unos y satisfacer

la construccion del Teorema 4.3.19. Asi, obtenemos:
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110000O0T10O0
01 1000O0O0T1FO0
1 0100O0O0O00O0
100100010
Muyz=10 0 0 01 0 0 0 1
000011001
000010101
01 0100O0T1TO0
01 0111O0T11

Para formar el ciclo Hamiltoniano buscado, basta con definir la biyeccion ¢ tal que ¢(i) =
i+ 1 para i € [8] y ¢(9) = 1. Esta permutacidn, aplicada sobre las columnas de Myy,, nos

devuelve la matriz de adyacencia de D:

0110000O0O0°1
001 10O0O0O01
01 0100O0O0O0
010010001
Ms=11 000 010 00
100001100
100001O0T1O0
001010O0O01
101011101

En esta matriz Mg, la entrada (i,¢(i)) es igual a 1 para todo i € [9], garantizando la
existencia del ciclo Hamiltoniano 1 —+2 =3 =54 —5—6 =7 — 8 - 9 — 1. Dado que M3
se obtiene mediante una permutacion de las columnas de My, y por las garantias previas de

pertenencia a los espacios generados, se cumple que rank(f[D]) = rank(f[D]).

El digrafo D se muestra en la Figura 4.14b posee el mismo rango que D y contiene el ciclo

Hamiltoniano deseado.
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(a) D

Figura 4.14: Digrafos D y D de Ejemplo 4.3.5.

Es importante notar que no toda matriz de adyacencia (o de pertenencia) admite una per-
mutacioén que posicione unos en la totalidad de su diagonal principal. No obstante, determinar
si existe tal configuraciéon es un problema de emparejamiento que puede resolverse en tiempo

polinomial, como se detalla en la Secciéon 5.3.

Ejemplo 4.3.6. Consideremos el digrafo D con 10 vértices, cuya estructura y matriz de adya-

cencia M se presentan en Figura 4.15.

&

OO = OO OO OO
O R O RrROOoOOoOo oo
—_— O O R,IO OO o oo
SO = = OO oo oo oo
_— O =R OO oo o oo
— =0 O 0o O o o oo

OO OO OO ==
OO OO~ EE OO
OO OO, O R O RO
OO OO = O OO

Figura 4.15: Digrafo D de Ejemplo 4.3.6 y estructura de su matriz de adyacencia M.

Para este caso, para la familia de vecindades F = {N}(i)}12, se cumple que su matriz de
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pertenencia M(F) es igual a M*(F), es decir, no podemos quitarle ni filas ni columnas. El
objetivo seria encontrar una permutacion de filas y columnas que resulte en una matriz M con
M;; =1 para todo i € [10].

Sin embargo, esto es estructuralmente imposible. La restriccion radica en la conformacion
del bloque inferior derecho. Para posicionar unos en la diagonal correspondiente a los seis
elementos de las columnas 5 a 10, necesitariamos asignar biyectivamente a cada una de estas

columnas una fila distinta que posea un 1 en dicha posicion. No obstante, solo existen cuatro

filas disponibles (de la 7 a la 10) con elementos no nulos en esas columnas.

Cualquier intento de asignacion obligaria, por el Principio del Palomar, a que al menos dos

columnas compartan la misma fila, rompiendo la biyectividad requerida.

Teorema 4.3.20. Sea k € N con k > 2. Existe un digrafo D con C(k) vértices, donde C(k) es
el valor entregado por el Algoritmo 1, tal que para toda biyeccion ¢ : [n] — [n] existe un digrafo
D tal que:

rank(f[D]) = rank(f[D]) y ¢(i) € Ni(i) Vie [n].

Demostracion. Sea n = C(k). Analizando la construccién recursiva del Teorema 4.3.17 y del
Algoritmo 1, podemos asegurar la existencia de un digrafo D = ([n], A) con rango k cuya familia

de vecindades F = {Ay, ..., A,} cumple la propiedad de que i € A; para todo i € [n].

En efecto, para el caso base del Algoritmo 1, como k = 2, la familia generada es {{1}},
cumpliéndose trivialmente que 1 € A;. En los pasos inductivos, ya sea mediante la unién
disjunta de familias (usando el Lema 4.3.16 con traslacién de indices) o la adicién de un conjunto
integrador que contiene a todos los indices anteriores (caso impar no divisible), se preserva de
manera invariante la propiedad de que cada indice ¢ pertenece a su respectivo conjunto asignado
A;.

Esta propiedad estructural (i € A;) asegura que la matriz de pertenencia original de la
familia F posee una diagonal principal compuesta exclusivamente por unos. Sea M € {0, 1} <™
la matriz resultante de eliminar las filas y columnas redundantes de esta matriz de pertenencia.
Dado que los n’ conjuntos y m’ elementos no redundantes de la base provienen de una estructura

que originalmente poseia una diagonal de unos, la eliminacién de elementos redundantes no
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4.3. Familias n-acotadas

destruye esta correspondencia. Por lo tanto, existe una permutaciéon M de las filas y columnas
de M*(F) tal que dichos unos se reubiquen en la diagonal principal, cumpliendo que M;; = 1
para todo j € [min{n’,m'}].

Al cumplirse esta condicién sobre M*(F), podemos aplicar directamente el Teorema 4.3.19
sobre el digrafo D. Esto garantiza que, para cualquier biyeccién arbitraria ¢ : [n] — [n], existe
un digrafo D tal que rank(f[D]) = rank(f[D]) = k y ¢(i) € Ng(i) para todo i € [n], lo que

concluye la demostracion. [ |

Teorema 4.3.21. Dados k,n € N tales que existe una n-familia acotada F que genera k > 2
conjuntos, entonces, existe una red disyuntiva f : {0,1} — {0,1}"™! tal que rank(f) = k y

D(f) fuertemente conexo.

Demostracion. Sea F = {A,...,Apn}. Como k> 2, m > 1.

Sea el conjunto B = [n+ 1]\ [J A.
AEF

Sea F' = {A1UB,..., A, UB}. Si m < n, podemos definir conjuntos no vacios A; con
m < i < n, donde cada uno se escoge arbitrariamente en (F).

Finalmente, construimos un digrafo D’ con vértices V' = {1,...,n + 1} asignando a cada
v € {1,...,n} un vecindario de salida distinto N*(v) = A; UB y N*(n+ 1) = V. Se tiene

finalmente que:

k= |(F)| = {UAUB;ng} =

AeS

{UAjUB:SQV}

jes

= {U N*(j):SC V} = rank(f[D]).

JjeS

Finalmente, D es fuertemente conexo ya que para todo v,u € V, n+1 € NT(u) y v €

N*t(n+ 1), es decir, existe un camino dirigido de u a v. [ |
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o0
3
©

k n=0|n=1|n=2|n=3|n=4|n=5|n=6 | n=7|n

128 X
125-127
124
121-123
120

119

118

117
112-116
111

110

109
97-108
96
81-95

49-60

41-47

37-39
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R R
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Tabla 4.2: Cantidad de conjuntos que puede generar una n-familia acotada.
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CAPITULO b

Complejidad temporal

El analisis de la complejidad temporal de los algoritmos es fundamental para evaluar su
eficiencia y aplicabilidad en problemas de gran escala. En este capitulo, se presentan algorit-
mos relacionados con el estudio de digrafos y sus propiedades estructurales. Se demuestra que
determinar si dado k£ € N y una red dinamica finita f cualquiera, el problema de determinar si

eden(f) >k es NP — Hard.

Ademaés, se hace especial énfasis en la determinacién del conjunto Vi,q(D) y la identificacion
de Jardines del Edén en redes disyuntivas. Se demuestra que estos algoritmos tienen comple-
jidad polinomial en funciéon del ntmero de vértices del digrafo, lo que garantiza su viabilidad

computacional.

5.1. Resultados generales.

En esta seccion, se demostrara que el problema de determinar si una red dinamica f tiene

al menos k Jardines del Edén, asi como el problema de verificar si una configuracion arbitraria
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x es un Jardin del Edén en la dinamica de f, son en general problemas NP-Hard.
Problema 2. Dada una red dindmica finita f y un valor k € Z seden(f) > k?

Teorema 5.1.1. El Problema 2 es NP-Hard.

Demostracion. Demostraremos que el problema S AT se reduce polinomialmente al Problema 2.

En efecto, sea una férmula booleana ®(z1,...,x,) y [,k € ZT tal que n > 1 > logy k — 2 (en
general, podemos escoger [ = n), le podemos asociar una red dindmica finita f : {0, 1} —

{0, 1}™3 como sigue:

Dado = € {0,1}""*3. Se define:

filz) = z; Vie{l,...,n},
for1(x) = (2, ... 2n) V Tpyo,
Jat2() = Tp,

filz) =z Vie{n+4,...,n+1+3},
Jors(®) = Tnjies.

Para ilustrar lo anterior, se representa el digrafo de interaccion D = D(f) en la Figura 5.1.
Notemos que el vértice n + 1 no necesariamente dependera de todos los vértices de 1 a n, es

mas, si resulta que ®(z) = 0 para todo = € {0, 1}", el vértice n + 1 solo dependeria de n + 2.

o8 Mo

Figura 5.1: Digrafo de interaccién de para Teorema 5.1.1.

\
\

Notemos que la transformacion depende de n y de una constante [ < n, por lo tanto resulta

polinomial la asignacién de las funciones de activacion local.
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Demostraremos que eden(f) > k <= Jx € {0, 1}" tal que ®(zy,...,z,) = 1.

En efecto, sea x € {0,1}" tal que ®(zy,...,2,) = 1 y sea el conjunto S = {1,...,n+
1} C V(D). Sea la configuracién y € {0,1}"! tal que (Y1, Yn,Yns1) = (T1,...,2,,0),
demostraremos que y ¢ Im(f;S). Por contradicciéon, supongamos que y € Im(f;S), es decir,
existe z € {0,1}"*3 tal que f(2)|s = y. De lo anterior, x; = y; = f(2); = z para todo i €
{1,...,n}. Concluimos que yn11 = f(2)nst1 = for1(2) = P(21,. .., 20) V 2pyo = P(z1, ..., 2,) V
Znya = 1V zp00 = 1 # 0, lo que es una contradiccion. Es decir, la configuracion y ¢ Im(f; S)
y, por lo tanto, eden(f;S) > 1. Dado que |V(D)| = n+ 1+ 3, 272 > k y teniendo en cuenta

Teorema 3.2.1 se concluye que:

eden(f) > eden(f; S) - 2ntH+3-1S

=92 > k.

Si para todo zy,...,x, € {0,1}, ®(xq,...,2,) = 0, entonces para toda configuraciéon y €

{0, 133 existe z € {0, 1}"7F3 tal que f(z) = y. En efecto, basta escoger:

2 = Y Vie{l,...,n},
Zn+2 = Yn+1,

Zn4+1 = Yn+2,
Z; = Yit1 VZE{TL—F?),,TL—I—Z—{—Q},

Zn414+3 = Yn43-

De esta forma:

fi(z =y Vie{l,...,n},

fn+1 z (I)(Zl, e ,Zn) V Zn42 = 0V Zn4+2 = Ynat1,

fi

fn+3 z

2)=Zi_1 =Y Vie{n+4,...,n+1+3},

(2)
(2)
for2(2) = Znt1 = Ynao,
(2)
(2) =

Zn+l+3 = Yn+3-
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5.2. Redes disyuntivas y conjuntivas.

Por lo tanto, se concluye que para todo y € {0, 1}"74+3 existe z € {0, 1}"H*3 tal que f(2) =y

y, por lo tanto, eden(f) =0 < k.

De esta forma se concluye que SAT se reduce polinomialmente a Problema 2, por lo que

Problema 2 es NP-Hard. |

De manera similar, se presenta el siguiente problema.

Problema 3. Dada una red dindmica finita f: [q]" — [¢]™ v una configuracion x € [q]™. sSe

cumple que x ¢ Im(f)?
Teorema 5.1.2. El Problema 3 es NP-Hard.

Demostracion. Demostraremos que el problema SAT se reduce polinomialmente al Problema 3.

En efecto, sea una férmula booleana ®(xzq,...,z,), le podemos asociar una red dindmica
finita f : {0,1}"** — {0,1}"! como sigue:

Dado x € {0,1}""!. Se define:

Para la configuracion z = (1,...,1,0) se tiene que:
z ¢ Im(f) <= Jx € {0,1}" : ®(xq,...,2,) = 1.

Por lo tanto, SAT se reduce polinomialmente a Problema 3, por lo que Problema 3 es NP-

Hard. |

5.2. Redes disyuntivas y conjuntivas.

Como se menciono en la seccién anterior, en general, saber si la cantidad de Jardines del Edén

de una red dindmica finita f es mayor que cierto valor k es un problema NP-Hard (Problema 2).
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Como se presenté en el Capitulo 4, el conjunto Vi,q(D) juega un rol fundamental en las redes

disyuntivas y conjuntivas y conocerlo nos da cotas importantes como la del Teorema 4.1.2.

Teorema 5.2.1. Sea D(V, A) un digrafo con vértices V= {1,...,n}. El Algoritmo 2 determina

el conjunto Vina(D) en tiempo polinomial con respecto a n.

Algoritmo 2 Algoritmo para determinar Vi,q(D)

Entrada: Digrafo D(V ={1,...,n}, A)

Salida: Conjunto Vi,q(D) definido en Definicién 2.3
LV« {l,....;n}

2: V(D) «+~ VUV’

3: A(D/) «—0

4: for (i,7) € Ado

s A(D') « AD') U{(#, )}

6: end for

7

8:

9

Vi« 0
for i ={n,...,1} do
S0

10: if N, (i) =0 then
11: break
12: end if
13: for j={1,...,n} do
14: if N5i(i) = Npi(j) Aj <ithen
15: break
16: else if N, (j) C Ny (i) Aj # i then
17: S+ Su {j}
18: end if

19: end for

21: Vi< ViU {Z}
22: end if
23: end for

24: return V;

Demostracion. Sea V; el conjunto de salida dado por Algoritmo 2. Notemos que entre las lineas
1 a 6 el algoritmo define el digrafo D’ de la Definicién 2.3.

Demostraremos que Vi = Viq(D). Sea i € Viyq(D). Por definicion, i ¢ R(D'), lo que
implica que ¢ serd agregado al conjunto V; durante la ejecucion del algoritmo. Por lo tanto, se

tiene que Vi (D) C V7.
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5.2. Redes disyuntivas y conjuntivas.

Por otro lado, supongamos que i € V;. Entonces, i ¢ Vg(D), ya que si i € V(D), el
algoritmo habria continuado con la siguiente iteracién en la linea 11 y no habria agregado i a
Vi. Ademas, i ¢ Vaep(D). Si i € Vgep(D), ocurrirfa una de las siguientes situaciones: existe
un vértice j < i tal que N, (j) = Npi(i), lo cual harfa que el algoritmo omita la iteracion
correspondiente a i en la linea 15; o bien, existe un conjunto 7' C V' tal que N, (T) = N, (0).
En este ultimo caso, para todo v € T se cumple N, (v) € Np, (i), lo que implica que T'C Sy,
por lo tanto, N, (S) = N (i), lo que significa que el vértice i no serfa agregado a V7, lo que es
una contradiccion.

Dado que i ¢ V(D) U Vyep(D), necesariamente i € Viyq(D). Esto muestra que V; C
Vina(D). Finalmente, como Viq(D) C Vi y Vi € Viua(D), concluimos que Vi = Via(D).

Para la complejidad, basta notar que crear el digrafo D’ se realizan n + |A| operaciones
elementales, esto es O(n?). Para el for de i y j, cada uno se itera n veces, y en cada iteracién
se ocupa un total de O(n?) operaciones elementales al comparar los conjuntos Ny, (j) y Np (i),
ya que cada conjunto tiene a lo mas n elementos. Finalmente, el algoritmo devuelve V7 en O(n?)

operaciones elementales, es decir, el algoritmo es polinomial con respecto a n. |

Observemos que el teorema anterior es fundamental ya que nos dice que podemos encontrar
la cota del Teorema 4.1.2 en tiempo polinomial. Ademas, si conocemos con exactitud la com-
plejidad del problema planteado en Observacion 4, podemos saber con exactitud la complejidad

del Problema 2 en redes disyuntivas y conjuntivas.

Ejemplo 5.2.1. Como ejemplo, tomemos el digrafo D, presentado en la Figura 5.2.

Figura 5.2: Digrafo D, de Ejemplo 5.2.1.

En la Figura 5.3 se muestra el funcionamiento del algoritmo; son remarcados en azul el

vértice j < i tal que N*(j) = N*(i) o, en caso de no existir, los vértices en S dados por el
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5.2. Redes disyuntivas y conjuntivas.

algoritmo. Se representa por el color verde si el vértice fue agregado a Vi segun el algoritmo 1

y en rojo en caso de que no.

O e 06 0 0 @ @ 0 e © @ e o e
Figura 5.3: Iteraciones del Algoritmo 2 sobre el digrafo de Figura 5.2.

Notemos que Vina(V(D,)) = {1,2,4} y, por lo tanto, el Teorema 4.1.2 nos indica que:

eden(f[D,]) > 2° — 23 = 24.

Como se mencionod en la seccién anterior, para una red dindmica finita arbitraria, saber
si una configuracién es Jardin del Edén es un problema NP-Hard (Problema 3). Ahora se
procedera a demostrar que Problema 3 es polinomial en el caso particular de redes conjuntivas

y disyuntivas.

Teorema 5.2.2. Sea f : {0,1}" — {0,1}" una red disyuntiva con digrafo de interaccion
D = (V=A1,...,n}, A) y una configuracion arbitraria y € {0,1}", entonces el Algoritmo 3

determina si y ¢ Im(f) en tiempo polinomial.
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5.2. Redes disyuntivas y conjuntivas.

Algoritmo 3 Determinar si y ¢ Im(f)

Entrada: Digrafo D(V = {1,...,n}, A), configuracién y € {0, 1}".
Salida: True si y es Jardin de Edén, False si no
1: U<+ 0
: fori={1,...,n} do
if N~(i) = 0 then
if y; # 0 then
return True
end if
else if y; = 1 then
U<+ UU{i}
end if
end for
S0
: for j={1,...,n} do
if N*(j) CU then
S+ Su{j}
end if
: end for
. if N*(S) # U then
return True
. else
return False

. end if

N N — = = = = e e e
= O © 0 N OOt WwWNy O

Demostracion. Sea y € {1,...,n} una configuracién. Definamos C := {i : N~ (i) = 0} al
conjunto de vértices con funcién constante, U :={i:y; = 1AN (i) #0} y S:={j: NT(j) C
U}. Demostraremos que y € Im(f) si y solo si yloc = 0y N*(S) = U. En efecto, si y € Im(f),
entonces existe x € {0,1}" tal que f(x) = y. Notemos que los vértices en C tienen asociada
una funcién constante, y como f es disyuntiva y|c = f(z)|c = 0.

Definiendo S, := {i : x; = 1}, notemos que N*(S,) = U. En efecto, si i € N*(S,), dado
que f es una red disyuntiva se tiene que f(z); = y; = 1 y por lo tanto i € U. Si ¢ € U, entonces
y;i = 1 = f(x); y por lo tanto existe j tal que j € N~ (i) y x; = 1. Notar que como j € S, se
tiene que i € NT(S,). De lo anterior N*(S,) = U. Ademés, notemos que para todo i € S,
N*(i) C U, en otro caso U # N*T(S,), lo que es una contradiccién. Se concluye que S, C Sy
asi U = NT(S,) C NT(S) C U. Lo anterior demuestra que N*(S) =U.

Ahora sea y|lc = 0 y N*(S) = U, basta escoger una configuracién z € {0,1}" tal que
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zlg=1y Tlng = 0, de esta forma f(x) =y y por lo tanto y € Im(f).

Notemos que el algoritmo comprueba y|c = 0 (si existe i € C tal que y; # 0 entonces
y ¢ Im(f)) y genera nuestro conjunto U en O(n) operaciones elementales. Si y|c = 0, entonces
genera S en O(n?) operaciones elementales y verifica que N*(S) = U en O(n?) operaciones

elementales, es decir, el algoritmo es polinomial. |

Ejemplo 5.2.2. Consideremos para este ejemplo el digrafo D, de la Figura 5.2.

Notemos que el digrafo D, no tiene vértices con funcion constante. Para la configuracion
M = 11100, se colorean con verde y rojo los vértices cuyo valor es 1 y 0 respectivamente. En

la Figura 5.4, se marcan con azul los vértices que pertenecen a S sequn el algoritmo 2.

o)

Figura 5.4: Algoritmo 3 sobre digrafo de Figura 5.2.

Por lo tanto el algoritmo retorna True ya que N*(S) # U.

Ahora si invertimos el arco (1,5) del digrafo D, presentado en Ejemplo 5.2.1, obtenemos el
digrafo Dy. Si ingresamos la configuracion v = 1100mé2) al algoritmo 2 y ademds agregamos

el color amarillo para los vértices con funcion constante se obtiene la Figura 5.5.

o)

Figura 5.5: Algoritmo 3 sobre digrafo Dy, de Ejemplo 5.2.2.

()
5

Para este caso, si x:° = 1, el algoritmo retorna True. Si a:g) = 0, el algoritmo retorna

False ya que NT(S)="U.
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5.3. Familias acotadas

» Ideal de Orden (Down-set): Un subconjunto / C X es un ideal si, para todo z € [ y
y € X, la condicién y < x implica y € I. El conjunto de todos los ideales de P se denota
como O(P).

= Ideal Principal: Es el ideal generado por un tnico elemento x, definido como | x =

{ye X |y <z}

= Anticadena: Un subconjunto A C X tal que dos elementos distintos cualesquiera son

incomparables. El conjunto de todas las anticadenas se denota como A(P).
Teorema 5.3.1. El problema Z#UNION-CLOSURE]1 es #P-Completo.

Demostracion. Realizamos una reduccion polinomial desde el problema de contar anticadenas
en un conjunto parcialmente ordenado (#ANTICHAIN), cuya complejidad #P-Completa fue
establecida por Provan y Ball [16].

Sea P = (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Nos basamos en la equivalencia clasica
que establece que el nimero de anticadenas de P, denotado |A(P)|, es igual al nimero de

ideales de orden de P, denotado |O(P)] [2,18].

Para la construccion de la instancia, generamos en tiempo polinomial la familia F compuesta
por todos los ideales principales de P, es decir, F = {| x | z € X }. Definimos L como (F). A

continuacién, demostramos que L = O(P) mediante doble inclusién.

En primer lugar, dado que F esta formado por ideales principales, cualquier elemento de
L es una union de ideales de orden. Para justificar que este resultado es valido, recurrimos
a Davey y Priestley [2, p. 37, Ej. 2.6(3)], quienes establecen explicitamente: “Si {] x;} es
un subconjunto de O(P), entonces |J | z; pertenece a O(P)”. Gracias a esta propiedad de

cerradura, garantizamos que L C O(P).

Reciprocamente, sea I € O(P) un ideal cualquiera. En la Seccién 1.28 de la misma
obra [2, p. 21], se afirma textualmente: “Cuando P es finito, todo conjunto decreciente no

vacio () de P es expresable en la forma |J | z;”. Esto confirma que todo ideal admite una
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descomposicion como unién de elementos de nuestra base F, lo que implica necesariamente que
O(P)C L.

Por consiguiente, L = O(P), y por tanto |L| = |O(P)|. Sustituyendo la biyeccién inicial, ob-
tenemos |L| = |.A(P)|. Esto concluye que calcular el tamaifio de la clausura por unién es equiva-

lente a contar anticadenas, demostrando asi que #ZUNION-CLOSURE es #P-Completo. B

Teorema 5.3.2. El Algoritmo 1 (C) tiene una complejidad polinomial respecto al tamano de

la entrada.

Demostracion. Sea k € N la entrada y n = [log, k] su tamafio en bits. Analizamos la comple-
jidad en funcién del costo por llamada y la profundidad de la recursion.

En cada llamada, el costo computacional estd dominado por el caso en que k es impar. El al-
goritmo itera m desde 1 hasta |log, k|, realizando en cada paso una verificacién de divisibilidad.
Asumiendo aritmética cldsica, la division de un entero de n bits tiene un costo de O(n?). Dado
que el bucle se ejecuta O(n) veces, el costo por llamada estd acotado por O(n)-O(n?) = O(n?).

Para la profundidad de la recursién, notamos que si k es par (o impar divisible por 2™ + 1),
el argumento se reduce a k' < k/2, disminuyendo n en al menos un bit. Si k es impar y no
se encuentra divisor, se llama a C(k — 1). Al ser k — 1 par, la subsiguiente llamada recursiva
reducird el argumento a lo sumo a (k —1)/2. Por lo tanto, el tamano de la entrada se reduce en

al menos un bit cada dos llamadas recursivas, acotando la profundidad del &rbol por 2n = O(n).

La complejidad total T'(n) resulta del producto de la profundidad y el costo por llamada:

Concluimos que el Algoritmo C es de tipo polinomial.

Lema 5.3.3. Sea F = {Ay,..., Ay} una familia de conjuntos tal que (F) C P([n]). El cdlculo

de M(F) es realizable en tiempo polinomial con respecto a max{m,n}.

Demostracion. Sea M € {0,1}™*" la matriz de pertenencia de F. Para obtener M (F) se eli-

minan iterativamente filas y columnas redundantes. Sea M_,, la submatriz obtenida al eliminar
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la fila r; de M.

Por Proposicién 4.3.11, la fila r; es redundante si y solo si r; € Vgp(M_,,). Algoritmicamente,
esto equivale a verificar la identidad booleana r; = V;c;r;, donde el conjunto de indices es
J={j #i:r; <r;}. Hallar J y efectuar la disyuncién requiere a lo sumo m comparaciones
de vectores de dimensiéon n. Aplicar este chequeo iterativamente a lo sumo m veces acota el

proceso de las filas en O(m?n) operaciones.

De manera analoga, denotando como M_., a la submatriz sin la columna ¢, la redundancia
cx € Veo(M_.,) se verifica comprobando si ¢, = Vep ¢, con L = {l # k : ¢ < ¢ }. Ejecutar esto

iterativamente sobre las columnas toma un tiempo de O(n?*m).

Dado que la cantidad total de operaciones vectoriales esta estrictamente acotada por poli-
nomios dependientes de m y n, el célculo de M (F) es resoluble en tiempo polinomial respecto

a max{m,n}. [ |

Teorema 5.3.4. Sea F = {Ay,...,An} una familia de conjuntos tal que (F) C P([n]).
Verificar si existe una permutacion M € {0,1}™*" de M(F) tal que My = 1 para todo

i € [min{m’,n'}] es verificable en tiempo polinomial con respecto a max{m,n}.

Demostracion. Sea M(F) € {0,1}™*" la matriz minimal de F, la cual es calculable en tiempo
polinomial segun Lema 5.3.3. Encontrar una permutacién de filas y columnas que garantice
unos en la diagonal principal hasta el indice K = min{m/, n'} es estructuralmente equivalente a

encontrar un emparejamiento (matching) bipartito de tamaro k.

Construimos el grafo bipartito G = (RUC, E), donde las particiones Ry C representan las
m’ filas y las n’ columnas de M (F), respectivamente. Existe una arista (r,c) € E siy solo si la

entrada correspondiente en la matriz es igual a uno, es decir, M(F),. = 1.

Una permutacién que ubica k unos en la diagonal principal requiere seleccionar k entradas
en la matriz que no compartan ni fila ni columna. En el grafo GG, esto corresponde de forma
biunivoca a seleccionar un conjunto de k aristas independientes, es decir, un emparejamiento
de tamano k. Por lo tanto, la permutacién deseada existe si y solo si el emparejamiento maximo

en (G tiene cardinalidad k.

La construccion del grafo G requiere recorrer la matriz en tiempo O(m/n’). Posteriormente,
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determinar el tamano del emparejamiento méaximo en un grafo bipartito es resoluble en tiempo
O(|E|4/|V]) mediante el algoritmo de Hopcroft-Karp [8]. Al estar el niimero de vértices y aristas
acotado por las dimensiones del problema, concluimos que la verificacién completa se ejecuta

en tiempo polinomial. |

5.4. Conclusiones.

En este trabajo, se ha analizado la relacion entre el digrafo de interaccion y la cantidad de
Jardines del Edén en redes dindmicas finitas. A través de distintos resultados tedricos, se han
establecido cotas inferiores y superiores para eden(f), dependiendo de la estructura del digrafo
de interaccién. En particular, se han caracterizado configuraciones que minimizan y maximizan
la cantidad de Jardines del Edén, lo que permite una mejor comprension de la dinamica de

estas redes.

Se han planteado condiciones necesarias sobre los digrafos de interaccién para que la red ten-
ga pocos Jardines del Edén. Asi también, se han planteado la construccién de redes dinamicas
finitas con una cantidad exponencial de Jardines del Edén para digrafos con ciertas caracteristi-

cas.

En particular, se demostré que en redes disyuntivas y conjuntivas, la cantidad de Jardines
del Edén puede determinarse a partir de la estructura del digrafo de interaccién. Esto permitié
obtener cotas explicitas y caracterizaciones precisas en funcién del conjunto de vértices no
redundantes (Vi,q(D)), mostrando que en estos casos la dindmica esté fuertemente condicionada

por la topologia de la red.

Asimismo, se han desarrollado algoritmos polinomiales para la determinaciéon de conjuntos
clave en la estructura del digrafo de interaccion, permitiendo encontrar el conjunto Vi (D) y

la verificacion de si una configuracion pertenece a la imagen en redes disyuntivas y conjuntivas.

Ademads, se ha demostrado que el problema de determinar si una red tiene al menos k
Jardines del Edén es NP-Hard, lo que implica que, en general, no se espera un algoritmo
eficiente para su resolucion en el caso mas general. También se determino que el problema de

contar las imagenes en redes disyuntivas y conjuntivas es #P-Completo.
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5.5. Trabajo futuro

Durante el desarrollo de este trabajo surgié un gran nimero de preguntas que atin no han
sido resueltas, muchas de las cuales abren caminos naturales para investigaciones futuras. Una
primera linea de trabajo consiste en profundizar el analisis de la secuencia de valores que entrega
mbf, buscando comprender mejor el trasfondo combinatorial de la unién de conjuntos, y de esta

manera aportar con mayor precision al estudio del rango en redes disyuntivas y conjuntivas.

Por otro lado, se estudié que, bajo ciertas condiciones, es posible transformar una red
disyuntiva (o conjuntiva) en otra del mismo tipo cuyo digrafo de interaccién posea un ciclo
hamiltoniano, o bien, bucles en todos sus vértices, manteniendo su rango invariante. Quedo
demostrado que el cumplimiento de esta condicion se puede determinar en tiempo polinomial;

sin embargo, queda pendiente investigar si esto es posible para cualquier valor del rango.

Otra direcciéon natural es extender los resultados obtenidos para redes disyuntivas y con-
juntivas hacia las redes min-max, las cuales constituyen una generalizacion directa dentro del
mismo marco. Esta extensién permitiria estudiar si las propiedades observadas en el caso boo-
leano se mantienen o cambian al considerar funciones mas generales, aportando asi una mayor

comprension sobre la influencia de la estructura del digrafo en contextos mas amplios.

Finalmente, seria interesante explorar con mayor profundidad la relaciéon entre los Jardines
del Edén y otras propiedades estructurales de las redes dinamicas, buscando nuevas formas
de caracterizarlos. Ademads, se propone estudiar redes cuyo esquema de actualizacién no sea
paralelo, como aquellas que se actualizan de manera asincrénica o secuencial. Este cambio en
la dindamica podria modificar significativamente la apariciéon de Jardines del Edén, abriendo

nuevas preguntas tedricas y aplicadas.
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