UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
FAcuLTAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

Isomorfismos entre Grafos Aleatorios Densos No
Homogéneos

POR

Constanza Valentina Gacitua Fuentes

Tesis presentada a la Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas de la
Universidad de Concepcién para optar al titulo profesional de

Ingeniera Civil Matematica

Profesores Guias: Dr. Nicolas Sanhueza Matamala y Dr. Matias Pavez Signé.

28 de marzo de 2025,

Concepcioén, Chile.



© 2025 Constanza Gacitua Fuentes

Se autoriza la reproduccion total o parcial, con fines
académicos, por cualquier medio o procedimiento,

incluyendo la cita bibliografica del documento.



Titulo

COMISION EVALUADORA

Dr. Nicolds Sanhueza Matamala [Profesor guial

Departamento de Ingenieria Matematica, Universidad de Concepciéon, Chile.

Dr. Matias Pavez Signé [Profesor guial

Departamento de Ingenieria Matematica, Universidad de Chile, Chile.

Dr. Christopher Thraves

Universidad de Concepcion, Chile.

Dr. Amitai Linker

Universidad Andrés Bello, Chile.

FECHA DE DEFENSA: 28 de marzo de 2025.

II



III



Agradecimientos

Para comenzar, quiero agradecer a Raul por ser la compania mas atenta, cercana, paciente
y amorosa en estos ultimos anos, especialmente por escucharme hablar cada tontera (incluso

mientras duermo). El espacio que formamos juntos ha sido un gran pilar para mi supervivencia.

Gracias a mi mamd, que ha estado para tirarme para arriba y darme un abrazo apretado

cuando mas lo he necesitado, ademds de ser un referente de admiracion enorme para mi.

Gracias a mi familia, papd, hermano, Nilda, abuela Marta, abuela Jeannette, tata Dario y
abuelo Pancho. Ellos han tenido una tremenda responsabilidad en permitir que yo haya podido

llegar a esta altura y estoy muy feliz de poder compartir este logro con ustedes.

Agradezco a Luna, Scott, Emma, Bambiu, Moka y Lisa, por darme su cdlido amor perruno,
por recibir mi amor hacia ellos también y por hacerme reir muchisimo. No solo los mantengo

siempre en mi memoria, sino también en las teclas de mi PC que estdn llenas de sus pelos.

Igualmente agradezco a mis amigos y amigas del equipo Voley Salud, a mi amiga Josefa y
mis amigos los ambrosolis. Tantas personas increibles que han formado elementalmente quien
soy y han hecho mi vida mas amena. Gracias por admitir en sus vidas mi intensidad, les quiero

a mas no poder.

En la universidad también hay un monton de personas a quienes quiero agradecer profun-
damente, pero no podria mencionarlas a todas porque alargaria demasiado este documento (y
porque mi memoria es lo suficientemente fragil como para que me olvide de mencionarlas tam-
bién). Agradezco a todas y todos los miembros del grupo de whatsapp cuyo nombre se asemeja
(vulgarmente) a “cosas serias y raras” Atesoro todos los resumenes y momentos con ustedes
que me permitieron soportar los ramos que odiamos colectivamente, y disfrutar los ramos mdas
entretenidos. Especialmente agradezco al Niko, que después de todo lo que compartimos juntos
termino siendo como mi hermano, a la Mile por ser una tremenda referente para mi vida y
con quien espero podamos sequir recorriendo lo que nos traerd esta carrera juntas. Gracias al
Fena y a la Danae por ser mis primeros amigos en la carrera, y al Vicho Daza, por su acogedor

carino. También al espacio de la Asamblea de Mujeres y Disidencias de Género de Ing. Civil

v



v

Matemdtica, a ellas les agradezco su sororidad y su ayuda a poder sentirme realmente parte de

la comunidad ICM desde la disidencia.

Agradezco a las y los profes del DIM, especialmente a profes Monica, Christopher, Anahi,
Julio y Manuel, por ensenarme matemadticas y también orientarme en mi desarrollo integral
dentro de la carrera. A pesar de mi alta dispersion, ustedes me ayudaron a direccionar mis

decisiones.

Casi terminando, quiero darle un agradecimiento ultra especial a los jovenes Matias y Ni-
colds, mis profes guias, por permitirme trabajar con académicos de tan alto calibre, por en-
senarme a través de una paciencia no numerable, por contagiarme su pasion y diversion en
el desarrollo de la investigacion, por escucharme hablar de memes que no entienden o no co-
nocen, por respetar mi sensibilidad y por hacer extremadamente ameno este proceso. Anhelo
que, mientras ustedes también quieran, encontremos mds problemas para trabajar y sentirnos

estupidos juntos.

Finalmente, quiero agradecer el financiamiento dado por el proyecto Fondecyt reqular 1241398

de Matias Pavez Signé, para realizar esta tesis.



indice general

Agradecimientos v
Contenidos VI
Indice de figuras VIII
Resumen X
1. Introduccion 1
1.1. Grafos aleatorios . . . . . . . . .. e 2
1.2. Grafos aleatorios no homogéneos . . . . . . . . . . . ... L. 4
1.3. Estructura del documento . . . . . .. ... ... L L )
2. Preliminares 6
2.1. Notaciones y desigualdades béasicas . . . . . . . .. .. .. ... ... 6
2.2. Conceptos basicos de probabilidades . . . . . . .. ... ... ... ... ... 8
2.3. Grafos . . . . . e 12

VI



Indice general

2.3.1. Grafos aleatorios . . . . . . ... 14

2.4. Estructura de las demostraciones . . . . . ... ..o oL 15
25, Grafones . . . ... 17

3. Tamano del clique mas grande 19
3.1. Caso G(n,1/2) . . o o o 19
3.2. Caso G(N,D) « « v v v v i 24
3.3. Caso G(n, W) . . . . . o 28

4. Tamano del subgrafo inducido en comiin mas grande entre grafos aleatorios

homogéneos 32
4.1. Grafo auxiliar . . . . . ... Lo 33
42. Caso G1 ~G(n,1/2) y Go~G(n,1/2) . . . . ... 36
4.3. Caso G1,Gy ~ G(N,p) o v v v v o 43
4.4. Caso Gy ~G(n,p1) y Ga~G(nypa) -« o o v v v i e 49

5. Tamano del subgrafo inducido en comiin entre grafos aleatorios no homogéneos 54

5.1. Caso Gy ~G(n,1/2) yGa~G(n,W) . . . . ... 54
6. Conclusiones y trabajo futuro 65
Bibliografia 72

VII



indice de figuras

1.1.

2.1.

4.1.

4.2.
4.3.
4.5.

4.6.

o.1.

Esquema ilustrativo de como se relacionan los problemas estudiados a lo largo

de este trabajo. . . . . . .. 5

De izquierda a derecha: subgrafo inducido por {2,3,4} (en magenta) que corres-

ponde a un tridngulo (clique de tamano de 3) y un subgrafo (en naranja). . . . . 13

Ejemplo del grafo auxiliar I' con S = {2,3,6}, "= {3,4,6}, (¢(2),¢(3),»(6)) =

(6,4,7) vy (0(3),0(4),0(6)) =(4,3,2). . .« . o oo 34
Ejemplo de I cuando [SNT|, |p(S)Ne(T)| < 1. .. . oo, 35
Regién de los valores py, ps € [0, 1]? que satisfacen la desigualdad (4.19). . . . . . 50
Region de los valores p1, ps € (0, 1) que satisfacen la restriccion (4.22). . . . . . . 52

Gréfica de ambas regiones definidas por las restricciones (4.19) (en rosado) y

(4.22) (enmorado). . . . . .. 53

Regién de los valores py, ps € (0,1) junto a las coordenadas (%, oz) y (%, 1 - a). . 64

VIII



Resumen

En este trabajo estudiamos el problema de encontrar el tamano del subgrafo inducido en
comun mas grande entre dos grafos aleatorios Gy y G, que denotaremos por L(Gy,Gs). Este
problema tiene relevancia en distintas aplicaciones como en reconocimiento de patrones, bio-
quimica y ciencia molecular. Recientemente se ha estudiado el valor tipico de L(Gy, Gy) entre

dos grafos aleatorios generados por el clasico modelo homogéneo de Erdds—Rényi.

La intencion de este estudio es generalizar dicho resultado a otros modelos de grafos alea-
torios. Un grafén W : [0,1]> — [0,1] es una funcién simétrica y medible. Los grafones son
comunmente estudiados en la teoria de limites de grafos, y a partir de un grafén W se puede
definir un modelo no homogéneo de grafos aleatorios, que se denota por G(n, W), y coincide
con el modelo homogéneo cuando el graféon es una funcién constante. En esta tesis, revisamos
resultados conocidos en grafos aleatorios homogéneos, como el estudio del tamano del clique
mas grande y el tamano del subgrafo inducido en comiin mas grande entre dos grafos. Ademas,
extendemos el estudio del tamano del subgrafo inducido en comiin mas grande entre grafos no
necesariamente homogéneos. En particular, obtenemos un resultado que no existe en la literatu-
ra actualmente, que corresponde al valor de L(G1, G2) cuando Gy ~ G(n,1/2) y G ~ G(n, W),

donde W es un grafén adecuado.
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CAPITULO 1

Introduccion

Un problema ampliamente estudiado en matematicas discretas es el de determinar cuando
dos estructuras son similares. Un ejemplo clasico es el problema de encontrar la subsecuencia
en comun mas larga entre dos secuencias escogidas al azar, el que fue abordado por Chvatal
y Sankoff [8] en 1975 y tiene relevancia en aplicaciones como el estudio de la similitud entre
secuencias de ADN [31]. Otro problema interesante es el de encontrar subestructuras grandes,
como por ejemplo, el estudio del largo de la subsecuencia creciente mas larga posible en una
permutacion escogida al azar [29]. Este problema tiene un gran valor en la matemédtica dada
la diversidad de areas que se deben tocar para abordarlo, incluyendo el area de combinatoria,
probabilidades, andlisis y ecuaciones diferenciales, por mencionar algunas. Por otro lado, es
también relevante estudiar esta clase de problemas cuando las estructuras son grafos. En lo que

sigue, enunciamos el problema que sera el mayor foco de estudio para esta tesis.

Problema 1 (Tamano del subgrafo inducido en comin mas grande). Dados dos grafos Gy y
Gs, encontrar L(G1,Gs), que denota el mayor tamano posible de un subgrafo inducido en G,

que sea isomorfo a un subgrafo inducido de G,.



1.1. Grafos aleatorios

Este problema tiene diversas aplicaciones en quimica y biologia, como cuando se quiere
predecir o conocer un grado de similitud que existe entre dos estructuras que se modelen a través
de grafos. En general, modelar estructuras moleculares a través de grafos puede ser bastante
intuitivo y tiene la ventaja de que provee de una buena base tedrica para su implementacion
computacional. Sin embargo, encontrar el tamano del subgrafo inducido en comtn mas grande
entre dos grafos es un problema NP-dificil, por ende también existe un gran interés en entender
c6mo se puede abordar de manera algoritmica. Ehrlich y Rarey [15] realizaron una revisién de
distintos problemas aplicados de biologia y quimica que son modelados a través de encontrar

el subgrafo inducido en comtin mas grande entre dos grafos.

En esta tesis, estudiaremos el valor tipico de L(G1, Gs) cuando G y G5 son grafos generados

a partir de un proceso aleatorio.

1.1. Grafos aleatorios

El modelo de grafos aleatorios binomiales G(n,p) es una distribucion sobre grafos con n
vértices, donde cada par de vértices conforma una arista de manera idéntica e independiente
con probabilidad p. Este modelo fue introducido por Gilbert [19] alrededor del ano 1960, y es
también conocido como el también conocido como el modelo de Erdos-Rényi de grafos aleatorios.
En particular, debido a que el modelo considera la misma probabilidad de que exista una arista

para cada par de vértices, nos referiremos a este modelo como el modelo homogéneo.

Muy recientemente, desde el ano 2023, se han realizado distintos trabajos dedicados a es-
tudiar L(G4,G2) cuando G; y Gy son grafos aleatorios homogéneos, motivados a partir del
siguiente fenémeno bastante curioso. Un modelo muy conocido en la teoria de grafos es el grafo
de Rado G(00,1/2), que se define como el grafo aleatorio cuyo conjunto de vértices corresponde
a todos los enteros no negativos y cada par de vértices conforma una arista de manera inde-
pendiente y con probabilidad 1/2 (para més detalle ver [6]). Erdés y Rényi [17] probaron que
dos grafos independientes generados por el grafo de Rado son isomorfos con probabilidad 1.
Sin embargo, la probabilidad de que dos grafos independientes G(n, 1/2) sean isomorfos es a

lo mas n12~(3) = o(1). Esto nos muestra una diferencia drastica entre el estudio de L(Gy, G2)



1.1. Grafos aleatorios

dependiendo de si estamos en el caso finito o infinito. Para comprender mas precisamente este
fenémeno, Chatterjee y Diaconis [7] propusieron estudiar cudl es el tamano del subgrafo indu-
cido en comin més grande entre dos grafos G, Go ~ G(n,1/2), como una manera de describir
la similitud entre ambos grafos. Finalmente, probaron que con alta probabilidad L(Gy,G3) se

concentra en dos puntos alrededor de 4 - log, n.

Posteriormente, Surya, Warnke y Zhu [30] estudiaron L(G1, G) para dos grafos aleatorios
homogéneos Gy ~ G(n,p1) y G2 ~ G(n,ps), con p1,ps € (0,1) fijos, mostrando que con alta
probabilidad L(G1,Gz2) = (1 + o(1)) - B(p1,p2) - logn, donde [((p1,p2) es una constante que
depende solo de p; y po v por log nos referiremos al logaritmo natural. Diamantidis, Konstan-
topoulus y Yuan [13] también estudiaron el tamafio del subgrafo comtin mas grande entre dos
grafos Gy ~ G(n,p;) y Go ~ G(n,ps), pero solo para (pi, p2) dentro de cierta regién Y C [0, 1]2.
Este problema también ha sido estudiado por Lenoir [25] para el caso de hipergrafos aleatorios

uniformes.

Un caso particular del Problema 1 es cuando tomamos G7 ~ G(n,p) y G2 ~ G(n,1). En
este caso, cualquier subgrafo inducido en comun entre (G; y (G5 necesariamente serd un clique,

lo que nos lleva a otro problema que clasico en la literatura sobre grafos aleatorios

Problema 2 (Tamaifio del clique més grande). Dados p € (0,1) y G ~ G(n,p), encontrar

w(G), esto es; encontrar el tamano del clique mds grande en G.

Determinar el tamano del clique mas grande en grafos aleatorios homogéneos ha sido amplia-
mente estudiado desde la década de 1970, donde destacan los trabajos de Bollobéds y Erdés [4],
Grimmett y McDiarmid [20] y Matula [28]. Ellos probaron que, con alta probabilidad, el ta-
mano del clique mas grande en un grafo aleatorio G(n,p), con p € (0,1) una constante fija, es
(2+0(1)) - log; /, n.

Nuestro objetivo es estudiar estos problemas cuando los grafos aleatorios no necesariamente
sean homogéneos, donde por ejemplo la probabilidad asociada a cada par de vértices no sea

necesariamente una misma constante.



1.2. Grafos aleatorios no homogéneos

1.2. Grafos aleatorios no homogéneos

Un grafén es una funcion W : [0, 1]? — [0, 1] simétrica y medible. El concepto de grafén fue
introducido por Lovész y Szegedy [27] el 2006, el que aparece como objeto crucial en la teoria
de limites de secuencias de grafos densos y probaron que, bajo cierta medida de convergencia, si
una secuencia de grafos (G, ), es convergente, entonces converge a un grafén. Reciprocamente,
probaron que para todo grafén W, existe una secuencia de grafos (G,), que converge a W.
Para probar esto ultimo, es relevante definir un modelo no homogéneo de grafos aleatorios.
A partir de un grafén W, podemos definir el modelo de grafos aleatorios no homogéneos G ~
G(n, W) como sigue. Primero, hacemos un muestreo de n puntos independientes x1, s, ..., x, €
[0, 1], de modo que cada vértice ¢ € V(G) es representado por z; € [0, 1]. Luego, cada par de
vértices distintos i, 7 € V(G) conformard una arista de manera independiente con probabilidad
W (x;, z;). Lovasz y Szegedy probaron que la secuencia de grafos (G(n, W)),, converge al grafén

W con probabilidad 1.

Un tipo de modelo no homogéneo es el modelo blogque estocdstico, que equivale al modelo
G(n, W) cuando W es un grafon escalonado. Este modelo fue introducido en la década del 1980
(antes que el modelo més general G(n, W) para cualquier grafén W), en el contexto del estudio

de redes sociales [21].

Distintos problemas se han abordado respecto al modelo G(n, W). Por ejemplo, se ha estu-
diado el problema de conectividad, es decir, determinar cuando un grafo G(n, W) es conexo [12],
y también se ha estudiado el didmetro de un grafo no homogéneo [18]. Més atin, el 2017 Dolezal,
Hladky y Mathé [14] estudiaron el tamano del clique mas grande en un grafo G(n, W). Especifi-
camente, vieron que si W es un grafén que satisface ciertas propiedades técnicas, entonces con
alta probabilidad el tamario tipico del clique méas grande en G(n, W) es (1+0(1)) - (W) -logn,
e inclusive lograron precisar el valor de la constante (W) que depende solo de W.

Entonces, una pregunta natural que nos podemos hacer es jcudl es tamano del subgrafo

inducido comun mds grande entre dos grafos aleatorios no homogéneos? Dicha pregunta no se

ha visto resuelta en la literatura y el objetivo de esta tesis es precisamente abordarla.
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1.3. Estructura del documento

En el capitulo 2 veremos notaciones y conceptos basicos de probabilidades, teoria de grafos,
grafos aleatorios y grafones. Ademas, enunciaremos resultados preliminares necesarios para el
desarrollo de las demostraciones, incluyendo la explicaciéon del método de primer y segundo

momento, y cotas para coeficientes binomiales.

En el capitulo 3 estudiaremos el tamafno del clique mas grande en grafos aleatorios ho-
mogéneos, y finalmente enunciaremos y explicaremos brevemente el resultado de Dolezal, Hladky
y Mathé, donde entregan una férmula explicita para el tamano del clique mas grande en un

grafo no homogéneo.

En el capitulo 4 estudiaremos el tamafio del subgrafo inducido en comiin méas grande entre
grafos homogéneos y compararemos algunos de los resultados obtenidos por Surya, Warnke y

Zhu, y Diamantidis, Konstantopoulus y Yuan.

En el capitulo 5 mostramos que el tamano del subgrafo inducido en comiin més grande entre
G(n,1/2) y G(n,W), para cierto grafén W, es con alta probabilidad igual a (4 + o(1)) - log, n.
Recordemos que, hasta ahora, no se han visto estudios en la literatura sobre el tamano del

subgrafo inducido en comtin mas grande entre grafos aleatorios no homogéneos.

Finalmente, en el capitulo 6 daremos las conclusiones del nuestro trabajo, mencionaremos
algunos problemas que quedan por resolver y nuestra conjetura para el tamano del subgrafo
inducido en comtin méas grande entre dos grafos aleatorios no homogéneos G(n, Wy) y G(n, Ws),
con Wy y W, grafones adecuados.

La idea es que mientras avancemos en el documento podamos ir apreciando cémo van

variando las demostraciones a medida que los problemas se hacen cada vez mas generales.

Todas las demostraciones se realizan aplicando el método de primer y segundo momento.

w(G(n,p)) |¢+—q=1+—| L(G(n,p),G(n,q)) |+— W =q+—| L(G(n,p),G(n,W))

Figura 1.1: Esquema ilustrativo de como se relacionan los problemas estudiados a lo largo de
este trabajo.



CAPITULO 2

Preliminares

2.1. Notaciones y desigualdades basicas

Para n > 1 entero, definimos el conjunto [n] := {1,...,n} y [n]o := [n] U {0}. Dado un
conjunto V finito y k < |V|, definimos el conjunto V*) := {S CV : |S| = k}.

Usaremos la notacién = < y para decir que estamos tomando un valor z significativamente
mas pequeno que y.

El siguiente lema es una cota que usaremos frecuentemente en nuestro desarrollo.

Lema 2.1.1. Sean 0 < o < % y k > 0. Entonces,

Zai < 2aF.

i>k

s . J T i 1 . . .
Demostracion. Usando que la serie geométrica 37~ ' converge a — y siguiente igualdad para



2.1. Notaciones y desigualdades basicas

la suma parcial

tenemos que

So=Ya - Y o

i>k i>0 0<i<k
1 1—a”
T 1l-a l-a
ok
- l—«a
<20t
que era lo que queriamos. [

n

k) al coeficiente binomial dado por Wlk)” para todo

Como es usual, denotaremos por (
n, k > 0 enteros. A menudo serd necesario acotar los coeficientes binomiales y para esto damos

las siguientes cotas conocidas para los coeficientes binomiales [11, ec. (2)].

Lema 2.1.2. Sea n entero positivo. Luego, para todo 1 < k < n se tiene

(1)< (i) = ()"

Ademads, vamos a recurrir bastante a la aproximacién de Stirling [11, ec. (4) y (6)].

Lema 2.1.3 (Aproximacién de Stirling). Sea n entero positivo.

(1) Para w(1) =k = o(y/n)

(11) Para k = o(n)

(Z) — exp {(1 +o(1)klog (Z)} .
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2.2. Conceptos basicos de probabilidades

A continuacién, realizamos una breve revisién de algunos conceptos basicos de probabilida-
des desde la teoria de la medida. Veremos la definicion de un espacio de probabilidad, variable

aleatoria, valor esperado, varianza, covarianza y sus propiedades (para més detalle ver [1] [2]).

Sean {2 un conjunto no vacio, ¥ una o-algebra de subconjuntos de 2. Decimos que P es una
funcion de probabilidad, o simplemente una probabilidad, definida en F si satisface las siguientes

propiedades:
(1) P[A] > 0, para todo A € F,
() P[] =1,y

(111) dada {A,}5°, una secuencia de elementos disjuntos de F, se tiene que
P [U Ai] =2 PlAl]
i=1 i=1

Luego, a la tupla (2, F, P) se le denomina espacio de probabilidad. Aqui, §2 es el espacio muestral,

los elementos de F son eventos y para todo A € F, P[A] es la probabilidad de que ocurra A.

Dado un espacio de probabilidad (€2, F,P), decimos que la funciéon X : 2 — R es una
variable aleatoria si es F-medible. En otras palabras, X es una variable aleatoria si para todo

conjunto medible A € R, se tiene que X~ (A) € F.

Sea B(R) la o-dlgebra de Borel en R, esto es, la o-dlgebra generada por los intervalos abiertos

en R. Para todo A € B(R), definimos
PIX € A :=P[{w € Q: X(w) € A} = P[X (A)].
Luego, la funciéon Py a valores en B(R) definida por
Px[A] :=P[X € 4]

es una medida de probabilidad en el espacio (R, B(R)). Aqui, Px se denomina como la distri-

8



2.2. Conceptos bésicos de probabilidades

bucion de X.

Dado (€2, F, P) un espacio de probabilidad, decimos que el conjunto de eventos { Ay, Ay, ..., A, } C

JF es independiente si para todo subconjunto {4;,, A;,,..., A;, } se satisface que

ﬂ Aij

JElk]

HP Z]

JElk]

Andalogamente, decimos que un conjunto de variables aleatorias { X, Xs,..., X,,} es indepen-
diente si para todo subconjunto {X;,, Xi,, ..., X;, } y para todo conjunto de eventos { A;,, A;,, ..., 4;, }

se tiene que

PN (X, €4, =

JEk]

11 PIX;, € A

JEk]

Sea X una variable aleatoria del espacio de probabilidad (2, F, P). Se define el valor esperado

o la esperanza de X, que denotamos por E[X], como

- /Q X (w)dP(w)

La mayor parte del tiempo trabajaremos con variables aleatorias cuyo espacio muestral
es numerable. Si (Q,F,P) es un espacio de probabilidad con € un conjunto finito o infinito

numerable, entonces definimos el evento X = z como el conjunto {w € Q: X(w) ==z} y

PX =z] = z:( . Plw].

Asi, el valor de la esperanza esta dado por

=) aP[X =

donde sumamos sobre los posible valores x que puede tomar X. Aqui, E[X] es acotado si
>, |2|P[X = z]| converge.
Dados (€2, F,P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria, algunas propiedades

de la esperanza se dan a continuacion.



2.2. Conceptos bésicos de probabilidades

(1) Para todo conjunto de variables aleatorias { X1, ..., X, } con esperanza finita, se tiene que

E

> Xi] = > E[Xi].

i€[n] i€[n]

(11) Para todo a > 0 real se tiene que E[a - X| = a - E[X].
(11) Si X >0 en casi todo punto (c.t.p.), entonces E[X]| > 0.

(1v) |E[X]] < E[|X]].
Se define la varianza de una variable aleatoria X, que denotamos por Var[X], como
Var[X] = E[X?] — E[X]%

Algunas propiedades de la varianza se enuncian a continuacion.
(1) Var[X] > 0.

(11) Para todo a > 0 constante real, se tiene que Var[a] = 0 y Var[a - X| = a? - Var[X].

(1m1) Si X3, X, ..., X, son variables aleatorias, entonces
Var Z Xz = Z Var[XZ] + ZCOV(Xi, X]) (21)
i€[n] 1€[n] i#£j

Dadas dos variables aleatorias X e Y, se define la covarianza entre X e Y, que denotamos
por Cov(X,Y'), como
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

A partir de lo anterior, no es dificil ver que Var[X] = Cov(X, X).

Si dos variables aleatorias X e Y son independientes, entonces
= E[X - Y] =E[X] E[Y],
» Cov(X,Y) =0,y

10



2.2. Conceptos bésicos de probabilidades

» Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y].
A continuacién, enunciamos un resultado simple pero que nos sera de ayuda més adelante.
Lema 2.2.1. Dada una variable aleatoria X € {0,1}, entonces Var[X] < E[X].

Demostracion. Notemos que, por definicion de varianza de una variable aleatoria
Var[X] = E[X?] — E[X]? < E[X?].
Como X € {0,1}, se sigue que X = X2. Luego,
Var[X] < E[X?] = P[X? = 1] = P[X = 1] = E[X],

que era lo que queriamos probar. [
A partir de lo anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.2. Sea X wuna variable aleatoria definida como suma de variables aleatorias

Y1, ..., Y, que toman valores 0 o 1. Luego,
Var[X] < E[X] + Y _ Cov(¥;, Y)).
i#]

Demostracion. La demostracion se sigue directamente de aplicar el Lema 2.2.1 en la ecuacién

(2.1). O

Algunas desigualdades conocidas y frecuentemente utilizadas para desarrollar argumentos
probabilistas son la desigualdad de Markov y la desigualdad de Chebyshev, que son enunciadas

a continuacién.

Lema 2.2.3 (Desigualdad de Markov). Dadas X una variable aleatoria positiva y a > 0 una

constante real, se tiene




2.3. Grafos

Lema 2.2.4 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria con esperanza y va-

rianza estan bien definidas, y a > 0 una constante real. Entonces,

2.3. Grafos

Un grafo es un par ordenado G = (V, E), donde E C V) y V se denomina conjunto de
vértices y E, conjunto de aristas. Dado un grafo G, usaremos la notacién V(G) para denotar
a su conjunto de vértices y E(G), a su conjunto de aristas. Dada la forma en la que definimos
grafos, trabajaremos con grafos simples, es decir, que para cada par de vértices existe a lo mas

una arista entre ellos, y sin aristas del tipo {z,z} (loops).

Una arista {z,y} en un grafo G representa una conexién entre dos vértices distintos x,y €
V(G). Para simplificar la notacién, también denotaremos por zy o yz a la arista {z,y}. Si
zy € F(G), diremos que x e y son vecinos en G. Denotamos por Ng(x) el conjunto de vecinos
de x en G. Siempre y cuando no estemos hablando de otros grafos, simplemente usaremos la
notaciéon N(x) en vez de Ng(x). El grado de un vértice x corresponde a |N(z)| y lo denotaremos
por d(z). El grado maximo de un G estd dado por max,cy (¢ d(z) y lo denotaremos por A(G).
Anélogamente, el grado minimo de G' esta dado por min,cy (¢ d(z) y lo denotaremos por 6(G).

Consideraremos el tamano de un grafo como la cardinalidad de su conjunto de vértices.

Dados dos grafos G y Ga, decimos que G y G son isomorfos si es que existe una biyeccion
¢ : V(G1) — V(Gs) tal que para todo par de vértices i, € V(G1) se tiene que ij € F(G1)
en G siy solo si p(i)p(j) € E(G,). Esta relacion entre ambos grafos se denota por G = G.
Especificamente, si queremos indicar que G es isomorfo a G5 a través de la funcion ¢, usaremos
la notacion G =, Gs.

Si G es un grafo, w(G) es el tamano del clique mas grande en G. Si G; y G son grafos,
denotaremos por L(G1,G5) al tamatio del subgrafo inducido en comun, via isomorfismos, més

grande entre Gy v Gj.

Un subconjunto de vértices S C V(G) se denomina conjunto independiente si no existen

12



2.3. Grafos

aristas entre sus vértices.

Una manera de representar un grafo G con V(G) = [n] y m aristas es a través de una matriz

de adyacencia A = (aij); jecm), donde

1siij € B(Q),

aZv] =
0 si no,

para todo i,j € [n].

Un grafo G se denomina bipartito si es que existe una particion Vi, V5 de sus vértices, tales
que Vi y V5 son conjuntos independientes de G. En particular, si todo vértice en V; es vecino de
todos los vértices en V,, G' se denomina grafo bipartito completo, y se denota por Ky, v,. Un
grafo completo es un grafo que contiene todas las aristas posibles entre todos los sus vértices,
al grafo completo con n vértices lo denotaremos por K,,.

Un grafo H es subgrafo de G si se cumple que V(H) C V(G) y E(H) C E(G), y esto se
denota por H C G. En particular, si F(H) contiene todas las aristas en E(G) contenidas en
V(H), entonces H es un subgrafo inducido. Otra manera de definir un subgrafo inducido es a
partir de un subconjunto de vértices. Dado U C V(G), el subgrafo inducido cuyo conjunto de
vértices es U se denota por G[U], en dicho caso diremos que G[U] es el subgrafo inducido por
U en G, o que U induce el subgrafo G[U| en G. Si ademés H es un grafo completo, entonces

diremos que H es un cliqgue en G de tamano |V (H)| o un |V (H)|-clique.

Figura 2.1: De izquierda a derecha: subgrafo inducido por {2, 3,4} (en magenta) que corresponde
a un tridngulo (clique de tamano de 3) y un subgrafo (en naranja).

Un emparejamiento o matching en un grafo GG corresponde a un subconjunto de aristas
M C E(G) que no poseen ningin vértice en comun. Si un vértice pertenece a una arista en

M, decimos que esta saturado por M. Si M satura a todos los vértices de GG, entonces M se

13
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denomina matching perfecto en G.

Dado un grafo G = (V, E), un paseo P es una secuencia de vértices P = xgzy - - - x,,, donde
para todo i € {0,...,n — 1} se tiene que {z;, x;11} € E. Si P no repite vértices, es un camino.
Si P es un (z,y)-camino pero x =y, P es un ciclo. A un ciclo de largo 3 se le suele llamar
tridngulo. Si un ciclo pasa por todos vértices de un grafo se le denomina ciclo hamiltoniano. Si

un grafo G' posee un ciclo hamiltoniano, decimos que G es un grafo hamiltoniano.

Un grafo G es conezo si para todo par de vértices x,y € V(@) existe un (z,y)-camino que

los conecte.

2.3.1. Grafos aleatorios

Dados p € (0,1) y n un entero positivo, el modelo G ~ G(n, p) define el espacio de probabi-
lidades sobre todos los grafos de n vértices (en general, supondremos siempre que el conjunto
de vértices sera [n]). Las aristas de G(n, p) se definen tal que, para todo par de vértices distintos
i, j incluimos la arista ¢j en G(n, p) con probabilidad p y de manera independiente del resto de

las elecciones. A la probabilidad p se le denomina la intensidad de aristas.

Algunas propiedades bésicas del grafo aleatorio G ~ G(n, p) son:
(0 EIE@)) = (3)r.
() dado 5 € V/(@). E[E@GS)I) = ().
(111) para todo v € V(G), E[d(v)] = (n — 1)p.

Una propiedad en grafos consiste en una familia de grafos que es invariante bajo isomor-
fismos, es decir, es independiente del etiquetado de sus vértices. Por ejemplo, si definimos la
propiedad H como la propiedad de ser conexo y P, es un camino de largo n, entonces P, € H,

es decir, P, satisface la propiedad H.

Una propiedad H se dice mondtona si para un grafo G € ‘H se cumple que dada una arista
e ¢ E(G), se tiene que G + e € H. Por ejemplo, la propiedad de ser bipartito no es monétona,
pero la propiedad de ser hamiltoniano lo es. No es dificil ver que la propiedad de poseer un

k-clique es mondtona.
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2.4. BEstructura de las demostraciones

Es posible estudiar propiedades de un grafo G(n,p) dependiendo del valor de p. Especifica-
mente, veremos que hay algunas propiedades en G(n, p) que se satisfacen con alta probabilidad
dependiendo de si p estd por debajo de cierto valor umbral, y que no se satisfacen con alta pro-
babilidad cuando p supera dicho umbral. Formalmente, se define una funciéon f como umbral
para una propiedad H, tal que

(1) si p=p(n) =o(f(n)), entonces lim,_,, P[G(n,p) € H] =0,
(11) si p=p(n) =w(f(n)), entonces lim, ,, P[G(n,p) € H] = 1.

A partir del siguiente teorema [3, Theorem 4] veremos que las funciones umbrales cumplen un

rol importante a la hora de estudiar propiedades monotonas.

Teorema 2.3.1 (Bollobas y Thomasson). Toda propiedad mondtona posee una funcién umbral.

Algunos ejemplos de funciones umbrales para distintas propiedades mondtonas de grafos

SOOI

» f(n) =logn/n, para la propiedad de “ser conexo”,
» f(n) =1/n, para la propiedad de “tener tridngulos”.

Decimos que una secuencia de eventos, que dependen de un cierto n, ocurre con alta proba-

bilidad si es que ocurre con probabilidad que tiende a 1 cuando n tiende a infinito.

2.4. Estructura de las demostraciones

Una herramienta fundamental para el desarrollo de toda esta tesis es el Método del segundo
momento. Este método nos permitird encontrar funciones umbrales para propiedades en grafos.
Especificamente, buscaremos funciones umbrales para determinar el tamafio méas grande posible

de ciertas subestructuras en grafos, como un clique o subgrafo inducido.

El procedimiento usual serd el siguiente. Supongamos que estamos estudiando sobre la

secuencia de grafos (G(n,p)), la propiedad de “contener cierta subestructura de tamano k =
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2.4. Estructura de las demostraciones

k(n)”, que denotaremos por Hj. Para esto, definiremos una secuencia de variables aleatorias
Xk, para todo k£ > 1, tal que Xj sea igual a la cantidad de subestructuras de tamano k£ que
estemos buscando. De esta forma, necesitamos encontrar una funcién f : N — R tal que para

todo e >0
(I) si k= (1+4¢)- f(n), entonces lim,,_,., P[G(n,p) € Hi] =0,

(I1) si k = (1 —¢€) - f(n), entonces lim,,_,. P[G(n,p) € Hy| = 1.

Intuitivamente, la parte (I) nos indica que si el tamano de la subestructura es mayor a f(n),
entonces con alta probabilidad no existira dicha subestructura en el grafo o equivalentemente,
con alta probabilidad el tamano de la subestructura mas grande no supera al valor de f(n), es

decir, encontramos una cota superior para k. Para demostrar esto, necesitamos probar que

P[X; > 1] = o(1).

Lo anterior podemos conseguirlo a través de la desigualdad de Markov (Lema 2.2.3). Por lo
tanto, necesitamos que cuando k = k(n) > f(n), tengamos que E[X;] = o(1), y asi por la

desigualdad de Markov (Lema 2.2.3) obtendremos que

PX, > 1] < E[X;] = o(1),

que era lo que queriamos.

Para la parte (II) necesitamos hacer un proceso andlogo al anterior, pero ahora queremos
mostrar que si el tamafio de la subestructura que buscamos es mucho menor a f(n), entonces con
alta probabilidad existira dicha subestructura en G(n, p). Equivalentemente, queremos mostrar
que si k < f(n), entonces

P[X) = 0] = o(1).

Para conseguir esto, necesitamos controlar la varianza de X, de manera que al aplicar la

siguiente desigualdad podamos concluir lo que queremos.
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Lema 2.4.1. Dada X una variable aleatoria que toma valores enteros positivos, se tiene

Var[X]

PIX =0 < g

Demostracion. Notemos que, como X > 0

X
PIX = 0] = P[X < 0] = P[X — E[X] < —E[X]] < P[|X - E[X]| > E[X]] < \]];a[g[qj,
donde la tltima cota se obtiene usando la desigualdad de Chebyshev (Lema 2.2.4). [

Diremos que el método del segundo momento “funciona” cuando tenemos que k < f y
E[X}] — oo implican que P[X% = 0] = o(1). Si bien, a lo largo de este documento estudiaremos
casos en los que este método funciona, esto no siempre es asi cuando no es posible acotar
adecuadamente la varianza. Por ejemplo, si tuviésemos una variable aleatoria del tipo X,, = nY’,
donde Y es una variable aleatoria que toma valor 1 con probabilidad 1/2 y toma valor 0 con

probabilidad 1/2. Entonces, E[X,] = 5 - n — 00, pero PX, =0 =1/2>0.

2.5. Grafones

En esta seccién daremos algunas definiciones elementales para nuestro trabajo, en torno a
materia de grafones (para mas detalle ver [26]).
Un grafén W : [0,1]> — [0,1] es una funcién simétrica, es decir, para todo (z,y) € [0,1]?,

W(z,y) = W(y,x), y medible.

Definicién 1. Sea {Q,...,Q} una particion de [0,1] y para todo i,j € [k], p;; € [0,1) es
una constante. Un grafén escalonado es un grafén W : [0,1)> — [0,1] definido tal que para todo

i,j € [k] y para todo (z,y) € (©; x Q;) U (Q; x ), W(z,y) = pi;.

Dado un grafén W podemos definir un modelo de grafos aleatorios mas general que el modelo
binomial. El modelo de grafos aleatorios no homogéneo G(n, W) se construye de la siguiente

forma. Supondremos siempre que su conjunto de vértices es [n|. Tomamos una muestra de
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2.5. Grafones

n elementos independientes x1,...,x, € [0,1]. Luego, todo par de vértices i,j conforma una

arista con probabilidad W (x;, z;) y de manera independiente del resto de las elecciones.

Una manera equivalente de generar un grafo G(n, W) es a través del grafo aleatorio H ~
H(n, W), el cual se obtiene de la siguiente manera. Se extrae una muestra de n elementos
independientes 1, xa, ..., z, € [0,1]. Se tiene el conjunto de vértices V(H) = [n]. Luego, H
serd un grafo completo con pesos, tal que cada arista ij en H tendrd peso W (x;, x;). De esta
manera, podemos obtener el grafo G ~ G(n, W) tomando todos los vértices de H e incluyendo

en G cada arista ij de H con probabilidad W (z;, x;), correspondiente a su peso en H.

Dado X C Q, decimos que U : X? — [0,1] es un subgrafén de W obtenido por X si

U = W/|x2. Respecto a esto, supondremos que X como espacio de medida estard dotado de la

—_ )

medida )\X = m7

para todo Y C X, donde A denota la medida de Lebesgue.

Dado H un grafo con d vértices, podemos definir el grafon representante de H, que denota-
mos por Wy, como sigue. Tomamos una particion { X7, X, ..., Xy} de Q, tal que A(X;) = 1/d,

para todo ¢ € [d]. Luego, para todo z;,z; € X; X X;

1, siij € E(H)
Wiy (@, ;) =

0, sino.

Aqui, Wg es un graféon escalonado. Notemos que no existe un tnico grafén representante para

H | ya que depende de la eleccion de los X;.

Para una funcién medible f : X — R se define su supremo esencial, que denotamos por
ess sup f, como la menor cota superior « tal que la medida del conjunto {z € X : f(x) > a}

sea nula. El infimo esencial de f, que denotamos por ess inf f, se define de manera analoga.
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CAPITULO 3

Tamano del clique mas grande

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar cudl es el tamano tipico del clique méas grande
en un grafo aleatorio binomial. Lo que nos motiva a realizar este estudio es que determinar el
tamano tipico del clique més grande en un grafo aleatorio binomial es un caso particular del
problema de encontrar el tamano del subgrafo inducido en comtin mas grande entre dos grafos
aleatorios, que es nuestro problema foco. De esta manera podremos identificar detalladamente

cuales son las herramientas necesarias para ir obteniendo resultados cada vez més generales.

3.1. Caso G(n,1/2)

El problema mas elemental que estudiaremos sera encontrar el tamaio del clique mas grande
en un grafo G(n, 1/2), que denotaremos por w(G(n, 1/2)). Este problema corresponde a un caso

particular del estudio de Matula [28], Grimmett y McDiarmid [20], y Bollobas y Erdés [4].

Teorema 3.1.1. Con alta probabilidad, w(G(n,1/2)) = (2 + o(1)) - log, n.

19



3.1. Caso G(n,1/2)

Demostracion. Sea G ~ G(n,1/2). Para cada entero positivo k, definimos la variable aleatoria
X correspondiente a la cantidad de k-cliques en G. Asimismo, dado S C V(G), definimos Yy

como la variable aleatoria que toma valor 1 si G[S] es un clique y 0, si no. De esta forma,

Xp= S Vs (3.1)
Sev(G)*k)

Asi, se obtiene la esperanza de X} como

EX)= Y Pys—1-= Y 20 - (”)2@. (3.2
Sev(G)®) Sev(G)®

La demostracién estara estructurada de la siguiente manera: primero veremos una cota
superior para w(G) a través de un argumento de primer momento, éste nos permitird mostrar
que cuando k supera cierto umbral, la esperanza de X} convergera a 0 con n y que por tanto, la
probabilidad de que exista un k-clique tendera a 0 cuando n tiende a infinito. Luego, veremos
una cota inferior para w(G) a través de un argumento de segundo momento, el cual nos permitira
concluir que, cuando la esperanza de X; diverge con n y si es que podemos controlar la varianza
de X, entonces con alta probabilidad existira un [-clique en GG. Equivalentemente, mostraremos

que la probabilidad de que X; sea menor que 1 converge a 0 cuando n tiende a infinito.

CotA SUPERIOR: Dado € > 0, fijemos k = (2 +¢) - log, n. Usando el Lema 2.1.2 se tiene la

siguiente cota superior para la esperanza,

. ko pm-1 k-1 1k
g ()< (2) o0 <[

(k—1
2

Aqui, notamos que 2~ =2-n"'"% y ademés, k = (2+¢)-logyn — 0. Por ende,

Notemos que lo anterior se puede interpretar como que en promedio no hay cliques de tamano

mayor a (2 + ¢) - logyn, cuando n — +oo. Esto tultimo, junto a la desigualdad de Markov
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3.1. Caso G(n,1/2)

(Lema 2.2.3), implica que
PXy, > 1] <E[Xi] = o(1).

Por lo tanto, con alta probabilidad no existe un clique en G de tamano mayor a (2+¢) - log, n,

que era lo que queriamos mostrar.

CotA INFERIOR: Dado € > 0, fijemos k = (2 —¢) - log, n. Usando el Lema 2.1.2 obtenemos

la siguiente cota inferior para la esperanza

= (02 (3) 527 w2

, (k1)
Aqui, notamos que 272

= /2-n""3, y como ademés k = o(n), obtenemos que

V2

T

N

E[X.] >

n

k
| o

Observemos que lo anterior se puede interpretar como que en promedio hay una gran cantidad
de cliques de tamafno menor a (2 — ¢) - log, n, pero esto no siempre nos garantiza que con alta
probabilidad exista un clique de tamano menor a (2 —¢) - log, n. Recordemos que el Lema 2.4.1
nos dice que

Var[X}]

PIXe = 0] < i (3.3)

Por ende, para concluir lo que buscamos, es necesario estudiar la varianza de Xj. Recordemos
que, para S € V(G)®, Yy corresponde a la variable aleatoria que toma valor 1 si G[S] es un

clique, y 0 si no. Luego, por (3.1) y por Teorema 2.2.2 se sigue que

Var[X;] < E[X] + > Cov(Ys,Yr). (3.4)

S, TeV(Q)*)
1<|SNT|<k—1

(#)

En lo que sigue, acotaremos el término (¢) en la desigualdad (3.4). Notemos que si S 'y 7' no se
intersecan en al menos un par de vértices, esto es, si |[SNT| < 1, entonces las variables Y e Y
son independientes. Lo anterior se debe a que si S y T" no poseen al menos un par de vértices

en comun, entonces no conforman ninguna posible arista en comin en G. Luego, la covarianza
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3.1. Caso G(n,1/2)

entre ambas variables aleatorias es 0. Por ello, en () solo consideraremos las covarianzas sobre
los Sy T tales que |SNT| > 2. Ahora, nos concentramos en acotar las covarianzas en (¢).

Como Ys e Y7 son no negativas, entonces
Cov(Ys, Yr) = E[YsYy] - E[Y5]E[Ys] < E[YsYy] = P[Ys = 1, ¥z = 1] = 272()7(%37),

Notemos que la dltima igualdad se obtiene porque el total de pares de vértices que potencial-
mente conforman una arista en G[S] es (g) Cada uno conforma una arista con probabilidad
independiente y uniforme igual a % Luego, se tiene exactamente el mismo conteo para los pares
de vértices en G[T, descontando los (‘S ST‘) pares de vértices que hay en comin con G[S].

Usando lo anterior, se tiene que

@)= > Cov(Ye,Yp) < 3 2726)+(%7)

STeV(G)*R): S,TeV(G)H):
2<|1SNT|<k—1 2<1SNT|<k—1

= > X 272G

2<i<k—1 8 Tev(G)():
|SNT'|=1i

-5 (Z) (’f) (Z - ’f) 2-2(3)+(3), (3.5)

Notar que en la tltima ecuacion (3.5), (”) cuenta las posibles maneras de elegir el conjunto .S,
(f) cuenta las posibles maneras de escoger SNT'y (" ’f) cuenta las posibles maneras de elegir

T\S. De esta forma, aplicando la igualdad vista en (3.5) en la desigualdad (3.4) obtenemos

Var[Xy] <E[X]+ 3 <Z> <k> (Z: ’j) 2-2(3)+(2), (3.6)

2<i<k—1 ¢

Aplicando la ultima desigualdad (3.6) en la cota del Segundo Momento (3.3) se tiene que

2()

2<i<k—1 k)

PX), =0] < 1 + Z ()()(%l:)
-2




3.1. Caso G(n,1/2)

1
EX]+ > a (3.7)

2<i<k—1

donde en la ecuacién anterior definimos, para todo i € {2,...,k — 1},

()2
0

Para continuar acotando el ultimo término de la desigualdad (3.7) veremos que, para n sufi-

a; ‘=

cientemente grande, a; se maximiza en ¢ = 2. En efecto,

) (ih)2)
)(i5) -2

(n—2k+2)! [(k: - 2)!]2 it

_ (G2
G062

Al (n—2k+0) | (k—1i)
=T ;k:)» R
n — =
2 2]
T n— 2k ]
9 okt 72
o2
| n—2k ]

Como k = (2 — ¢) - log, n, entonces 255 = V2nl75. Ademads, para n suficientemente grande se

tiene que k < 7, entonces

(05} n
N————

<1

%o [2\/5 " 2] <1 (3.8)

Ahora, podemos aplicar la propiedad anterior (3.8) en la desigualdad (3.7), de donde se

obtiene, para n suficientemente grande

P[Xk:()]gE;ﬁ Y oa

2<i<k—1
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3.2. Caso G(n,p)

L W) 39

= E[X}] ke (Z)
() (i)
SExg T 2k - Q(H:k;
1 () (i)
" E[X,] +2: (2:12«) ' (i—Q%é(z;szrz)
1 k(k —1)(5)
B E[X4] 2k (n—2k+1)(n—22k+2)
k(k—1)(4)
S A TS
o (k
para n suficientemente grande‘ E[;(k] + 8k - W
< Lk (3.10)
o E[Xk] n2’ .

Luego, para todo € > 0y k = (2 —¢) - logy n, se tiene que E[X;] — ooy En=2 = o(1).
Por lo cual, obtenemos que con alta probabilidad existe al menos un clique de tamano menor

a (2 —¢) - logy, n, lo que concluye la demostracion. O

3.2. Caso G(n,p)

Ahora, veremos un resultado mas general que el Teorema 3.1.1. Debido a que las demostra-
ciones son muy similares, simplificaremos varios argumentos. En la década del 1970, Matula [28],
Grimmett y McDiarmid [20], y Bollobas y Erdds [4] dieron distintas demostraciones para probar

el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Sea p € (0,1). Luego, con alta probabilidad w(G(n,p)) = (2 + o(1)) - log, , n.

Demostracion. Sean p € (0,1) y G ~ G(n,p). Para cada entero positivo k, definimos la variable
aleatoria X como la cantidad de k-cliques en G y para todo S C V(G), Ys es la variable

aleatoria que toma valor 1 si G[S] es un clique y 0, si no. Asi, si calculamos la esperanza de X},
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3.2. Caso G(n,p)

de manera andloga a la vista en la igualdad (3.2), obtenemos que
E[X,] = (“) p2). (3.11)

La demostracién estard estructurada de la manera vista en la demostracién de Teorema 3.1.1.

Comenzaremos desarrollando un argumento de primer momento.

CoTA SUPERIOR: Dado € > 0, fijamos k = (2 + ¢) - logyn, donde b := p~'. Usando

Lema 2.1.2, se tiene la siguiente cota superior para la esperanza,

= (0 ()52 4]

(2+¢)

Y aqui, notamos que p% =Vbn "z . Asi,

o

k
E[Xy] < e;f/g-n_ ] =o(1).

Luego, para todo e > 0y k > (24 ¢) - log, n se tiene que E[X;] = o(1). Por la desigualdad de
Markov (Lema 2.2.3), se obtiene que

PX;, > 1] < E[X)] = o(1).

Por ende, con alta probabilidad no existe clique de tamano mayor a (2 + ¢) - log, n, que era lo

que queriamos probar.

CoTA INFERIOR: Veremos ahora el argumento de segundo momento, de la misma manera

que se vio en la demostracion de Teorema 3.1.1.

Dado ¢ > 0, fijamos k = (2 — ¢) - logy n. Usando Lema 2.1.2 acotamos inferiormente la

cantidad esperada de k-cliques como sigue

sl = (7)o 2 (1) 5 = [0
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3.2. Caso G(n,p)

Aqui, notamos que p% = vbn"'*% y por ende

Vb

"

[SI0)

k

Ahora, queremos estudiar la probabilidad de que existan cliques de tamano menor a (2 —
e) -log, n. Equivalentemente, queremos ver la probabilidad de que no existan cliques de tamatio

a lo més (2 — ¢) - log, n. Por Lema 2.4.1, tenemos que

Var| Xj]

P[Xy=0] < X, 2

(3.12)

Recordemos que, para S € V(G)®), Yy corresponde a la variable aleatoria que toma valor 1 si
G[S] es un clique, y 0 si no. Luego, repitiendo de manera andloga los célculos y argumentos

vistos para acotar los términos de las desigualdades (3.4), (3.5) y (3.6) tenemos que

Var[X,] <E[Xi + (Z) <k> (Z: f) p2(2)=(), (3.13)

2<i<k—1 ¢

De esta manera, aplicando la igualdad (3.11) y la desigualdad (3.13) en la cota del Segundo

Momento (3.12) se tiene que

) () (9200
PIX, =0] < ! 3 <k><l)<kﬂ)p

1
= + d;. (3.14)
E[Xk] 2<i<zk—1
En la ecuacién anterior definimos, para todo i € {2,..., k — 1},

W

Para continuar acotando el tltimo término de la desigualdad (3.14) veremos que d; se maximiza
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3.2. Caso G(n,p)

en 1 = 2. En efecto, repitiendo de manera analoga los célculos vistos para a; en la demostracion

de Teorema 3.1.1 se obtiene que

d;
— <
d2 n
N————’
<1

_qi-2
2vb - n12]
_ < 1.

Continuando con la desigualdad (3.14), a partir de la maximizacién de d;, podemos repetir de

manera andloga los célculos vistos en la desigualdad vista anteriormente (3.10). Asi, se tiene

1
PX, =0] < E[X,] + 2<;€1d2
L )6
=)
Ly GG
B[] ’ (")
k\ (n—k
T E[Xy] Ok (Z:’;) i <(i>g:;g(12k)>(nl)2k+2)
1 k(k —1)(5)
T E[Xy] ok (n—2k+1)(n_22k+2)
1 k(k—1)(5)
<& T e
_ 1\ (k
para n suficientemente grande‘ < E[;( ] + 4bk - k(knzl)(Q)
k
1 K5
< m + 4bﬁ' (3.15)

Luego, para todo ¢ > 0y k = (2 — ¢) - log,n se tiene que E[Xy] — ooy k’n=? = o(1). Por
lo tanto, con alta probabilidad existe al menos un clique de tamano menor a (2 — ¢) - log, n, lo

que concluye la demostracién. O]
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3.3. Caso G(n,W)

3.3. Caso G(n,W)

A continuacién veremos el tamano del clique mas grande en un grafo aleatorio no homogéneo,

el cual generaliza los resultados vistos en el Teorema 3.1.1 y el Teorema 3.2.1.

Sea W : [0,1]*> — [0,1] un grafén con {nfimo esencial positivo. Definimos

2[|2 13
Jwweoz M(@)h(y) log (1/W(x,y)) d(N?)

k(W) :=sup { : h es una funcién L' no negativa en [0, 1]} .

Considerando que % = 0 y que para todo a € R — {0}, § = +oo0, el siguiente teorema fue

demostrado en el ano 2017 por Dolezal, Hladky y Mathé [14, Theorem 2.4].

Teorema 3.3.1. Sea W un grafon con infimo esencial positivo. Luego, con alta probabilidad

se tiene que
v si k(W) < 400, w(G(n,W)) =(140(1)) - k(W) -logn, y
v 51 k(W) =400, w(G(n,W)) > logn.

Es claro que podemos recuperar el Teorema 3.2.1 a partir del Teorema 3.3.1, ya que si

tomamos W = p se tiene que ess inf W =p >0y

2||h|I3 _ 2|13 _ 2
ez M@)h(y) log (1/W (z,y)) d(X?) [ e Mx)h(y) log 2d(X?)  log

(3.16)

2
log

para toda funcién h. Por lo tanto, k(W) = y por ende, del Teorema 3.3.1 se sigue que

T
p

w(G(n,p)) = (1 +o0(1)) - 102% -logn = (1+0(1)) - 2 - log; ,, n, que es justamente el resultado

dado por el Teorema 3.2.1.

Dolezal, Hladky y Méthé [14, Fact 2.6] probaron la siguiente férmula equivalente para cal-
cular k(W).

k(W) = sup {HhHl : h es una funcién L' no negativa en [0, 1], T'(f, W) > 0} : (3.17)

donde

D(h, W) = / JRRICLEY +; /(m’y)ew h(z)h(y) log W (z, y)d(32). (3.18)
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3.3. Caso G(n,W)

No ensenaremos la demostracion del Teorema 3.3.1, sin embargo, daremos algunas ideas
generales que nos ayudaran a entender mejor este problema.

Sean pi,p; € (0,1) tales que p; < py. Sea ademas W : [0,1]* — [0,1] un grafén tal que
p1 = ess inf W < ess sup W = p,. Tomamos ahora de manera uniforme e independiente, los
elementos z; € [0,1], para todo i € [n] y los elementos y;, € [0,1], para todo jk € [n]?. A

partir de esto, generamos los grafos aleatorios G1, G5 y Gy como sigue:
(1) si yjx < p1, jk conforma una arista en Gy,
(11) si y;r < p2, jk conforma una arista en Gy,

(1) si yjp < W(zy,z;), jk conforma una arista en Gy .

De lo anterior, se sigue que E(G1) C E(Gw) C E(G3), y por ende G; C Gw C Gs. Lo anterior
implica que

w(G1) < w(Gw) < w(Gy). (3.19)

Por otra parte, los eventos definidos por (1), (11) e (11I) ocurren con probabilidad py, ps ¥y
W (x;, z;), respectivamente. Entonces, G; ~ G(n,p1), G2 ~ G(n,p2) y Gw ~ G(n, W), por ello

podemos aplicar el Teorema 3.2.1. Asi, obtenemos que con alta probabilidad

= w(G1) = (2+0(1)) -logy ), n =2 (1+0(1)) - logn, y

O,
gpl

= w(Gy) = (2+0(1)) -1og, , n = =21 - (1 + 0o(1)) - log .

og P2

Usando lo anterior en las desigualdades (3.19), obtenemos que con alta probabilidad

A (1401 1051 = Oljy(gGg = {L+ol1)): log21 B ﬁgG;)

logn

Finalmente, mostramos que el tamano del clique mas grande en G(n, W) crece en orden lo-
garitmico. La dificultad principal de demostrar el Teorema 3.3.1 estd en encontrar la constante
rk(W).

El esquema de la demostracién del Teorema 3.3.1 es similar a los que hemos visto hasta

ahora, en el sentido de que también es a través de un argumento de primer y segundo momento.
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3.3. Caso G(n,W)

Para ilustrar esto, veamos el caso para un grafén escalonado. Sea W : [0,1]*> — [0, 1] tal que,

para todo (z,y) € [0,1]?

P11, si(x,y) € O x Oy,
W(l‘,y) = 9§ Po2, si (x,y) €y x ),

P12, €n otro caso,

donde p11, pa2, p12 € (0,1) v {Q1,Qs} es una particion de [0, 1] tal que ©; y Q5 son conjuntos

de medida positiva 31 y [, respectivamente.

El objetivo, al igual que en las otras demostraciones que hemos visto, es determinar para
qué constante real ¢ > 0 se tiene que con alta probabilidad existe un clique de tamano clogn,
y para qué constante ¢ no existe con alta probabilidad un clique de tamano clogn. Para este
caso, como estamos trabajando sobre una particiéon en 2 conjuntos de [0, 1], nos interesa contar
la cantidad de cliques que poseen c¢; y co vértices representados en §2; y €29, respectivamente,
de manera que maximicemos el valor de ¢; + co = c¢. De lo anterior, podemos contar la cantidad
de aristas en un clique que posee ¢; y co vértices representados en €2y y )y, respectivamente,

como sigue

c1logn cologn
G + 27108 + C1C log2 n
2 2 —_——
—_————— —_———— aristas con un vértice en €21 y un vértice en Qg2
aristas con ambos vértices en €21 aristas con ambos vértices en (29

Ahora, definimos X, ., como la variable aleatoria que enumera la cantidad de cliques en G con
€1y co vértices representados en €2y y {25, respectivamente. Realizando célculos andlogos a los
vistos en las igualdades (3.2) y en (3.11), el valor de la esperanza de X, es

ﬁln crigsn 52” calgsn cicalog?n
E[X¢, e.] & ( -p& ’ ) 'sz ’ )-p1122 ¢

c1logn cologn

C

2 2
=exp {(1 +0(1)) 10g2 n [Cl +co + 51 log p11 + 52 log pas + cico logplzl } )

donde la aproximacién se debe a que estamos aproximando la cantidad de vértices en G que
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3.3. Caso G(n,W)

estan representados en €2y y {25 como [in y [on, respectivamente, y la ultima igualdad se
obtiene ocupando aproximacién de Stirling (caso (II) Lema 2.1.3) en los coeficientes binomiales.
Observemos que, a pesar de lo anterior, finalmente obtuvimos una expresién de E[X,, .,| que no
depende de $3; ni de 3. Asi, se sigue que podemos controlar el valor de la esperanza de X, .,

dependiendo del signo del siguiente valor

2 2

C C
0 =0(ci,co) i==c1 +cy+ 51 log p11 + 52 log paz + c1¢21og pra.

De esta manera, tenemos la siguiente relacion entre 6 y E[X,, .,]
E[Xec ] — 0 siysolosi® <0, y E[Xe]—>o00 siysolosif>0. (3.20)

A partit de esto, por un argumento de primer y segundo momento (que no es trivial de desa-
rrollar, pero debido a los resultados vistos anteriormente podriamos esperar que funcionaria),
obtendriamos que con alta probabilidad existe un clique en G de tamano clogn si y solo si
existen ¢y, co > 0 tales que ¢; +co = cy 6 > 0, donde esto tultimo equivale a resolver el siguiente
problema de optimizacion

i

, c c
max. 6(ci,c2) i =c1+c2+ D) log p11 + D) log pas + cicalog pio

sujetoa ¢y +cy =c.

Notemos que podriamos haber tomado una particion de con conjuntos de medida [3; de
tamano infinitesimal. Esto nos permite intuir una relacién directa entre el valor de 6 y la
férmula de I'(h, W) en la identidad (3.18). Mas atn, la dependencia entre la convergencia de
E[Xk] v el signo de 6 vista en (3.20) se relaciona directamente con la condiciéon I'(h, W) > 0 en

la formula de k(W) (3.17).
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CAPITULO 4

Tamano del subgrafo inducido en comin mas

grande entre grafos aleatorios homogéneos

Dados dos grafos aleatorios homogéneos independientes GGy y G, nuestro objetivo ahora
consiste en determinar el tamaifio tipico del subgrafo inducido en comin mas grande entre
ambos grafos, el cual denotamos por L(G1,Gs). Recordemos que el tamano de un grafo es la
cantidad de vértices que posee. En esta etapa del documento, estamos estudiando un problema
que generaliza el problema de encontrar el tamano del clique mas grande en un grafo aleatorio,
que estudiamos en el capitulo anterior. Esto se debe a que si fijamos a G; como un grafo
completo y G5 es un grafo aleatorio binomial, entonces cualquier subgrafo inducido que tengan
en comun sera un clique, en particular, el subgrafo inducido en comtin méas grande que posean

sera el clique mas grande en Gs.

Al igual que en el capitulo anterior, iremos avanzando de un resultado a otro en la medida

que este ultimo que sea mas general que el anterior.
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4.1. Grafo auxiliar

4.1. Grafo auxiliar

Una herramienta que utilizaremos a lo largo del estudio del tamano del subgrafo induci-
do en comun mas grande entre dos grafos aleatorios es un grafo auxiliar, que definiremos a
continuaciéon. Sean Gy ~ G(n,p1) y Gy ~ G(n,ps) dos grafos aleatorios independientes, cuyos
conjuntos de vértices denotaremos por Vi y V5, respectivamente. Sea k > 1 un entero y sean
S, T e Vl(k), ¢:S—=Vyye: T — Vs funciones inyectivas. A medida de que desarrollemos las

demostraciones, nos va a interesar calcular el valor de
P[G1[S] =4 Go[o(9)] vy G1[T] =, Go[p(T)]],

el cual evidentemente serfa sencillo de calcular si es que los eventos {G1[S] =, Ga[o(5)]} ¥
{G:[T] =, G3[p(T)]} fuesen independientes. Sin embargo, la mayoria de la veces este no sera

el caso. Para abordar esta dificultad, definimos el siguiente grafo auxiliar I' = T'(S, T, ¢, ¢)
V(I[)=AUuBy EQIl):=E,UE,, (4.1)
donde

A:=8PUuT®,
B = ¢(8)? Up(T)?,
Ey = {ab, ¢(a)p(d) : abec SP}, y

E, = {zy,o(x)p(y) : zyeT?},

La idea es poder representar, a través de cada vértice en I', pares de vértices en Gy y Go.
Especificamente, los elementos de A representan todos los pares de vértices en (G; y los elementos
de B, a todos los pares de vértices en Gs. De esta forma, una arista en I' representara la conexién
entre un par de vértices en (G; con su par de vértices en (G5 asociado a través de ¢ o a través
de ¢, segun corresponda. Es facil ver que I' es bipartito, con A, B su biparticién de vértices.

Entonces, dados ij, st € V(I'), la arista {ij, st} € E(I") nos indica que ij conforma una arista en
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4.1. Grafo auxiliar

(51 siy solo si st conforma una arista en Gs. Por ende, cada componente conexa en I' representa
un grupo de pares de vértices en (G; y Gy que debe actuar de manera sincronizada en cuanto

a si conforman o no una arista.

I
P (4)p(6) = 32
P(4)p(3) = 34
A ig e(3)p6) =42 | B
N L 6(2)6(3) = 64
2 “i— 6(2)0(6) = 67
%7 ~~(3)p(6) = 47

Figura 4.1: Ejemplo del grafo auxiliar I' con S = {2,3,6}, T' = {3,4,6}, (¢(2),#(3),¢(6)) =
(6,4,7) y (¢(3),(4),9(6)) = (4,3,2).

Mas atn, podemos detallar la forma que tienen las componentes conexas de I'. Para esto,
notemos que I' corresponde a la unién de los grafos I'y := (AU B, E,) y I'y := (AU B, E,).
Es claro que I'y y I's son bipartitos, ademéas por la inyectividad de ¢ y ¢, se tiene que todos
sus vértices poseen grado exactamente 1. Por ende, Fy y E, son matchings perfectos de I'y y
'y, respectivamente. Luego, A(I") < 2 y por ende las componentes conexas de I" son caminos o

ciclos de largo par.

Debido a que nuestro interés es calcular una probabilidad conjunta, queremos entender,
a través de nuestro grafo I', cémo es la relacién de dependencia entre los eventos {G1[S] =
Golo(9))} v {G1[T] =, Gale(T)]}. El caso mas sencillo de estudiar es cuando el tamaio de
la interseccion entre S y T o entre ¢(S) y ¢(T) es a lo méas 1. En tal caso, el evento donde
G1[S] =4 G2[9(9)] es independiente de si G1[T] =, Go[¢(T')], ya que no hay pares de vértices
en comun entre G1[S] y G1[T], ni tampoco entre Go[¢(S)] v Ga[p(T')]. En el grafo auxiliar, esto

se traduce a que no hay ningin par de aristas adyacentes en I'.

34



4.1. Grafo auxiliar

Go

12 @ ® 26

13 @ ® 23

34 45

35 41

45 51

Figura 4.2: Ejemplo de I" cuando |[SN T, |¢(S) Ne(T)| < 1.

Por otro lado, fijemos ahora j; = [SNT| y jo = |6(S) Ne(T)| tal que max{ji,jo} >
2. Calcularemos el valor de P[G;[S] =4 G2[o(9)] y G1[T] =, G2[p(T)]] dependiendo de las
componentes conexas de I'. Sea € = C(I") el conjunto de componentes conexas de I'. Dada una
componente conexa C' € €, necesitamos que cada par de vértices en G; y G, representados
por vértices en C', conformen todos simultdneamente una arista, en G; y G5, o que ninguno
conforme una arista. Entonces, como cada par de vértices conforma una arista en G (respect.
(G2) de manera independiente y con probabilidad p; (respect. ps), el evento donde todos los pares
de vértices en G; y G, representados en una misma componente conexa C' en I', conforman o

no una arista en GGy y Gy ocurre con probabilidad
cA| |cB A B
P (1= )91 — )€,
donde C4:= ANC y CP:= BN C. De lo anterior, obtenemos finalmente que

PIG[S) = Galo(S)] ¥ GalT) =, Galp(T))) = TT [”"Ip™! + (1= 1)1 = )| (4.2
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4.2. Caso G; ~G(n,1/2) y Gy ~ G(n,1/2)

que era lo que necesitabamos.

4.2. Caso G; ~G(n,1/2) y Gy ~ G(n,1/2)

El caso mas elemental que estudiaremos sera cuando ambos grafos son generados por el
modelo homogéneo, ambos con intensidad de aristas igual a 1/2. Este caso fue estudiado por

Chatterjee y Diaconis [7] el 2023.

Teorema 4.2.1. Sean G, Gy ~ G(n,1/2) independientes. Luego, con alta probabilidad L(G1,Gs) =
(44 0(1)) - logy n.

Demostracion. Tomemos Vi := V(Gy) v Vo := V(Gy). Ademaés, para cada k entero positivo,

definimos la variable aleatoria X} := |X|, donde
X = {(S, ¢): SeVi® ¢:8 =V, tal que ¢ es inyectiva y Gy[9] =, GQ[gb(S)]} . (4.3)

Dados S € Vl(k) y ¢ : S — Vs, definimos Yg 4 como la variable indicatriz de si (S, ¢) € X. De

esta manera, obtenemos la siguiente expresion para Xy

Xy = Z Z Ys4. (4.4)

(k) ¢$:S—Va
SeVy ¢ inyectiva

Por otro lado, para todo S € Vl(k) y ¢ : S — V5 inyectiva, se tiene que
E[Vsy) = P[Ysy = 1] = 27().

El calculo anterior resulta de que G y G5 son independientes, y cada par de vértices conforma
una arista de manera uniforme e independiente con probabilidad % Luego, el evento donde un

par a,b € V; conforma una arista en Gy si y solo si ¢(a)p(b) € Vo conforma una arista en G,
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4.2. Caso G; ~G(n,1/2) y Gy ~ G(n,1/2)

1

s 11,1
ocurre con probabilidad 5 -5 + 5 - 5

1
5- Luego,

EXy= > > E[Ysy

Sev(k) d):S*)VQ
1 inyectiva

=Y ¥ 20
sev?) #:5—=Va
1 inyectiva

_ @ . @ o ()
_ (Z)Q"“'“g)'

(4.5)

Ahora, desarrollaremos el argumento de primer momento, ya visto anteriormente, para

encontrar una cota superior de L(Gy, Ga).

CoTA SUPERIOR: Dado € > 0, fijamos k = (4 + ¢) - log, n. Usando Lema 2.1.2; se tiene la

siguiente cota superior para la esperanza

k

? 2% » -
E[X,] = (Z) k2=() < (en> kg ME [e ",

(k—1)

Aqui, notamos que 2~ 2 = /217272 y por ende

E[X] <

€2/2 s ¥
k

Luego, por desigualdad de Markov (Lema 2.2.3), obtenemos que

PX;, > 1] < E[X4] = o(1).

Por lo tanto, con alta probabilidad no existe un subgrafo inducido en comun entre G y G5 de

tamafo mayor que (4+¢)-log, n. Equivalentemente, el tamano del subgrafo inducido en comun

més grande entre G; y Gy es a lo més (4 + ¢) - log, n.

CoTA INFERIOR: Ahora, desarrollaremos el argumento de segundo momento, que fue visto

y explicado también anteriormente, para encontrar una cota inferior de L(Gy, G3).
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4.2. Caso G; ~G(n,1/2) y Gy ~ G(n,1/2)

k
Dado ¢ > 0, fijamos k = (4 —¢€) - logy n. Por Lema 2.1.2 y usando la cota k! > (g) se tiene

E[X,] = <Z>2 k27 () > (Z)zk (i)k 2 l:; : 2—%‘”r. (4.6)

(k=1)

Aqui, notamos que 272

que

= n~?*2. Luego, para todo e >0y k = (4 —¢) - log, n se tiene que

[SI[0Y

k

T

Ahora, queremos estudiar la probabilidad de que no existan subgrafos inducidos en comtn entre

G1 y Gy de tamafio a lo mas (4 — ¢) - log, n. Por Lema 2.4.1, tenemos que

Var[Xk]
P[X, =0] < . 4.7
(X =0] < EIX, 2 (4.7)
Ademas, por Teorema 2.2.2 tenemos que
Var[X,] <E[X,]+ Y. Cov(Ysy, Yr). (4.8)
(S7¢»)573(CT7¢)

De esta forma, aplicando la cota de la varianza (4.8) a la desigualdad del Segundo Momento

(4.7) resulta

1 1
E[X,] | E[X,?

P[X, = 0] < S Cov(Ysg, Yro). (4.9)

(5,8),(Typ)
eX

Para acotar la suma de la covarianzas en la desigualdad (4.9), recurrimos al grafo auxiliar T',

cuya definicién recordamos a continuacion:
V(I):=AuBy EI):=E,UE,,
donde

A:=5PuT®,
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4.2. Caso G; ~G(n,1/2) y Gy ~ G(n,1/2)

B = ¢(S)? Up(T)®,
Ey = {ab, ¢(a)p(d) : abec SP}, y

E, = {zy,p(x)ely) : zy € TP},
Ahora, definimos el siguiente conjunto

Bjy g, = {((5,0),(T,9)) € X x X = [SNT| =71y [¢(5) Np(T)] = ja}, (4.10)

para todo ji, j2 € [k]o. Estudiaremos para qué pares (S, ¢), (T, ¢) el término de la covarianza

en la desigualdad (4.9) se anula.

Afirmacién 1. Para todo ((S, ¢), (T, ¢)) € By, j, tal que min{jy, jo} < 1, se tiene que Cov(Ys 4, Y1) =
0.

Demostracion. Ya vimos anteriormente en Seccién 4.1 que cuando j; = [SNT|y ja = [¢(S) N
o(T)| <1, los eventos {G1[S] =4 Go2[0(5)]}, {G1[T] =, Galp(T')]} son independientes. Luego,
en este caso Cov(Ysy, Y7,) = 0.

Sin pérdida de generalidad, supongamos ahora que |[SNT| < 1y |[¢p(S)Ne(T)| > 2 (para
ver el caso donde [SNT| > 2y |¢p(S) Ne(T)| < 1 se intercambian las propiedades de A y

S@UT® por By ¢(S)Up(T), respectivamente). Queremos mostrar que
COV(YS@, YT,QD) = ]E[YS,¢ . YT#,] — E[Ys#,] . E[YT,gp] = O,

donde E[Ys4 - Yr,] = P[Ysy = 1y Y, = 1] corresponde a la probabilidad conjunta de que
G1[S] =y Galo(9)] v G1[T] =, Galp(T)]. Por lo tanto, ocupando la férmula vista para la

probabilidad conjunta (4.2) obtenemos que

ICl o]
BIGHIS) = Gala(5)] ¥ GilT) = Galo()]) - T B f(1-1) ]

=] 9. 92-1C

cec
— olel . o—lAl=|B]|
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4.2. Caso G; ~G(n,1/2) y Gy ~ G(n,1/2)

donde € es el conjunto de componentes conexas de I'. Ahora, para contar la cantidad de com-
ponentes conexas en I' recordemos que estamos bajo la suposicion de que |[SNT| < 1y
|o(S) N (T)| > 2. Luego, lo vértices en A poseen grado igual a 1 y los vértices en B poseen
grado a lo mas 2. Por lo tanto, hay tantas componentes conexas en I' como elementos en B. De

esta forma,

P[G1[S] = Ga[é(9)] y Gi[T] = Gafp(T))) = 27,

Por otro lado, como no hay pares de vértices en comun entre S y T' (porque su intersecciéon es

a lo mas 1), se sigue que |S® UTP| = |S@| 4 |T@|. Por ende,

E[Ysg] - E[Yr,] =P[Ysy =1] - PlYp, = 1]

— 9|57
_ 9-15@ur®)
=27MI,
Y de todo lo anterior, obtenemos que
Cov(Ys.p, Y1) = E[Ysy - Yo,] — B[Ysg) - E[Yp,] = 2714 — 2714 = ¢, (4.11)
que era lo que queriamos ver. [

Por otro lado, si j; = |[SNT| > 2y jo = [¢(S) Np(T)| > 2, entonces tenemos que

Cov(Yse, Yro) <E[Yss - Yr,| = 2lCl . 9= AI=IBl < o= |Al=[Bl+min{|ALI B[} (4.12)

o)) 5 meo)-(2)

Ahora, volviendo a la desigualdad (4.9) obtenemos que

donde

1 1
P[X, = 0] < + Y. Cov(Ysg, Y1) (413)
E[X;] = E[X)? (59). T
c€xx
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4.2. Caso G; ~G(n,1/2) y Gy ~ G(n,1/2)

1 1
(w1 E[Xs] | E[X:P

Z COV(YS@, YT,@)
2<71,52<k (5,¢):(T:<P)
€Bj, iy
1 1 {
< + 9~ |Al=|B|+min{|A],[ B|}
(4.12) E[Xk] E[Xk] 2<le:J2<k (S, ¢)z: )
€Bj1.4a

Sy el
2§j17j2§k (Svd))v(TvSD)
€Bj) ,jq
1 o (2).(2))
=gt Yo Bipl
[ ] 2<j1,j2<k (Z) . k‘Q

(™)

1 1
- E[X}] + E[X]?

Como E[X}]™' = o(1), solo nos resta mostrar que el término (#) también converge a 0 con n.

| J1s 72|

() ke

Para COIlSGgUJI" esto mostraremos a continuacién una cota Superlor para

Afirmacion 2. Para todo j1, 72 > 0 se tiene que

o J1+je J1 J2
”3171712‘ < An?k? <ek> <k> <k> : (4.14)
(Z) k12 n J J2

Demostracion. Primero, observemos que

L [ e 9 T T

En efecto, en Bj, ;, viven los pares (S, ¢), (T, ¢) tales que [SNT| = j1 y [¢(S) Np(T)| = jo.
Entonces, podemos contar las maneras de elegir a S y a T tales que (ﬁ) corresponde a las
formas de elegir los elementos de S NT, ("Ji) es la cantidad de elementos en S\T y (g:ﬁ) es
la cantidad de elementos en 7'\ S. Luego, repetimos el conteo para los elementos en ¢(S)Up(T),
ponderando por todas las k!? posibles permutaciones de ¢ y . Asf,
Bl _FG)G0) G5) G) Go) (5)
(i)' ke ()" ke
()G (5 G G) 6)

4
[(1;%» , (;)k]
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4.2. Caso G; ~G(n,1/2) y Gy ~ G(n,1/2)

<47’k . (Jl)( 1) ( )(k 32)
()"
en\I1 [ en \2(E=31) /o0 \T2 [ op \2(k—52)
<4m?k? - (71)] (’H‘l) ] <Tz)] (ksz) ]

4k
(%)
- ( k >j1+j2 ( L >2(k—j1) ( L >2(k:—j2) <k>j1 <k>j2
=4r°k* | — . : - =
en k— k — ja J1 J2

Notamos que, para i € {1,2} y usando que para todo real x se tiene que 1+ x < e, obtenemos

por Lema 2.1.2

que

entonces,

k 2(k_ji) SN Jg .
( ) < T < e (4.15)

y asi tenemos que

B. . k Jitjz k J1 L Jjo
'fﬁ’”'szm%?-(e) () () .
(") k12 n ¥ J2

k

Ahora, tomando n suficientemente grande y ocupando la Afirmacién 2 obtenemos

()= > Ile,jQIW <drk? 3 o) <€k>jl+j2 . <l'€>j1 | <]?>j2
BT

2<51,52<k 2<51,j2<k n ¥i J2
Jit+j2 Ji J2
j ek k k
‘por simetria entre G1 y Ga ‘ = 872k? Z 2( 21) . () . () . ()
2<j1<ja<k n J1 J2

=8n%2 Y 2(2).<6k2>n. 3 <€’f2>]2
2<j1 <k nn j1<ja<k \T4)2

9.9 (@) ek?\”"  [ek2\”"
coer y ol (Y (e

2<j1 <k nji nj1
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4.3. Caso G1,Gy ~ G(n,p)

AL
< 872k? > (22€k>

2,2
2<i<k \ V1

274\ Jt
<sn’k? 3 (jﬁ)
n2

2<51<k

mn-2

2k4 2
<1612 (S0

=0 (kzlo : n’s)

‘ya que k = O(logn) ‘ =o(1).

Luego, con alta probabilidad existe un subgrafo inducido en comun entre GG; y G5 cuyo tamano

es a lo mas (4 — ¢) - log, n, lo que concluye la demostracion. [

4.3. Caso G1,Gy ~ G(n,p)

A continuacion, estudiaremos el tipico valor de L(Gy,Gs) cuando G1,Gy ~ G(n,p), para
p € (0,1) fijo. Este es un caso particular del resultado visto por Surya, Warnke y Zhu [30],
y Diamantidis, Konstantopoulus y Yuan [13]. El desarrollo de la demostracién que veremos
a continuacién nos permite ir entendiendo en detalle como se va generalizando el resultado a

medida que estudiamos modelos de grafos aleatorios con intensidades de aristas diferentes.

Teorema 4.3.1. Sean p € (0,1) y G1,Gy ~ G(n,p) independientes. Luego, con alta probabili-
dad L(G1,G2) = (4 + o(1)) - log, /, n, donde q := p* + (1 —p)*.

Demostracion. Sean Vi := V(G1) y Vo := V(G3). Para cada k entero positivo, definimos la
variable aleatoria Xy := |X|, donde X se define como en (4.3), y dados S € Vi vy ¢S =V,

definimos Y, como la variable indicatriz de si (S, ¢) € X. De esta manera, se obtiene

Xe= > > Y

) $:5—Vs
Sev; ¢ inyectiva
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4.3. Caso G1,Gy ~ G(n,p)

Por otro lado, para todo S € Vl(k) y ¢ : S — Vs inyectiva, se tiene que
_ 11 [.2 R (2) _ (%)
E[Yss] =P[Yss =1] = [p* + (1 —p)*|"* = qb2).

El calculo anterior resulta de que G y G5 son independientes y cada par de vértices conforma
una arista de manera uniforme e independiente con probabilidad p. Luego, el evento donde un
par a,b € V; conforma una arista en G si y solo si ¢(a), ¢(b) conforma una arista en Go, ocurre

con probabilidad p? + (1 — p)? = ¢. Luego,

EXd= > > E[Ysg

sey k) ¢:5—=Va
1 inyectiva

=Y ¥ 40

sey k) ¢:5—=Va
1 inyectiva

_ @ .(nj!k)!.q@

_ (Z>2.k!.q<s>.

Desarrollaremos el argumento de primer momento, ya visto anteriormente, para estudiar la

probabilidad de que X} sea al menos 1.

CoTA SUPERIOR: Dado ¢ > 0, fijaremos k = (4 + ¢) - logyn, donde b := ¢~'. Usando

Lema 2.1.2 se tiene la siguiente cota superior para la esperanza

2 2k k(k—1 2p2 —1 k
E[Xk]:@ g < () .kk.qw:rn .q“y] |

(k—1)

Y aqui, notamos que ¢ 7~ = v/b-n"2"%. Luego, para todo € > 0y k > (4+¢) - log, n, se tiene

que

E[X] <

Asi, por desigualdad de Markov (Lema 2.2.3)

PX), > 1] < E[X)] = o(1).
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4.3. Caso G1,Gy ~ G(n,p)

Por ende, con alta probabilidad no existe un subgrafo inducido en comin entre G; y G5 de

tamano mayor a (4 + ¢) - log, n.

CoTA INFERIOR: Ahora, veremos el argumento de Segundo Momento. Dado € > 0, fijaremos

k= (4 —¢€) -log,n. Usando Lema 2.1.2 se tiene la siguiente cota inferior para la esperanza,

n k n k k(k=1) ne (-1

Aqui, notamos que qg = v/bn~2"%. Luego, para todo e > 0y k = (4 —¢€) - log, n se tiene que

Ahora, queremos estudiar la probabilidad de que no existan subgrafos inducidos en comun

entre Gy y G5 de tamanio (4 — ¢) - logy n. Por Lema 2.4.1, tenemos que

Var[X}]

P[Xy=0] < (X, 2

(4.16)

Por Teorema 2.2.2 y por célculos andlogos a los vistos en la desigualdad (4.9) tenemos que

1 1
P[X; = 0] < + S Cov(Ysg, Yry). (4.17)
E[Xi]  E[X]? (5.6),(Ts¢)
eX
(%)

Como E[X;]™! = o(1), basta con acotar el término (%) en la desigualdad (4.17). Para esto,

recurriremos a nuestro grafo bipartito auxiliar I'. Recordemos que I' se define como sigue

V(H):=AUB,y

E(H) := {ab,p(a)p(b) : abe SP}U{zy, p(x)p(y) : xy € T},

donde A = SPUT® y B = ¢(S)PUyp(T)?. Dados ji, j» € [ko. Definimos también el conjunto
B;, j, igual que en la ecuacion (4.10). Aqui, sabemos que la covarianza en (¥ ) se anula en B, j,

cuando ji,72 < 1, es decir, cuando el tamanio de la interseccién entre S y T, y entre ¢(S) y
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4.3. Caso G1,Gy ~ G(n,p)

©(T') son a lo mas 1. Luego,

(%) = 3 Y. Cov(Ysg, Y1)
EIXe]? ocjidck (5600
méx{j1,j2}>2 €Bj, j,

Asi, solo nos resta ver que la expresién en (%) tiende a 0 cuando n tiende a infinito.
Afirmacion 3.

k
2

COV<Y57¢7YT,¢) < q2( )7

Demostracion. Recordemos que Yg, es la variable indicatriz de si (S, ¢) € X, o equivalenta-

mente, es la variable indicatriz de si G1[S] =, G2[¢p(S)]. Es claro que
COV(YS@, YT#,) < E[Ys’qg : YT,«p]-

Luego, nos interesa calcular la probabilidad de que G1[S] =4 G2[¢(S)] v G1[T] =, Gale(T)).
Para esto, definimos € como el conjunto de componentes conexas de I' y podemos ocupar la

férmula vista para la probabilidad conjunta (4.2). Asi, obtenemos que

ElYss - Vi = PIG1[S] =4 Galé(S)] ¥ GhlT] =, Galip(T))] = T [P + (1 - )]

Luego, usando que para todo z,y > 0y a > 1 se cumple que (z + y)* > x* + y*, se sigue que
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4.3. Caso G1,Gy ~ G(n,p)

O

Asi, para n suficientemente grande se sigue que

Z Z COV(YS@, YT,np) < Z |Bj1,j2| . q2(§>_%[(121)+(]22>]
= 1

0sjiShk (sare) LN oim<e (1) (k)2 g
méx{j1,2}<j2 €Bjy .4y max{j1,ja}>2

B, |- b))

=9 Z 1,J2 .
1<j2<k Y- k1?
n?scj{ff}ggg (’“)

=2 Z fjl:jQ
0<j1<j2<k
méx{j1,2}<jo

donde en la ecuacién anterior definimos el término

B, | pH)(5)
fjl:jz = 4 :
R

Restaria ver que >; . fj j, tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Para ello, veremos por
separado los casos cuando
(1) 1=0y2<jo<ky

(i) 1< i <k y max{2,j1} < jo < k.

Para ver el caso (i), fijamos j; = 0. Asi, tenemos que

172
Bo.i,| - b3(3)
§ f07j2 — ’ 0’.]2|

2<ja<k 2<ja<k (2)4 - k12

ARG ) 65)
2<ja<k (Z)

pz(3)(n o 2
Z (]2)( *]2)

2
. n
2<j2<k (k>

IN

p3(2) (en)”
<> =



4.3. Caso G1,Gy ~ G(n,p)

b%(b?) <€n>j2 ( en >2(k_j2)
- P
aproximacion de Stirling‘ < Z J2 J2 .
27k k

) J2 2(k—j2)
BN ES
S 47_(_2k,2 Z J2 —J2

2<jo<k (6”)%
k
) 2\ J2 2(k—j2)
2<j2<k J2en k—J2

< Ar?k? Z b4< ) 22

(4.15) 9<ja<k Joen

<4 2k,2 Z b%kze 7
<Ar .
2<jo<k \ J2"

2,15 J2
<urti Y (’”n)

2<ja<k J2n

IS

IN
3»—A

|
o

k2’
Lema 2.1.1 < 472k ne? (2 f)
ni
= O(k°n"2)

=o(1).

Finalmente para el caso (ii), tenemos que por Afirmacion 2

S fp<sek Y psll)E) <d€>j1+j2 : <k>jl : <l,€>j2

i

1<j1 <ja<k 1<j1 <ja<k n J2
max{2,j1} <j2 méax{j1,2}<j2
.2 2 j1+j2 jl j2
it | d5 ek k k
sty wieE (S (R) (4
1<j1<jo<k n J1 J2

méx{j1,2}<jo

s Y (bk) > (bk)

1<i<k \ W1 méx{j1,2}<ja<k—1 \ W2

: : : méx{j1,2}
ptek?\” ([btek?
por Lema 2.1.1 < 1672k? Z ( te ) . te

1<ji<k \ W1 nj
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4.4. Caso G1 ~ G(n,p1) y Go ~ G(n,ps)

E 914\t
<167%2 3 (Z”e k)

1Sk \
2k,4
< e ()
4n2
= O(k'" - n7°).

Luego, con alta probabilidad existe un subgrafo inducido en comun entre G; y G5 cuyo tamano

es menor a (4 —¢) - log, n, lo que concluye la demostracién. ]

4.4. Caso Gy ~ G(n,p1) y Ga ~ G(n,ps)

El estudio del tamano del subgrafo inducido en comtin més grande entre dos grafos aleatorios
homogéneos con intensidades de aristas no necesariamente iguales, pero constantes fijas, fue
abordado por dos grupos: Surya, Warnke y Zhu [30], y Diamantidis, Konstantopoulus y Yuan
[13]. Ambos grupos tienen demostraciones diferentes para abordar el problema. En esta seccién,
compararemos brevemente ambos resultados, las distintas herramientas que implementan para
probar sus resultados y como varia el valor del tamano del subgrafo inducido en comiin mas

grande dependiendo de la regién en [0, 1]? donde se escojan las intensidades de aristas.

El primer estudio fue realizado por Surya, Warnke y Zhu el 2023 [30]. Mostraron que para
todo p1,ps € (0,1), dados dos grafos independientes Gy ~ G(n,p;) y G2 ~ G(n,ps), con alta
probabilidad el tamano del subgrafo inducido en comiin mas grande entre GGy y G5 se concentra

alrededor de

4logn

Ln = Ln ) = 2 3
(p1, p2) minyeo,1) méx{log bo(p), 21og b1(p), 2log ba(p) }

(4.18)

donde, para i € {1,2}

e (2N (e N () (L)
o= bolp) := <p1p2> <(1—p1)(1—p2)> o= <pi> <1_p"> |

Cabe destacar que el resultado de Surya, Warnke y Zhu es mas fuerte, ya que probaron una
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4.4. Caso Gy ~ G(n,p1) y Gy ~ G(n,p2)

concentraciéon en dos puntos para el valor de L(Gy,G3), sin embargo para efectos de este

trabajo no entraremos en esos detalles para no salirnos de foco. A partir del término L, en la

férmula (4.18), podemos distinguir distintas regiones para las cuales la férmula de L, cambia

dependiendo del valor de p; y po. Para esto, primero vamos a definir un parametro que depende

de p1 y po
P1P2

pp2+ (1 =p)(1 —p2)

ﬁ = ﬁ(p17p2) =

CAsO 1: py,ps € (0,1) satisfacen que
log bo(p) > max{2logbi(p), 2log ba(p)}.
Entonces, para G1 ~ G(n,p1) y Go ~ G(n, py) independientes, se tiene que

L(G1,Ga) = (1 +0(1)) - 41ogy, ) n-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P1

(4.19)

(4.20)

Figura 4.3: Region de los valores py, ps € [0, 1]* que satisfacen la desigualdad (4.19).

CASO 2: py1,pa € (0,1) son tales que

log bo(p) < 2log b;(p),
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4.4. Caso G1 ~ G(n,p1) y Go ~ G(n,ps)

para i € {1,2}. Sea py € (p;,p) definido como la unica solucién de la ecuacién logby(p) =
2log b;(p). Entonces, para n suficientemente grande, y dados G ~ G(n,p1) y Gy ~ G(n,ps)
independientes se tiene que

Ln, = (1+0(1)) - 2logy, () 7-

1 ; T T T 1
091 1 0.9
0.8 r 1 0.8
0.7 1 0.7 ¢
0.6 1 0.6
2o05¢ ] 205k
0.47 1 0.4
0.3r 1 03¢
0.2r 1 0.2p
01r 1 0.1p
00 012 014 0.‘6 0.‘8 1 OO 0.‘2 014 016 0.‘8 1
b1 4
(a) Region de los valores pi,p2 € (0,1) que (b) Regién de los valores pi,p2 € (0,1) que
satisfacen la restriccién (4.21) para i = 1. satisfacen la restriccién (4.21) para i = 2.

En este trabajo, Surya, Warnke y Zhu realizan una estrategia de primer y segundo momento

a partir de las siguientes variables aleatorias

Xom = > XPXT,

Hégn,m

donde G, ,, representa el conjunto de los grafos no etiquetados con n vértices y m aristas, y

Xg) cuenta la cantidad de copias que induce H en el grafo G(n,p;), para i € {1,2}.

Por otra parte, en el estudio realizado por Diamantidis, Konstantopoulus y Yuan el 2024 [13],
determinan también una concentracién en dos puntos para L(Gy,Gs), donde G ~ G(n,p1) y
G2 ~ G(n,p2) son independientes. Para esto, definen el parametro 7 = 7(p1, p2) := p1p2 + (1 —

p1)(1 —p2), y toman py,ps € (0,1) tales que

max{pips + (1 — p1)2(1 — pa), paps + (1 — p1) (1 — po)?} < 792 (4.22)
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4.4. Caso G; ~ G(n,p1) y Gy ~ G(n,ps)

En este caso, mostraron que
L(Gy,G2) = (14 0(1)) - 4log; /, n. (4.23)

Nuevamente, para simplificar el andlisis, no detallaremos la expresiéon completa de la concen-

tracién en dos puntos que ellos determinan en [13].

1

09

0.8

0.7

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P1

Figura 4.5: Regién de los valores p1,ps € (0,1) que satisfacen la restriccién (4.22).

Diamantidis, Konstantopoulus y Yuan también realizan una estrategia de primer y segundo
momento. Para ello, definen la variable aleatoria N que cuenta la cantidad de m-isomorfismos
entre G; y G, donde un m-isomorfismo es una biyeccién entre algiin par de subgrafos inducidos

H, C G, y Hy C GGy, ambos de tamano m.

Para comparar ambos resultados, notemos que

i) = (Pib)ﬁ ((1 —1911)_(1}5— Pz))l_ﬁ
1

(291102 + 1 —pl)(l - pz)) <p1p2 + (1 —pl)(l - p2)>
1

De esta forma, vemos que las ecuaciones (4.20) y (4.23) coinciden.
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4.4. Caso Gy ~ G(n,p1) y Gy ~ G(n,p2)

Para comparar esta similitud entre los resultados, en la siguiente grafica tenemos las re-
giones sobre las cuales cada grupo define este valor para el tamafio del subgrafo inducido en
comun mas grande. Desde la Figura 4.6, observamos que la region dada por la condicién vista
por Surya, Warnke y Zhu (4.20) contiene a la regién dada por la condicién de Diamantidis,
Konstantopoulus y Yuan (4.22).

i
09r
0.8 r
0.7 r

0.6

05

P2

04+

0.3

0.2r

0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P1

Figura 4.6: Gréfica de ambas regiones definidas por las restricciones (4.19) (en rosado) y (4.22)
(en morado).
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CAPITULO b

Tamano del subgrafo inducido en comuin entre

grafos aleatorios no homogéneos

5.1. Caso G; ~G(n,1/2) y Gy~ G(n, W)

En esta seccion estudiamos el tamano tipico del subgrafo inducido en comin entre grafos
aleatorios no necesariamente homogéneos. Recordemos que los resultados para determinar el
valor de L(G1, Gs) para Gy y G grafos aleatorios homogéneos han sido (curiosamente) bastante
recientes y para el caso en el que los grafos son generados por el modelo no homogéneo no ha sido
visto en la literatura hasta ahora. Nosotros en esta seccion realizamos un primer acercamiento

a este ultimo caso.

En lo que sigue, estudiamos L(G1, Gs) cuando Gy ~ G(n,1/2) y Gy ~ G(n, W), donde W es
un grafén con infimo esencial y supremo esencial acotados. Veremos también como se compara
la restricciéon que imponemos sobre el grafén con respecto a las restricciones que definen Surya,

Warnke y Zhu, y Diamantidis, Konstantopoulus y Yuan para el caso homogéneo.
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5.1. Caso G; ~ G(n,1/2) y Gy ~ G(n, W)

Teorema 5.1.1. Sea « > 0 la menor raiz de la ecuacion r*+(1—x)? = % Sean Gy ~ G(n,1/2)
y Gy ~ G(n, W) independientes, con W un grafon tal que o < ess inf W < ess supW <1 — .

Luego, con alta probabilidad se tiene que L(G1,Ga) = (4+ o(1)) - logy n.

Demostracion. Sean Gy ~ G(n,1/2) y Go(n, W), con V; := V(G;) y V, := V(G3). Supongamos
Vi = Vo = [n]. Para cada k entero positivo, definimos la variable aleatoria X} := |X|, donde
X se define igual que la ecuacién (4.3). Dados S € Vl(k) y ¢ 1 S — Vs, definimos Yy 4 como la

variable indicatriz de si (S5, ¢) € X. De esta manera,

Xp= > > Yse (5.1)

*)  $:5—Vh
SeV; ¢ inyectiva

Por otro lado, para todo S € Vl(k) y ¢ : S — Vs inyectiva, se tiene que

k
E[Ys] = P[Yso = 1] =270,
El calculo anterior resulta de que G y G5 son independientes y cada par de vértices conforma
una arista de manera uniforme e independiente con probabilidad % Luego, el evento donde un
par a,b € V; coincide en la existencia o no existencia de una arista en G; con su par asociado en

Ga, ¢(a), ¢(b), ocurre con probabilidad 5 - W (4, Tom)) + 3 - (1 — W(Zg(a), Ze@))) = 5. Luego,

EXi = > > E[Ysy

sey k) ¢:5—=Va
1 inyectiva

-y ¥ o2
sevt) $:5=Va
1 inyectiva

Como ha sido usual en este documento, la estructura de la demostracion serd definida por

un argumento de primer y segundo momento.
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5.1. Caso G; ~ G(n,1/2) y Gy ~ G(n, W)

CoTA SUPERIOR: Notar que en el calculo anterior el valor esperado de X, coincide con el
valor de la esperanza, visto en la ecuacion (4.5), para el caso en que G1, Gy ~ G(n, 1/2). Luego,
sabemos que E[X}] = o(1) para todo e > 0y k = (4 + ¢) - log, n. Por desigualdad de Markov
(Lema 2.2.3) se sigue que P[X} > 0] = o(1). Asi, con alta probabilidad, el tamano del subgrafo

inducido més grande en comun entre Gy y G es a lo més (4 + ¢) - log, n.

CoTA INFERIOR: Veremos ahora el argumento del segundo momento. Sea € > 0 y fijemos
k = (4—¢)-log, n. Notemos que ya conocemos una cota inferior para E[X], ya que la calculamos
en la desigualdad (4.6). Entonces E[X}] — 00. En lo que sigue, estudiamos la probabilidad de
que no existan subgrafos inducidos en comun, via isomorfismos, de tamano k entre G; y Gs.

Por Teorema 2.2.2 y calculos andlogos a los vistos en la desigualdad (4.9) se sigue que

1 1
P[X) = 0] < + Covl¥an Yry)
E[Xk] E[Xk]2 0<j1,52<k (S,¢)27(:T7¢) ’
méx{j1,j2}>2 €Bj, j,
1 1
< EYsy Y7ol

0§j1,j2§k (Sv¢)7(T790)
méx{j1,j2}>2 €Bj, j,

()

donde Bj, j, se define igual que en la igualdad (4.10). En lo que resta de la demostracion,

demostraremos que el término en (&) tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

Afirmacion 4.

E[YS,¢ . YT%P] < 2—2@)—}—(3'21) ) qméx{o’(jzl)_(]3>}

Y

donde ¢ := o + (1 — a)?.

Demostracion. Recordemos que Yg 4 corresponde a la variable aleatoria indicatriz de si G1[S] =,
G3[¢(S)]. Por ende, nos interesa calcular la probabilidad conjunta de que G1[S] =, Ga[¢(9)]
y G1]T] =, Ga[p(T')]. Para esto, es necesario recurrir nuevamente a nuestro grafo auxiliar I'.

Recordemos la definicién de T’

V(H):=AUB,y

E(H) = {ab,¢(a)p(b) : ab € SP}U{ay, p(x)p(y) : ay € TP},
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5.1. Caso G; ~ G(n,1/2) y Gy ~ G(n, W)

donde A = SPUT® y B = ¢(S)P Up(T)?. Sea € el conjunto de las componentes conexas de
I'. Luego, ocupando la féormula de la probabilidad conjunta (4.2) se obtiene que la probabilidad

de que G1[S] =, G2[o(9)] y G1[T] =, Galp(T)] esta dada por

1\ 04 1\ led
0 (5) I ween+(5) I 0-Wen)
cee Z‘jECB ijECB
Cc=Cc4uckE
- I | T W)+ T W)
cee ijeCB ijeCh
Cc=CcAUCB ’ !
—o— Al H [ H W(zq,xp) + H (1 = W(za, 1))
=CAU

Asi, usando que para todo z,y > 0y a > 1 se cumple que (z + y)* > x* + y*, se sigue que

E[Yss-Yr =2 [ | [T Wraz)+ [T (1-W(we, )
cee ijeCB ijeCB

C=CAUCB ~

<2711 Il (1 - a)\CBI}

CeC )

c=cAuCch

=271 1] 'a\03|+(1_a>|03\]

ceer

c=cAucB

_ o4 [/ 2\1€21 BRIy Al

—o T [ (- e
ceer b

c=cAucB

<2 I e+ (-0 7, (5.2)
Ccel* )
Cc=CcAUCB

donde €C* es el conjunto de componentes conexas en I' que poseen al menos 2 vértices en B y

definimos los conjuntos C4:=CNAy CB:=CnNB.

Ahora, definamos los conjuntos Aj, Ay, By v By tales que en A; (respect. Bj) estéan los
vértices en A (respect. B) que pertenecen a una componente conexa de I' con un solo vértice en
B,y en A, (respect. By) estan los vértices en A (respect. B) que pertenecen a una componente

conexa de I' que posee al menos dos vértices en B. Luego, A = AUAy y B = B;UDBs.

Notemos que las tinicas componentes conexas en I' con vértices en B; son aristas o caminos
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5.1. Caso G; ~ G(n,1/2) y Gy ~ G(n, W)

de largo 3 con vértice intermedio en B, entonces
|Bi| < |Ai] = |A] — | Ay

Ademas, como los elementos en Ay vy By pertenecen a las componentes conexas en I que poseen

al menos dos vértices en B, se satisface que
| Ba| < 2|Asf = 2(|A[ — | A1)

y como |B| = |By| + | Bz, se obtiene que

B
|Bao| > |B| — [Ai| = |B| — |A] +|A2| > |B| — |A] + '22’

y por ende
| B2| = 2(|B| — |A]).

De esta forma, aplicando esto a la cota (5.2) obtenemos

1cP|
E[Yse-Yrol <27 I [e®+(1-a)?] ?
ceer
c=cAucB
SQ—\AlqméX{Oﬁ\B\—lAl}
_ g2 (8)+(8) gminto (1) -5
[
Volviendo a (&), por Afirmacién 4 se obtiene
E[Ysy - Y7,
W= ¥ ¥ “GEpo S X g (53)
0<51,j2<k (5,0).(T') F 0<j1 j2<k
méx{jl,jg}ZQ Ele,jg mzix{jth}ZZ
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5.1. Caso G; ~ G(n,1/2) y Gy ~ G(n, W)

donde en la ecuacién anterior definimos el término

—2(§)+(j21)qméx{ov(jzl)—(jzz)}
(1) kzo22G)

2
Gj1,42 = |Bj17j2|

Notemos que cuando 2 < j7; < j,, tenemos que max {O, (Q) — (322)} =0, y con esto obtenemos

en la cota (5.3) el mismo término (#) de la desigualdad (4.13) para el caso en el que G, Gy ~

G(n,1/2). Por ende, solo restaria acotar el término (&) cuando
(1) j1€{0,1} y j2 = 2,
(i) ja=0y j1 =2,y

(1ii) 1 < jo < g1y max{2,jo} < ji.

En el caso (i), fijamos j; € {0,1}, asi

Z Gjr s = Z |Bj121j2| -1
0<j1j2<h 2<j2<k (Z) - k12
max{j1,j2}>2
_ v GGEE)ED 6
2<ja<k (Z)4
2 2
> n (kfh) (JT;) (ksz)
 9<j<k (2)4

( en )2( J1) (en)”( en )2( —j2)
n- L — i - L— i
< ¥ & z &

4
2<ja<k (Z)

en 2(k—j1) en J2 en 2(k—j2)
AV j2) \k—Js
’caso (I) de Lema 2.1.3‘ < Z 1
9<ja<k [H‘)(l) (my]
\V2rk k
( en >2k (en>j2 ( en )2(kj2)
§47T2]{}2 Z k_l j2 k_.]Q

4k
2<jp<k (6”)
k
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5.1. Caso G; ~ G(n,1/2) y Gy ~ G(n, W)

e s () ) () ()
9<ja<k k’—]_ jg k?—]g en
2% (L J2 4 k 2k+j2
< 4r2k? ( an ) — | 2| —
(4.15) " Z " k—1 J2 ¢ en

2<j2<k

k 2k k2e2 J2
:4 2k2
T Z n(k:—l) <j26n>

2<j2<k

2 2\ J2
< 47%k*ne? Z (k ¢ )

2<ja<k \J26T

2 2
< 4mkne? (‘;)
n
= O(kSn™1)
=o(1).

En el caso (i7), fijamos jo = 0y 2 < j; < k — 1. Luego, max {O7 (]21) -

J2 _ (5 3
(2)} = (2) Ademas,
recordemos que por hipdtesis ¢ = —\}5, por ende 2¢ = v/2. Asi, obtenemos

B, 0l(29)(2)

Z 9jr.g2 =

s} )22 2<ji<k (2)4 12
5 GEEDE
2<51<k (Z)
oy W)Y
2<1<k (Z)
_y W)
2<1<k (Z)

k
-3 g
i=2
donde en la ecuacién anterior definimos, para todo i € {2,...,k},

6020
G

60



5.1. Caso G; ~ G(n,1/2) y Gy ~ G(n, W)

Ahora, veremos que para n suficientemente grande y para todo i € {2,...,k}, co > ¢;. En

efecto,

C

il (n—=2k+9)! | (k—1)!
1 . i(i—1) 1
k2(172) 9=
~ (n—2k)i—2
_k2 . 2(1_:1) 71—
- n — 2k
| n-—2k

Como k = (4 — ¢) - logy n, entonces 25T = 2inli. Ademas, para n suficientemente grande se

tiene que k < 2, entonces
4 )

1—2
; 21 . 1—¢
o ] -1 5.4)
(05} n
N————
= O(n" 1)

Luego, se sigue que

Z gjm'zﬁk'C?:k‘(Qn

)
0<j1,j2<k (2)
méx{j1,j2}>2

donde el tltimo término sabemos que tiende a 0 cuando n — oo, ya que coincide con la expresion
(3.10) (salvo un factor constante), para el estudio de w(G(n,1/2)). Por ultimo, veamos el caso

(7i1), donde fijamos 1 < jo < k y max{2, jo} < jo.

120D -(2)
Z Gj1.g2 = Z |B]1’J2|2 q

4
1<ja<i <k 1<ja<i <k (’;) AP
max{j1,j2}>2 max{2,j2}<j1
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5.1. Caso G; ~ G(n,1/2) y Gy ~ G(n, W)

) ) Jit+j2 J1 J2
por Afirmacién 2 < 472 k2 Z (Zq) (jzl)b(?) (6]{3) <k> <k>
J1 J2

1<jo<ji<k n
max{2,j2} <j1

e Y o) (Z) )3 (’“) (20)%)

1<ja<k NJ2/  max{2,ja}<ji<k—1 \TW1

9732 J2 9 i Vi
<4 Y (ekb ) 3 (ek (2.q) )

1<jo<k \ )2 méx{2,j2} <j1 <k—1 1

J1

donde b := ¢~ !. Ahora, recordemos que por hipétesis ¢ = %, por ende 2¢ = 2 v asi (2¢)2 =

J1 k _e .
27 < 21 =n'71. Luego, para n suficientemente grande tenemos que

2pi2\ 72 2\ J1
Z Gy < Ar2k2 Z (ek b3 ) Z (ek )

. g .
1<jo<ji<k 1<jo<k \ W2 max{2,ja} <jr<k—1 \1V1J1
max{j1,j2}>2

262\ [ k2 \ 7
<seR Y ()

- € .
1<ja<k nJ2 n4 792

274 132\ 72
2792 6k'b2
=8k > (m)

1<jo<k \ "V *J2

27.4\ J2
<n i <82 Y <ek>

€
1<jo<k \ T2

21.4
< (1)

= o(1).

N‘E

b

Luego, con alta probabilidad existe un subgrafo inducido en comun entre (G; y GG cuyo tamano

es menor a (4 —¢) - logy n, lo que concluye la demostracion. O

Observemos lo siguiente. Ya vimos que para el estudio del tipico valor de L(G1,Gs) cuando
G1~ G(n,p1) y Gy ~ G(n,ps), uno de los estudios que mencionamos consideraban la siguiente

restricciéon para las constantes py,ps € (0,1)

méx {pips + (1 —p1)*(1 = p2)puph + (L= p1)(L = p2)* | < [papo + (L= po)(1 = p)]. (5.5)

Veamos para qué valores de py se alcanza la igualdad en la tultima expresion, cuando fijamos
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5.1. Caso G; ~ G(n,1/2) y Gy ~ G(n, W)

P = % Tenemos por un lado que

<1p2 + 1(1 _p2)>3/2 _ <1>3/2 _ V2

2 2 2 4
y a su vez
, (1 1 1 1 1, 1 1
max{2p§ + 5(1 —p2)?, g + 1(1 —p2)} = 5 max {p% + (1= pa)?, 2} ~ 9 {pg +(1 —pz)ﬂ '

De esta forma, al tomar la igualdad en la expresién (5.5) cuando p; = % obtenemos

P34+ (1—p2)° =

)

NG)
2

que corresponde a exactamente la misma ecuaciéon con la cual definimos el valor de a en el
Teorema 5.1.1. Esto nos dice que nuestra restriccién coincide exactamente con la restriccion que
imponen Diamantidis, Konstantopoulus y Yuan para el cilculo de L(G1, G3) con Gy ~ G(n, p)
y Gy ~ G(n, ps), cuando fijamos p; = % Entonces, en este caso fue posible obtener restricciones
para los valores que toma W similares a las que se imponen para las intensidades de aristas en el
caso homogéneo. La razon por la cual impusimos esta restriccion para W fue para poder realizar
el estudio bajo el “buen funcionamiento” del método del segundo momento. Esto calza también
con la motivacion de imponer la restriccion (5.5) en el estudio de Diamantidis, Konstantopoulus

y Yuan.
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5.1. Caso G; ~ G(n,1/2) y Go ~ G(n, W)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
D1

Figura 5.1: Regién de los valores py,ps € (0,1) junto a las coordenadas (%, a) y (%, 1-— a).
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CAPITULO 6

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo pudimos estudiar el tamano tipico del clique mas grande en un grafo aleatorio
y el tamaifio tipico del subgrafo inducido en comin mas grande entre dos grafos aleatorios G y
(G5, en distintos casos dependiendo de si los grafos son o no generados por un modelo de grafos
aleatorios homogéneo o no homogéneo. En particular, obtuvimos un resultado que no se habia
visto antes en la literatura, donde vimos que si Gy ~ G(n,1/2) y Go ~ G(n, W) son grafos
aleatorios independientes, para cierto grafén W, entonces con alta probabilidad L(G1,Gs) =
(4+0(1))-log, n. Para obtener este resultado, notamos que una parte importante de los célculos
fueron similares a los realizados para obtener el valor de L(G1,Gs), con Gq,Gy ~ G(n,1/2),
debido a que el calculo de la esperanza de nuestra variable aleatoria X} coincidia en ambos
casos. Sin embargo, si quisiéramos extender el Teorema 5.1.1 al caso en el que Gy ~ G(n, p), para
cualquier constante p € (0, 1), los cdlculos se verian drasticamente complejizados, de manera
similar a los célculos vistos por Dolezal, Hladky y Mathé para determinar el tamano del clique

mas grande en un grafo aleatorio no homogéneo.

A partir de este ultimo resultado y de haber estudiado el trabajo de Dolezal, Hladky y
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Mathé [14], damos la siguiente conjetura.

Conjetura 1. Dados W un grafén adecuado con 0 < ess inf W < esssupW < 1, p € (0,1)
cierta constante fija, G1 ~ G(n,p) y Go ~ G(n,W) independientes, se tiene que con alta
probabilidad

L(G1, Gs) = 2w(G(n, W)), (6.1)

donde W = W (p, W) es el grafén definido por W = pW + (1 — p)(1 — W).

Cuando hablamos de un grafén adecuado y cierta constante p, nos referimos a las condiciones
suficientes para que funcione el método del segundo momento. De la férmula vista por Surya,
Warnke y Zhu [30] (4.18), podemos intuir que la férmula del tamaiio tipico del subgrafo inducido
en comun mas grande entre dos grafos aleatorios no homogéneos G(n, p), G(n, W) seré diferente
si p y W son tales que no funciona el método del segundo momento. Por otro lado, con la
aproximacién (6.1) nos referimos a que las variables aleatorias L(Gy, G3) y 2w(G(n, W)) toman

el mismo valor con alta probabilidad.

Notemos que la Conjetura 1 se satisface en el Teorema 5.1.1, ya que por un lado, del

Teorema 3.3.1 tenemos que

w(G(n,W)) 7
AT 1)) -
B (1o w00,
donde W = TW+1(1-W) = 1,y ya vimos en la igualdad (3.16) que en este caso k(W) = 1022.
Luego, ~
LU(G(TL, W)) _ (1 + 0(1)) X _ L<G17G2)
]()gn 10g2 Teorema 5.1.1 logn ’

La Conjetura 1 nos entrega una relacion directa entre el estudio del tamano del subgrafo
inducido en comin més grande entre G(n,p) y G(n, W) y el estudio del tamanio del clique més
grande en un un grafo G(n, W), con W un grafén que se obtiene como un reescalamiento de p
y W. Mas aun, gracias al trabajo realizado por Dolezal, Hladky y Mathé, sabemos que en la

ecuaciéon (6.1) podemos ocupar el Teorema 3.3.1, que nos provee de una férmula explicita para

el valor de w(G(n, W)).

Para resolver el problema de determinar el tamano tipico del subgrafo inducido en comun
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mas grande (bajo isomorfismos) entre dos grafos aleatorios no homogéneos, un camino natural

a seguir seria estudiar el valor de L(G1, G3) cuando
(1) Gy ~G(n,p) y Ga ~ G(n,W), con p € (0,1) y W un grafén,
(11) Gy y G son generados por un modelo bloque estocéstico, y luego

(1) Gy ~ G(n,W1) y Gg ~ G(n, Ws), con Wy y W, grafones.

Este orden de trabajo sigue una la linea similar a la definida por esta tesis, ya que va avanzando
a medida que el resultado es cada vez mas general.

Para todo par de grafones H; : [0,1]> — [0,1], Hy : [0,1]* — [0, 1], definimos el grafén
auxiliar Wy, g, = H1Hy, + (1 — Hy)(1 — H,). Aqui, podriamos pensar que para determinar
L(G1,Gs) con Gy ~ G(n, W), Gy ~ G(n,Ws) independientes, donde W, y W son grafones que
admiten el buen funcionamiento del argumento de primer y segundo momento, una conjetura

tentativa seria decir que con alta probabilidad
L(G1, Ga) ~ 2w(G(n, W, w,))- (6.2)

Sin embargo, daremos un ejemplo sencillo que ilustra por qué esta conjetura no es precisa para

este caso. Tomemos W : [0,1]> — [0,1] y W5 : [0,1]* — [0, 1] tales que para todo (z,y) € [0,1]?,
Wl(mvy) = y W?(xay) =

Luego, para (z,y) € [0,1]?, salvo un conjunto de medida nula,

Ok~
[
—_
—
o
—~
8
<
~—
m
N [—=
—_
| I
X
r
=
[N
N—

, sl (z,y) € [O,%] X (

, si no.

WWLWQ (*Ta y) =

Nelld;}

Por otro lado, no es dificil ver que Wy y Wy son isomorfos c.t.p. [26, p. 121], es decir, existe

una biyeccién que preserva medida ¢ : [0,1] — [0, 1] tal que para todo (z,y) € [0, 1], salvo un
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conjunto de medida nula, Wy (z,y) = Wa(p(z), ¢(y)). Denotaremos por Wy al grafén dado por

la composicion entre Wy y .

Ademas, notemos que WWI,W; = le,wl = g c.t.p., y por lo tanto VAVWLW2 < le,Wl
c.t.p.. Més, atin, en un conjunto de medida no nula X C [0, 1]* se tiene que I/T/'Wl,w2 < VAVWLWI.
Luego, podemos realizar el mismo razonamiento visto en Seccién 3.3 para obtener desigualdades
analogas a las vistas en la ecuacién (3.19). Asi, tendriamos que con alta probabilidad el tamano
del clique méximo en un grafo G(n, WWLWQ) serfa menor al tamano del clique maximo en
un grafo G(n, VAVWMWI). Esto tltimo nos permite intuir que quizas la férmula en (6.2) no nos
entregaria un valor 6ptimo para determinar el tamano tipico del subgrafo inducido en comun
mas grande entre dos grafos aleatorios no homogéneos y, siguiendo la idea de este ejemplo,
seria necesario incorporar el rol de las posibles biyecciones entre W7 y W5 o en su defecto, las

transformaciones tales que Wy y Wy sean débilmente isomorfos [26, Cap. 7, Sec. 3].
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