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Resumen

Dado un grafo GG, una coleccién P de caminos de G es un sistema separador
fuerte de caminos si para cada par de aristas distintas e y f hay un camino en
P que contiene e pero no f. El proyecto enmarca el estudio de manera tedrica y
algoritmica de los sistemas separadores fuertes de caminos para el grafo bipartito
completo K, ,,. Por el lado tedrico, encontramos cotas para el tamano minimo
de un sistema separador fuerte de caminos de K,, ,,, y ademas proporcionamos
grafos y digrafos auxiliares que permiten el estudio de los sistemas separadores
de manera general. A partir de estos grafos y digrafos disenamos algoritmos para
encontrar sistemas de caminos separadores fuertes, realizando su anélisis tebrico
para el grafo K, ,,. Finalmente logramos implementar computacionalmente estos
algoritmos, corroborando los resultados teéricos obtenidos por medio de un analisis

experimental.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Sistemas separadores débiles y fuertes

El concepto de separacion es clave en el campo de la combinatoria extremal. En
general, la combinatoria extremal se centra en el estudio de una colecciéon de
objetos que satisfacen ciertas propiedades, y en particular encontrar el tamano
de dicha coleccion. Dentro de esta area de estudio se encuentran los sistemas
separadores débiles de conjuntos. Dado un conjunto S diremos que una familia
F de subconjuntos de S es un sistema separador débil de S si para cada par de
elementos distintos a,b € S, existe un conjunto X € F que contiene exactamente

uno de a, b.

Rényi | | inicio el estudio de los sistemas separadores débiles en 1961 y tuvo
como principal objetivo encontrar el tamano minimo de un sistema separador

débil de un conjunto de n elementos, denotaremos a este tamano por ws(n).

Rényi logro demostrar que ws(n) = [logy(n)]. Para demostrar esta igualdad
podemos proceder de la siguiente manera. Sea S un conjunto de n elementos y
F ={Xy,..., Xx} un sistema separador débil de S, sea ademas F(i) € {0,1}*
el vector indicatriz para cada elemento ¢ de S con respecto a F. Dado que F es
un sistema separador débil de S, es necesario que F(i) sea distinto para cada
1 € S, de esta forma debemos tener al menos tantos vectores indicatrices distintos
como elementos en S. Dado que la cantidad de vectores indicatrices distintos que
podemos formar con una familia de tamaifio k es 2* se deduce que 2¥ > n, y a partir

de esto, se tiene que k > [log,(n)], y por lo tanto ws(n) > [log,(n)]. Por otro
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lado, si consideramos una familia F de subconjuntos de S de tamano [log,(n)] tal
que F (i) sea distinto para cada i € S obtenemos un sistema separador débil de S.
Esta familia existe dado que basta seleccionar n vectores distintos en {0, 1} 1g2(1
y de esta manera, la familia que posee estos vectores como vectores indicatrices es

la familia deseada, demostrando asi que ws(n) < [log,(n)].

Encontrar el tamano minimo de un sistema separador débil se vuelve una pregunta
mucho mas interesante y desafiante cuando se imponen restricciones sobre los
elementos de F. Por ejemplo, encontrar un sistema separador débil F donde
los elementos de F tengan cardinalidad a lo més k fue estudiado originalmente
por Katona | |. Definimos ws(n, k) como el tamano minimo de un sistema
separador débil F de un conjunto S, donde |S| = n y ademés para cada X € F,
| X| < k. Katona demostré que

log(n) n log(2n) n
— < k) < —————.
og(en/B) k= S0k S O
Afios més tarde Wegener | | proporcionaria una demostraciéon mas corta y

sencilla para la cota inferior haciendo uso de un argumento de entropia, y ademaés

una mejor cota superior.

A la par del estudio de los sistemas separadores débiles también se han estudiado
nociones mas fuertes de separacion. Dado un conjunto S, decimos que una familia
F de subconjuntos de S es un sistema separador fuerte de S si para cada par de
elementos distintos a,b € S, existen los conjuntos X, y X, en F, tal que a € X,,

b¢ X,ybe Xy, ad¢ X,

Similar al caso débil, buscamos encontrar el tamano minimo de un sistema
separador fuerte de un conjunto de n elementos, que denotaremos por ss(n). Dado
que todo sistema separador fuerte es un sistema separador débil, es claro que
ws(n)< ss(n).

El estudio de ss(n) comenzé por Dickson | |, logrando demostrar que

lim 53(n) =1.
n—o0 Jogy(n)

Luego, un par de anos después Spencer | | proporcionaria un resultado

importante en relacion al valor de ss(n). Spencer encontraria el valor exacto de
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ss(n), siendo ss(n) igual a ¢ = logy(n) + logy logy, n + 35 logy(5) + o(1), donde ¢

corresponde al minimo entero positivo que satisface la desigualdad

(Lt;%) =

Dado que la demostracion dada por Spencer es sencilla y elegante, procederemos

a demostrarlo.

Demostracion. Sea F = {X,..., X;} un sistema separador fuerte de S. Sea A
una matriz de dimension n x ¢ con entradas {0,1} tal que A;; = 1, si solo si,
i € X;. Notemos que F es un sistema separador fuerte de S, si y solo si, para
cada par i,j € {1,...,n}, existe un k € {1,...,t}, tal que A, =1y Ajp = 0.
Sea U; = {j : A;j =1} C {1,...t} para cada ¢ € {1,...,n}. Notemos que las
condiciones sobre la matriz A indican que para cada par i # i € {1,...,n},
se debe cumplir que Uy ¢ U;. De esta forma, la familia {U;,...,U,} es una

anticadena y por el lema de Sperner | | esta familia existe, si y solo si,

(Lt;%) =

demostrando asi lo deseado. O

La comunidad sigui6 interesandose en los sistemas separadores débiles y fuertes,
Ramsay y Roberts | | v Kiindgen, Mubayi y Tetali | | estudiaron
los variantes de las cantidades ws(n) y ss(n) apoyandose en el trabajo de
Spencer, pero sobre sistemas separadores donde sus elementos poseian a lo mas
k elementos o exactamente k. Hansel | |, v Bollobas y Scott | |, entre
otros investigadores ajustarian aun mas las cotas antes mencionadas tanto para el

caso débil como el fuerte.

1.2. Sistemas separadores débiles y fuertes de

caminos

Dado un grafo G = (V, E), deseamos encontrar sistemas separadores P débiles o
fuertes de E(G), donde ademés cada elemento de P sea un camino en el grafo G.

En general estos tipos de sistemas separadores P son llamados sistema separador
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débil de caminos y sistema separador fuerte de caminos respectivamente. En lo
que sigue, el tamano minimo de un sistema separador débil de caminos para un
grafo G lo denotaremos por wsp(G), analogamente se denota ssp(G) para el caso

fuerte.

Es de principal interés entender en completitud estos sistemas separadores de
caminos puesto que ellos surgen naturalmente en el contexto del diseno de redes.
En general podemos plantearnos la siguiente situacién. Se nos presenta una
red de comunicacion con un (y como maximo uno) enlace defectuoso y nuestro
objetivo es identificar este enlace. Para encontrarlo se podrian probar todos los
enlaces, pero esto no es muy eficiente; ;Podemos hacerlo mejor? Una prueba
natural a realizar seria enviar un mensaje entre un par de nodos a lo largo de
un camino predeterminado, si el mensaje no llega a su destino previsto, podemos
concluir que el enlace defectuoso se encuentra en este camino. Encontrar este
conjunto de caminos para realizar las correspondientes pruebas es un problema
que ha sido considerado en la literatura teérica en el area de la informaética.
Estos conjuntos de caminos poseen miltiples nombres en la literatura informatica,
incluyendo “identifying families”, “test covers”, “test families”, y “test sets” (Para
mas detalles recomendamos leer el articulo | ]). Si modelamos la red de
comunicacion que debemos analizar como un grafo G, sabemos que un conjunto
fijo de tales pruebas logra localizar cualquier enlace defectuoso, si y soélo si, la
familia de caminos correspondiente es un sistema separador de caminos de GG. Dado
que buscamos eficiencia, la pregunta natural que surge es: ;Cual es el tamano
minimo de un sistema separador de caminos para un grafo G7 Es decir, encontrar

wsp(G) o ssp(G), dependiendo del contexto.

Consideraremos un ejemplo, observe la Figura 1.2.1, en ella se encuentra un arbol
T de 4 vértices. En el lado izquierdo de la figura con color azul se encuentra
representado un sistema separador débil de caminos del grafo T'. Este sistema no
es un sistema separador fuerte, esto debido a que no existe un camino que posea
la arista v;v9 y no la arista vjvs, ademas de esto, la arista vyv4 no pertenece a
ningin camino del sistema. En cambio, a su derecha se encuentra representado

con lineas rojas un sistema separador fuerte de caminos de T'.

Si representamos los caminos por medio de una tabla (vea la Figura 1.2) donde se
muestra un 1 si la arista pertenece al camino y un 0 si es que la arista no pertenece

al camino, entonces podemos de manera sencilla identificar una posible arista
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(a) Sistema separador débil de caminos. (b) Sistema separador fuerte de caminos

Figura 1.2.1: Ejemplo de sistemas separadores de caminos.

defectuosa por medio del envio de algunos mensajes a través de estos caminos.
Para ello, supongamos que existe una falla en la arista v;v,. Luego, procederemos a
enviar mensajes a través de los caminos de nuestro sistema separador débil o fuerte,
si un mensaje es enviado exitosamente a través del camino P; y otro mensaje no
llega a su destino a través del camino P,, podemos concluir exitosamente que la

falla se encuentra en la arista v;v, cumpliendo asi nuestro objetivo.

Aristas\ Caminos | Py | P Aristas\Caminos | P, | Py | Ps
V1U9 110 V1V 110 1
V103 1 1 V1U3 1 110
V1U4 0 0 V1U4 0 1 1
(a) Sistema separador débil de (b) Sistema separador fuerte de
caminos. caminos.

Figura 1.2.2: Ejemplo de indicatrices de sistemas separadores de caminos.

El uso de los sistemas separadores para realizar esta tarea fue sugerido por primera
vez por Zakrevski y Karpovsky | |. Posteriormente, Honkala, Karpovsky y
Litsyn | | v de forma independiente Rosendahl | | también realizaron
estudios de este problema. Rosendahl considero este problema tanto en vértices
como en aristas usando ciclos, investigando este problema en familias especificas

de grafos, como hipercubos, grafos bipartitos completos y grillas.

Foucaud y Kovse | | consideraron el problema de encontrar sistemas
separadores de caminos para cubrir los vértices de un grafo. Foucaud y Kovse
estudiaron estos sistemas desde un de punto de vista algoritmico y combinatorio.
Por el lado algoritmico, demostraron que si las familias de caminos a considerar
también tienen un tamano acotado, entonces el problema de optimizacién asociado
es APX-completo. Algunos otros ejemplos de estudios sobre este tipo de sistemas

separadores en el area de la informatica son | : : |.
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El estudio de los sistemas separadores de caminos esta relacionado con la
descomposicion por caminos de un grafo. La famosa conjetura de Gallai | |
afirma que todo grafo conexo en n vértices puede descomponerse usando a lo mas
{%J caminos; aqui por descomposiciéon queremos decir que cada arista del grafo
esté cubierta exactamente una vez. Lovész | | logré demostrar una version
ligeramente mas débil de la conjetura de Gallai. Lovasz demostro que cada grafo
de n vértices se puede descomponer usando a lo mas n/2 caminos y ciclos. Dado
que cada ciclo podemos separarlo en 2 caminos, cada grafo de n vértices se puede

descomponer usando a lo més n caminos. Este resultado es usado multiples veces

en el estudio de los sistemas separadores para grafos.

El problema atraeria la atencion de la comunidad dedicada a la combinatoria
debido a que Gyula Katona en agosto de 2013 en el 5" Emléktabla Workshop en
Budapest, plantearia la siguiente pregunta. ; Cual es el maximo tamano minimo de
un sistema separador de caminos sobre todos los grafos de n vértices? Denotaremos
estas cantidades por wsp(n) y ssp(n) para el caso débil y fuerte respectivamente.
Falgas-Ravry, Kittipassorn, Korandi, Letzter,y Narayanan | | estudiaron la
version débil de la pregunta, encontrando los valores de wsp(G) para diversos grafos.
Dado que un sistema separador débil de caminos de un grafo G es por definicion
un sistema separador débil de E(G), se sigue que wsp(n) > [log,(|E(G])]. En
particular, para cualquier grafo G de n vértices conexo se tiene que wsp(n) =
Q(logn).

Falgas-Ravry, Kittipassorn, Korandi, Letzter,y Narayanan lograron acotar wsp(n)
inferiormente como sigue; Considere el grafo completo con n vértices K,,
supongamos que tenemos un sistema separador débil de caminos P de K, con
k caminos. Notemos que como méaximo una arista de K,, queda descubierta por
los caminos de P, y ademas, a lo mas k aristas de K, pertenecen exactamente a
un camino de P. Dado que cualquier camino de K, tiene longitud como méximo

n — 1, se concluye que

k(n—1)21+k‘+2((g) —k—1),

o equivalentemente, k > n—1—1/n. En base a esto, se concluye que wsp(n) > n—1.
Debido a este resultado, ellos conjeturaron que wsp(n) = O(n), es decir, existe una

constante C' tal que para todo grafo G de n vértices wsp(n) < Cn. Ellos lograron
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demostrar esta conjetura para grafos en n vértices con grado minimo acotado y
n suficientemente grande, grafos aleatorios de Erdés-Rényi G(n, p), entre otros.
Dentro de sus resultados, ellos demostraron que para arboles T' de n vértices, con

n > 4, se cumple que

(n—l—l 2(n—1)J

| < wep(m) < | =55

donde ademés para ciertos arboles estas cotas se alcanzan con igualdad.

La pregunta plateada por Gyula Katona también fue abordada simultaneamente
para los sistemas separadores fuertes de caminos por Balogh, Csaba, Martin, and
Pluhar | |. Ellos lograron plantear la misma conjetura del grupo Falgas-
Ravry, Kittipassorn, Korandi, Letzter, y Narayanan pero en su version fuerte,
es decir ssp(n) = O(n). Dentro de sus resultados calcularon el valor ssp(G) de
manera exacta para los bosques en términos de sus hojas y vértices de grado
2. Un corolario de este resultado nos dice que G es un arbol de n vértices con
ssp(G) = n — 1, si y solo si, G es una subdivision de una estrella (Note que el
sistema separador fuerte de caminos de la Figura 1.2.1 respeta esto). Ellos ademés
demostraron que la conjetura en su version fuerte, también es cierta para el grafo

completo K, hipercubos d-dimensionales y para el grafo aleatorio de Erdds-Rényi
G(n,p).

Letzter | | aportaria un importante avance en la demostracion de la conjetura
demostrando que todo grafo G' de n vértices satisface que ssp(G) = O(nlog* n),
donde log® corresponde al logaritmo iterado, siendo este igual al niimero de veces
que la funciéon logaritmo debe aplicarse iterativamente antes de que el resultado
sea menor o igual a 1. La conjetura fue finalmente demostrada recientemente
por Bonamy, Botler, Dross, Naia, y Skokan | |, siendo ellos capaces de

demostrar que ssp(G) < 19n para cualquier grafo G de n vértices.

Dado que las cotas conocidas de ssp(n) y wsp(n) sobre diversos grafos difieren
bastante del valor 19n encontrado por Bonamy, Botler, Dross, Naia, y Skokan
y ain se desconocen cotas para muchos otros grafos, sigue siendo de interés en
la actualidad estimar o encontrar los valores ssp(n) y wsp(n). Recientemente,
Arrepol, Asenjo, Astete, Cartes, Gajardo, Henriquez, Opazo, Sanhueza-Matamala,
y Thraves Caro | | encontraron el valor exacto de wsp(7') para los grafos

arboles T'. Ademas de esto, también lograron acotar para los arboles su respectiva



8 1.3. Organizacion de este trabajo

variante para la separacion de vértices. Por otro lado, recientemente B.Wickes
[ | se dedico al estudio de wsp(K,,) para el grafo completo K, en profundidad,
demostrando que wsp(K,) < n siempre que n o n — 1 es un namero primo, y de
manera general, B.Wickes logré demostrar que para cualquier grafo completo K,
se tiene wsp(K,,) < (21/16 + o(1))n.

Fernandes, Mota, y Sanhueza | | también estudiaron el grafo K, y lograron
demostrar que ssp(K,,) = (1 + o(1))n. Este grupo ademas estudio los sistemas
separadores de caminos para ciertas clases de grafos an-regulares de n vértices
y (0, L) — robustamente conectados, donde un grafo G es (0, L)— robustamente
conectados si para todo x,y € V(G), existe 1 < ¢ < L tal que hay al menos dn’

caminos de x a y con exactamente ¢ vértices internos cada uno.

El grupo de Fernandes, Mota, y Sanhueza para los grafos G de n vértices an-
regulares y (J, L)—robustamente conectados encontraron sistemas separadores
de caminos fuertes de tamano (v3a+1—1+0(1))n. Dentro de los grafos
an-regulares y (0, L)—robustamente conectados se encuentra el grafo bipartito
completo en n vértices K, 2 /2. El grafo bipartito completo Ky, /2,2 es an-regular
con a« = 1/2, esto es debido a que cada vértice de un lado de la particion es
adyacente a todos los vértices del lado contrario de la particion, de esta forma
todos los vértices poseen exactamente n/2 vecinos. Por otro lado, para cada par
de vértices z,y de distintos lados de la particiéon existen ((n/2) — 1)*> > n/5
caminos que los conectan con 2 vértices interiores, siendo asi el grafo K, /2 ,/2
(1/5,2)—robustamente conectado. Considerando estos valores Fernandes, Mota,
y Sanhueza estimaron que ssp(K,/2n/2) = (M -1+ 0(1)) n. Dentro de las
preguntas que se plantean a futuro por el grupo de Fernandes, Mota, y Sanhueza,
ellos se cuestionan si es cierto que ssp(G) < (1 + o(1))n para todo grafo de n
vértices, siendo asi de interés analizar grafos no regulares, como por ejemplo el

grafo bipartito completo K, ,,, con n # m.

1.3. Organizacion de este trabajo

En el Capitulo 2 presentamos definiciones generales de grafos y la notacién usada
en este trabajo. En el Capitulo 3 proporcionamos cotas inferiores y superiores
para ssp(K, ), cuando n # m. En el capitulo 4 planteamos y analizaremos

las estrategias del grupo de Bonamy, Botler, Dross, Naia, y Skokan | |
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para encontrar sistemas separadores fuertes enfocandonos en el caso del grafo
K, m, para posteriormente disenar un algoritmo determinista que construye
sistemas separadores fuertes para el grafo K, ,,. En el Capitulo 5 definiremos
grafos y digrafos auxiliares, que permiten disenar algoritmos de busqueda de
sistemas separadores K, ,,. El Capitulo 6 corresponde analisis tedrico de un
algoritmo aleatorio, donde estudiamos de manera probabilistica la cantidad de
pasos esperados del algoritmo para encontrar sistemas separadores, entre otras
cantidades de interés. En el Capitulo 7 implementamos computacionalmente
nuestro algoritmo aleatorio y presentamos resultados experimentales que respaldan

nuestros resultados tedricos.
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Capitulo 2
Preliminares

Dado un conjunto de elementos V', denotamos [V]* al conjunto de subconjuntos
de V' de tamano k.

Un grafo es un par G = (V, E) de conjuntos tales que E C [V]?; asi, los elementos
de E son subconjuntos de V' de 2 elementos. Los elementos de V' son los vértices
del grafo G y los elementos de E son sus aristas. La forma habitual de representar
un grafo es dibujando un punto para cada vértice y uniendo dos de estos puntos

por una linea si sus vértices correspondientes forman una arista.

Figura 2.0.1: Ejemplo de un grafo G = ({v1, va, v3}, {{vive}, {v2,v3}})

Un grafo con un conjunto de vértices V' se dice que es un grafo en V. El conjunto
de vértices de G se denota por V(G) y el conjunto de aristas se denota por F(G).
El namero de vértices de un grafo G es su orden, escrito como |V(G)[, su namero
de aristas se denota por |E(G)|. Para el grafo vacio (0, () simplemente escribimos

(). Un grafo de orden 0 o 1 se denomina trivial.

Un vértice v es incidente con una arista e si v € e. Los dos vértices incidentes de

una arista son sus vértices finales o extremos. Una arista {x,y} generalmente se
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escribe como zy (o yx). Dos vértices z, y de G son adyacentes, o vecinos, si xy es
una arista de GG. Dos aristas e # f son adyacentes si tienen un vértice en comun.
Si todo par de vértices distintos de GG son adyacentes, entonces G es completo.

Denotaremos por K, al grafo completo de n vértices.

Sea G = (V, E) un grafo (no vacio). El conjunto de vecinos de un vértice v en G
se denota por Ng(v), o brevemente por N (v) si el contexto esta claro. De forma
méas general, para un conjunto U C V| definimos Ng(U) := <U NG(U)> \U.

vel
Este conjunto de vértices corresponde a los vecinos en el conjunto V\U de los

vértices en U. Nos refiriéremos a estos vértices como vecinos de U y si el contexto
esta claro se denotaran por N(U). Ademés, para cada vérticev €e Gy U C G
definimos Ng(v,U) := Ng(v) NU. Este conjunto corresponde a los vecinos del v

en el grafo G que ademas pertenecen al conjunto de vértices U.

El grado dg(v) de un vértice v es igual al ntumero de vecinos de v, nuevamente si
el contexto esta claro denotaremos al grado de v por d(v). Diremos que un vértice
es aislado si este posee grado 0. El numero §(G) := min{d(v) : v € V} es el
grado minimo de Gy el numero A(G) := méax{d(v) : v € V'} es el grado mdzimo

de G. Si todos los vértices de G tienen el mismo grado k, entonces G es k-regular.

Dado dos grafos G = (V, E) y G' = (V', E’) definimos GUG" := (VUV' EUE")
yGNG :=VNV,ENE). SiGNG =, entonces G y G’ son disjuntos. Si
V CV'y E C E' entonces G es subgrafo de G' (y G’ es supergrafo de G), escrito

como G C G'. Mas formalmente, diremos que G’ contiene a G.

Un camino es un grafo no vacio P = (V, F) de la forma

V = {xﬂwrl? R 7xk}7 E = {3?03317%3327 v 7xk—lxk}7

donde los vértices x; son todos distintos. Los vértices xg v x; estan unidos por P
y se llaman sus vértices extremos o extremos de P; los vértices zq,...,xr_1 son
los vértices internos de P. El nimero de aristas de un camino es su largo, y el
camino de largo k se denota por P,. Tenga en cuenta que se permite que k sea
cero; asi, Py = K;7. A menudo nos referimos a un camino por la secuencia natural

de sus vértices escribiendo P = zgxy - - - x; v llamando a P un camino de xq a x.

Si P=uxy-- g1 es un camino y k > 3, entonces el grafo C, con V(C) = V(P)
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y con E(C) := E(P) U {x,_1x0} se llama ciclo. Al igual que con los caminos,
a menudo denotamos un ciclo por su secuencia (ciclica) de vértices; el ciclo C
anterior podria escribirse como xg - - - xx_1x9. El largo de un ciclo es su ntimero de

aristas (o vértices); el ciclo de largo k se denota por C.

Sea r > 2 un ntmero entero. Un grafo G = (V, E) se llama r-partito si V' admite
una particion en r partes de modo que cada arista tenga sus extremos en diferentes
partes. En lugar de ‘2-partito’, se suele decir bipartito. Un grafo r-partito se llama
completo si todo par de vértices de diferentes partes de la particion son adyacentes.
El grafo bipartito completo con particion V = AU B, donde |A| =ny |B| =m

se denota por K, ,,.

Figura 2.0.2: Grafo bipartito completo K3 .

Un grafo dirigido (o digrafo) es un par D = (V, E) de conjuntos disjuntos (de
vértices y arcos), donde E C V x V. Diremos que un arco (a,b) € E tiene vértice

inicial a 'y vértice final b.

El conjunto de vértices de D se denota por V(D) y el conjunto de arcos se denota
por E(D). El ntimero de vértices de un digrafo D es su orden, escrito como |V (D)|
y su numero de arcos se denota por |E(D)|. Para cada vértice v € V(D) diremos
que el conjunto N (v) :={u: (u,v) € E(D)} es la vecindad de entrada de vy
andlogamente, el conjunto N (v) :={u: (v,u) € E(D)} la vecindad de salida de
v. Un digrafo completo, es un digrafo D = (V| E) tal que para todo par de vértices
distintos z,y € V, existe el arco (z,y) € E.

A continuacion, presentamos las definiciones necesarias para entender lo realizado

en este trabajo.

Definiciéon 2.0.1. Dado un conjunto S, diremos que una familia F de
subconjuntos de S separa fuertemente un par de elementos distintos a,b € S si
existen los conjuntos X, y Xy en F,talquea € X,,b¢ X, ybe X, a ¢ X,. Si



13

F separa fuertemente a todos los pares de elementos distintos de S, diremos que

F es un sistema separador fuerte de S.

Definiciéon 2.0.2. Dado un conjunto S, diremos que una familia F de
subconjuntos de S separa débilmente un par de elementos distintos a,b € S
si existe un conjunto X € F, tal que X contiene exactamente a uno de los dos. Si
F separa débilmente a todos los pares de elementos distintos de S, diremos que

F es un sistema separador débil de S.
Nuestro principal objeto de estudio son los sistemas separadores fuertes de caminos.

Definicion 2.0.3. Dado un grafo G = (V| E), decimos que una familia de caminos
P de G es un sistema separador débil de caminos de G si {E(P): P € P} es un
sistema separador débil de F(G). Analogamente, P es un sistema separador fuerte
de caminos de G si {E(P) : P € P} es un sistema separador fuerte de E(G)
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Capitulo 3

Sistemas separadores

3.1. Sistemas separadores fuertes de caminos para
el grafo K,y (1—a)n

En esta seccion denotaremos al grafo bipartito K, ,,, en N vértices por Koy (1—a)n,

donde 0 < o < %, n =aN ym = (1 —«a)N. Para poder estudiar cotas del
valor ssp(Kqan,(1—a)n), NOs apoyaremos en el estudio realizado por el grupo de C.
G. Fernandes, G. O. Mota, y N. Sanhueza-Matamala | |. El grupo de C. G.
Fernandes, G. O. Mota, y N. Sanhueza-Matamala introducen los grafos (4, L)—

robustamente conectados.

Definicién 3.1.1. Sea G un grafo, entonces G es (J, L)— robustamente conectado
si para todo z,y € V(G), existe 1 < ¢ < L tal que hay al menos dn’ caminos de =

a y con exactamente ¢ vértices internos cada uno.

Dada esta definicién, el grupo de C. G. Fernandes, G. O. Mota, y N. Sanhueza-

Matamala obtiene el siguiente teorema

Teorema 3.1.2. Sea «,6 € (0,1) y L > 1, considere un grafo G de N vértices

que es aN -reqular y (9, L)-robustamente conectado. Entonces

ssp(G) = (V3a+1—140(1))N.

A partir de este teorema, ellos obtienen el siguiente corolario para el grafo bipartito
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completo de IV vértices K/ n/2-

Corolario 3.1.3. Para cada ¢ > 0 y N suficientemente grande, se cumple que
SSp(KN/Q,N/z) S (\/ 5/2 -1 + €)N

El Corolario 3.1.3 nos permite encontrar un cota superior de ssp(K, N,(1—a) ~N) para

nuestros casos de interés con o € (0,1/2).

Proposicion 3.1.4. Sea o € (0,1/2), N € N suficientemente grande y Kon,(-a)N

el grafo bipartito en N vértices. Entonces para todo € > 0 se tiene que

«

ssp(Kan,(1—a)N) < |71 — a—‘ <(\/% -1+ 5)2@]\7) .

Demostracion. Sea | = [(1 — a)/a| y sea A, B los conjuntos que conforman la
particion del grafo bipartito Kon 1—ayn, con B = {1,...,(1 —a)N}. Dado que
a € (0,1/2) se tiene que | > 1 y podemos seleccionar [ subconjuntos B; de B de
tamano aN que forman una particion de B, donde [ — 1 de ellos sean disjuntos.
Cada uno de estos conjuntos de vértices B; unidos los vértices de A permiten
inducir grafos bipartitos completos KQN,aN en el grafo K,y (1—a)n, Para mas

detalles observe la Figura 3.1.1 donde se muestran estos subgrafos Ky .y con

color rojo.

Figura 3.1.1: Grafos inducidos K(iN,aN en Kon,(1—a)N-

Para cada uno de los grafos inducidos K7,y ,y podemos aplicar el Corolario 3.1.3

de forma que

$5p(Kan.(1-ayy) < I ((\/% 1+ e)zaN) - {1 ;ﬂ ((\/ﬁ 1+ 5)2aN) :
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demostrando asi lo deseado. O

Ademas, para los casos tales que (%) € N, la Proposicion 3.1.4 nos asegura que

ssp(Kan,(1—a)n) < {1 ;aw (( 5/2—1 —{—5)2aN>
_ (1;0‘) (VB/2—1+¢) 20N

= (1-a) (V52— 1+¢)2N.

Ahora bien, para encontrar cotas inferiores de ssp(K, N,(1—a) ~) introduciremos las

siguientes definiciones.

Definiciéon 3.1.5. Dado un conjunto S y una familia P de subconjuntos de S,
para cada z € S definimos P(z) = {P € P:z € P}.

Definicién 3.1.6. Dado un conjunto S y una familia P de subconjuntos de S.

Definimos para cada n € N

P.={PeP:|P|=n},

A partir de estas definiciones podemos deducir la siguiente igualdad

> Pl = > ilE(P). (3.1.1)

ecE(G) PcP
|E(G)]
Notemos que Z |E(P)| < Z |P;|, v ademés, cada camino de un grafo G en
PeP i=1

N vértices es siempre de largo a lo mas N — 1. En base a esto, podemos acotar
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superiormente Z |E(P)| de la siguiente forma
PeP

D IEP) S 1x [P+ (N = 1) x [P\P] = (N = 1)|P| = (N = 2)|Py].

PeP

Notemos ademéas que |E;| < |Py|, esto debido a que si una arista e esta cubierta
por un tinico camino P, entonces P no puede cubrir ninguna otra arista f, ya que
de lo contrario no habria otro camino que cubra a e y no a f, una contradiccion
con el hecho de que P sea un sistema separador fuerte de caminos de GG. A partir

de esto
Y |E(P)| < (N = 1)|P|— (N —2)|E]. (3.1.2)

PePpP

Por otro lado, podemos acotar inferiormente Z |P(e)| como sigue
e€E(Q)

Y IP(e)l = |Ei| +2|Es| + 3(|E(G)| — |Ez| — |En)

e€E(G)

= 3|E(G)| = | Ea| — 2| B ],

y por lo tanto
Y [P = 3IE(G)| — |Es| - 2|Ex|. (3.1.3)

e€E(Q)
En lo que sigue consideraremos que |P| = SN con € R. Luego, si utilizamos

la cota superior (3.1.2) e inferior (3.1.3) mostradas anteriormente en la Ecuacion

(3.1.1), obtenemos que
3|E(G)| — [Ea| = 2[Er| < (N = 1)[BN — (N = 2)|E4],
Para N > 4 esta inecuacién se reduce a

3|E(G)| < (N — 1)BN + |E,l.

La ecuacion 3|E(G)| < (N —1)BN + |Es| es valida en general para cualquier grafo
G, en particular para nuestro caso de interés, el grafo K,y 1—a)n. Dado que el

grafo Kon, (1—a)N POSEE C(g]) = a(1 — a)N? aristas, la cota anterior para este caso
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corresponde a

N
3{(2) < BN(N — 1)+ |Ey. (3.1.4)
A partir de estos resultados podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.7. Sea K,y 1—a)n el grafo bipartito en N vértices, con N

suficientemente grande y o € (0,1/2). Entonces
sSp(Kan,(1—a)n) = (V6 (1l —a)+1—1)N.

Demostracion. Dado que la cantidad de aristas que pertenecen a exactamente

a dos caminos siempre es menor o igual a la cantidad de pares de caminos que
. 2 N2 .

podemos formar en el sistema, entonces |Fs| < (‘72)') < BTN Aplicando esto a la

Ecuacion (3.1.4), y considerando un N suficientemente grande se tiene que

ﬁQNQ

N2
3¢ < BN?
(5 BN+

De donde obtenemos la ecuacion 3¢ < 28 + 32, Para esta ecuacion cuadratica

podemos completar cuadrados para obtener la ecuacion
3+1<(B+1)%
Luego, dado que C(g) = a(1 — a)N?, se tiene que ¢ > 2a(1 — «), y por lo tanto
6a(l —a) +1 < (B+1)7
y de esta manera concluimos que
6a(l —a)+1-1<8.
Demostrando asi que ssp(Kon,(1—a)v) > v/6a(l —a) +1—-1)N O

1 bien hem u un inferior par N(l—a)N ), 11 ani
Si bien hemos calculado una cota inferior para ssp(Kqn,(1—a)n), 1O es la Gnica cota
que podemos obtener por medio de este razonamiento. Nuevamente consideremos

la Ecuacion (3.1.1)

Y IPl=)_IE(P).

c€E(G) PeP
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Dado que grafo K,y (1—a)n pPosee caminos de largo a lo més 2a/N y posee a(l—a)N?
aristas, si consideramos que |P| = SN es posible deducir de manera similar a la

Ecuacion (3.1.4) la siguiente ecuacion
3a(l — a)N? < 2a8N? + | Ey|. (3.1.5)

A partir de esta nueva ecuacion, podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.1.8. Sea K,y ,(1—a)n €l grafo bipartito en N vértices con a €
(0,1/2). Entonces

ssp(Kan,(1—a)n) = (1 — a)N.

Demostracion. Considere un grafo auxiliar H con V(H) = P, tal que una arista
PP, € E(H), siy solo si, existe una arista e € G tal que |P(e)| = { Py, P»}. Por
definicion del grafo H se tiene que |Ey| = |[E(H)| y A(H) < 2aN. Esto ultimo es
debido a que si consideramos A(H) > 2aN, entonces existiria un camino P en
P de largo mayor a 2N, siendo esto imposible para el grafo K, 1—q)n. Luego,

por medio de este grafo auxiliar H obtenemos que

1
| Eo| = 3 Z dp(v) < afN?.
veV(H)

Si aplicamos esta cota a la Ecuacion (3.1.5), obtenemos que
3(1 — a)aN? < 2aN? + aBN?,
de donde se deduce que 1 — a < 8, y por lo tanto

ssp(Kan,(1—a)n) = (1 — )N,
probando asi lo deseado. O

Si bien ambas proposiciones permiten obtener cotas inferiores de ssp(Kan,(1-a)n);
podemos ser aun mas precisos. Notemos que las funciones Fj(a) =

6a(l—a)+1—1y Fy(a) = 1 — a como funciones en términos de o son
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iguales para el valor a = 3/7. Ademas se tiene que

6a(l—a)+1—-1<1-a si0<a<3/7,
6a(l—a)+1—-1>1—a si3/T<a<1/2

Para mas detalles observe la siguiente Figura 3.1.2, donde ademaés se presenta la
cota superior Fi(a) = [+=2] <(\/5/2 -1+ 5)2a> como funcién de a.

12

°
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Fi(@), Fa(a), F3(a)
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Desbalance a

Figura 3.1.2: El grafico presenta las funciones Fi(a) = (1 — a), Fp(a) =
6a(l1—a)+1 -1y Fy(a) = [£2] <(\/5/2— 1—|—5)2a> y el punto de
interseccion a = 3/7 de Fi(«) y Fa(a).

Dado que ssp(Kan,(1—a)n) corresponde al minimo tamainio de un sistema separador
fuerte de caminos para el grafo Ko (1—a)n, podemos concluir entonces la siguiente

proposicion.

Proposicion 3.1.9. Sea o € (0,1/2), N € N suficientemente grande y Ko, (1-a)n

el grafo bipartito en N vértices. Entonces

(1-a)N si0 <o <3/7,
Ssp<KaN,(lfa)N) Z
(vV6a(l—a)+1—-1)N si3/T<a<l1/2.
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Capitulo 4

Algoritmo determinista de sistemas

separadores para el grafo K

4.1. Construcciéon de un sistema separador para el
grafo K,

El grupo de Bonamy, Botler, Dross, Naia, y Skokan | | demostro que para
cualquier grafo G en N vértices se tiene que ssp(G) < 19N. A continuacion
estudiaremos como se aplica su demostracion para construir un sistema separador

fuerte de caminos para el grafo K,,,, con n < m.

Dado que estudiaremos su demostracion para el grafo bipartito completo, en lo
que sigue consideraremos el grafo bipartito K, ,, con particiéon de vértices A,B,

donde n < m, |A| =n y |B| = m. Consideraremos las siguientes etiquetas para la
partes A = {9, 24,...,29,} y B={21,23,...,Zom 1}
Para un grafo bipartito completo K, ,, tal que n < m podemos deducir a qué

parte de la particion pertenecen los vértices extremos de P.

Proposicién 4.1.1. Sean n,m € N con n < m y sea K, ,, el grafo bipartito con
particion de vértices A,B, donde |A| =n y |B| = m. Sea P un camino de largo

méximo en K, ,,, entonces los extremos del camino P pertenecen a B.

Demostracion. Razonaremos por contradiccion. Considere un vértice x € A tal

que x es un vértice extremo de P. Dado K, ,, es un grafo completo no existe un
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vértice y € B\ F(P), pues si esto ocurre el camino P’ tal que E(P') = E(P)U{zy}
seria un camino mas largo que el camino de largo maximo P. Dado que no existe
un vértice y € B\E(P) y P es un camino de largo méximo, se deduce que a lo

mas hay n vértices en la parte B, es decir m < n, siendo asi un contradicciéon. [J

Dado un grafo G y vértices u,v en G, sea P = uu ---v un camino de u a v.
Si x € V(P) es vecino de u # u' en Gy 2~ es el vértice que precede a z en
P, entonces P = P — xx~ + ux es un camino en G tal que V(P') = V(P).
Decimos que P’ se ha obtenido de P mediante un intercambio elemental con v
fijo. Un camino obtenido de P mediante una secuencia (posiblemente vacia) de

intercambios elementales con v fijo se dice que es un camino derivado de P.

El conjunto de vértices finales de los caminos derivados de P que son distintos
de v se denota por S,(P). Dado que todos los caminos derivados de P tienen el

mismo conjunto de vértices que P, tenemos S,(P) C V(P).

Ahora bien para el caso del grafo K, ,, podemos ser aun mas precisos respecto al

conjunto S,(P).

Proposicién 4.1.2. Sea K, ,, el grafo bipartito con particion de vértices A,B,
donde n < m, |A| =ny |B] =m. Sea P =u---v un camino de largo maximo

del grafo K, ,, entonces S,(P) = (BNV(P)) — {v}.

Demostracion. Dado que el vértice u tiene por vecinos a todos los vértices de A,
y ademés todos los vértices de A pertenecen al camino, entonces sea y € A y sea

r € BNV(P) el vértice que precede al vértice y en el camino P. Luego el camino
P =P—xy+uy=ay---v,

se ha obtenido de P mediante un intercambio elemental con v fijo. Dado que

podemos repetir el proceso para cada vértice y en A y su vértice predecesor = € B,
concluimos que S,(P) = (BNV(P)) — {v}. O

Ahora bien, sean H y G grafos (no necesariamente disjuntos). Decimos que un
conjunto de caminos P en H U G separa H de G si para cada par (e, f) €

E(H) x E(G) con e # f hay un camino en P que contiene e y no contiene f.

A partir de estas definiciones y proposiciones empezamos a analizar la demostracion

realizada por el grupo de Bonamy, Botler, Dross, Naia, y Skokan | |
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enfocdndonos en el caso del grafo K, ,,.

Sea P = x1x9T3: - T9,To,+1 un camino de largo maximo y v = xa,,1. Sean
S = Sp,...(P), H el subgrafo de K, ,, inducido por las aristas con al menos
un vértice en S'y sea n’ = |V (H)|. Para el caso del grafo K, ,, se tiene por la
Proposicién 4.1.2 que el subgrafo H corresponde al grafo bipartito completo con
particion de vértices Ay (BN V(P)) — {xan41} (Observe la Figura 4.1.1). Dado

Figura 4.1.1: Ejemplo del grafo H para el grafo K, ,,.

que el largo del camino de largo maximo en el grafo K, ,, es 2n se tiene que
n’ =n +n = 2n. Podemos deducir que este grafo H contiene a todas las aristas
del camino P salvo su ultima arista e que conecta con el vértice xg, 1. Ademas
este grafo H no contiene las n aristas que conectan los vértices de la parte A con

el vértice xo,11.

Por otro lado se define también el grafo G = K, »\S. Dado que K, ,, corresponde
a la union arista disjunta de los grafos G’ y H, se concluye que para el grafo
bipartito K, ., el grafo G’ corresponde al grafo bipartito completo con particion
de vértices Ay (BN V(P)) U {941} Podemos deducir que este grafo G' no
contiene a las aristas del camino P, con excepcién de su ultima arista e = x9,22,11
(Observe la Figura 4.1.2).

Dado que K,,,, y S son distintos del vacio, construiremos una familia de caminos

que separe fuertemente al grafo H. Luego, la idea que proponemos es repetir

el mismo proceso pero sobre el subgrafo G’ eliminando las aristas de Hy = H

del grafo K, ,, y seleccionando un nuevo camino P, repitiendo este proceso una
m

cantidad de [ = [™] veces, hasta separar todas las aristas del grafo K, (vea la
Figura 4.1.3).
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B/S

G/

A

Figura 4.1.2: Ejemplo del grafo G’ para el grafo K, ,.

Figura 4.1.3: Ejemplo del proceso para encontrar un sistema separador fuerte
para el grafo K, .

En lo que sigue, construiremos una familia de caminos P que separa H de K, ,.
Para construir la familia de caminos P, se define el conjunto Ps = E(P) N E(H)
como el conjunto de aristas de P que tienen al menos un vértice en S. Para el grafo
K, se tiene que Pg = E(P) — {9,,1}. Luego, considere el grafo H = H\Ps.
El grafo H' corresponde a un grafo bipartito. El conjunto de vértices de H'

/ . .
corresponde a V(H' ) = {1, 22,23, ...,T9,} y su conjunto de aristas es

E(H') = {xy; : para todo i € {1,...,2n} tal que (i,7) ¢ {(4,7), (4,0 + 1)} }.

Sea Pg la familia de caminos donde cada uno de los caminos consta de una tnica
arista en P, es decir, Ps = {{e} : e € Ps}. Dado que Ps = E(P) — {x2n41}, se
tiene que |Ps| = 2n — 1. Luego, sea D una descomposiciéon por caminos aristas
disjuntos para H'. Note que Ps U D separa (i) H de G ; (ii) H' de P; y (iii) Ps

de K, m. A continuacién construiremos esta familia D tal que |D| = n para el
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grafo H'.

Para construir la familia de caminos D para el grafo H’, primero construiremos

una descomposicién D’ de caminos aristas disjuntos del grafo K, ,,.

Sea K,, el grafo bipartito completo en 2n vértices, con n € N. Sea A =
{zo,21,...,Tn-1} Yy B={v0,¥1,--.,Yn—1} la particion de vértices de K,, . Luego

para cada k € {0,...,n — 1} definimos el conjunto de aristas

Fy = {xy; € E(K,,), tal que j =i+ k mod n}.

Consideremos un ejemplo de estos conjuntos F} para el caso de n = 4. Observe
la figura 4.1.4, en ella se representan los conjuntos Fy, Fi, Fy, F3 para el caso de
n =4.

Yo Y1 Y2 Y3 Yo Y1 Y2 Y3 Yo Y1 Y2 Y3 Yo Y1 Y2 Y3

To X1 T2 T3 To T1 T2 T3 Ty L1 To T3 To X1 T2 T3

Ey F Fy F

Figura 4.1.4: Ejemplos de conjuntos Fy, F, Fy, F5 para el caso de n = 4.

Note que cada conjunto F} contiene exactamente n aristas distintas. Dados estos

conjuntos Fj podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.3. Sean € Ny K, , el grafo bipartito completo. Entonces

n—1
E(K,,) = | | Fi
k=0

Demostracion. Dada la definicion de los conjuntos F), es claro que para cualquier
par de indices distintos i, j se tiene que F; N F; = (). Luego, demostraremos la

igualdad por doble inclusion. Nuevamente, dada la definicién de los conjuntos Fj
n—1

se tiene que |_| F, C E(K,,). Por otro lado, sea e = x;y; € E(K,,). Dado que
k=0
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existe un unico k € {0,...,n — 1} tal que j =i + k mod n, entonces existe un
n—1

tnico conjunto Fj, tal que e € Fy, y por lo tanto, F(K,,,) C |_| F. O
k=0

Para construir la familia de caminos D’ separaremos en casos para n par e
impar y consideraremos sumas modulo n para todos los indices. Para cada k €

{0,1,...,n— 1} si n es impar se define el camino

By = YrThYr1Tk—1Yk+2Tk—2 - - - Yh—| 2| Tkt | 2] -

En cambio, si n es par se define para cada k € {0,1,...,n — 1} el camino

Pr = YrTryr 1T 1Ykr2Th—2 - - - Y- 1T 1 Yp_n.
2 2 2

Note que tanto para el caso par e impar los caminos P, contienen exactamente una
arista de cada conjunto Fy, ..., F,_ . Ademas, para cada par de indices distintos
a iy j los caminos P; y P; cumplen que E(P;) N E(P;) # 0, esto es debido a
que cada par de caminos utilizan aristas distintas de cada conjunto Fy, ..., F,_1.
Dado que cada camino utiliza una arista distinta de las n aristas de cada conjunto
Ey, ..., F,_1, por medio de la Proposicién 4.1.3 podemos concluir que para toda
arista e € E(K,,,) existe tnico r € {0,...,n — 1} tal que e € P,. De esta manera

podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.4. Sean € Ny K, , el grafo bipartito completo. Entonces
la familia D' = {Py, Py,...,P,_1} es una descomposicién por caminos aristas

disjuntos de K, .

Demostracion. Dada la definicion de los caminos P, y la Proposiciéon 4.1.3 sabemos

n—1

que |_| E(P,) C E(K,»). Luego, sea e = x;y; € E(K,,) una arista cualquiera.

Dad(];:glue existe un tnico k € {0,...,n — 1} tal que j =i+ k mod n, entonces

existe un unico conjunto Fj tal que e € Fj, y por llo tanto, un dnico camino
ne

P €D tal que e € P. De esta manera F(K,,) C |_| E(P:), y por lo tanto, D’

es una descomposicién por caminos aristas disjuntozz(?le K. 0

.« ., / . . o .
Dado que buscamos una descomposicién D de caminos aristas disjuntos de H’

notemos que el grafo H corresponde a un grafo [, , sin las aristas que pertenecen
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al camino P. Ademés, para este orden de vértices el camino de largo méximo
que hemos considerado corresponde a P = y121Y2%2 ... TpYni1, ¥ por lo tanto,
se cumple que para toda arista e € P, se tiene que e € Fy 6 e € F;. Dada la
definicion de cada camino P, € D', podemos definir para cada k € {0,...,n — 1}

los caminos

Qr =Py — YkTrYk+1-

Dado que los caminos (), no contienen aristas de los conjuntos Fy y F}, entonces
no utilizan aristas en el camino P, y por lo tanto, son caminos en el grafo H'. De
. . . / .
esta manera al eliminar para cada camino P € D las aristas que pertenecen a
los conjuntos Fy y F}, obtenemos un familia de caminos D = {Q, ..., Q,_1} que
. : : .. , .
corresponde a una descomposiciéon por caminos aristas disjuntos de H' de tamano

n.

Dado que hemos construido la familia de caminos D solo resta por crear un
conjunto de caminos que separen H de si mismo. Para realizar esta tarea, el
grupo de Bonamy, Botler, Dross, Naia, y Skokan | | ordenan los vértices
del grafo segtin el orden del camino P. Luego para cada k € {1,...,2n'} se define
el conjunto My = {z;z; € E(H'):i+j =k}, y para k € {1,...,3n'} el conjunto
Ny =A{z;x; € E(H') : i +2j = k}, donde para cada par de indices i, j en ambos
conjuntos se impone que ¢ < j. Para cada My, definiremos un camino P, que utilice
las aristas de M}, y algunas aristas del camino P. Analogamente definiremos para

cada Ny los caminos Q.

Dado que para el grafo K, ,, se tiene que n' = 2n, hemos de analizar los conjuntos
My = {x;x; € E(H') : i+ j = k} para cada k € {1,...,4n}, y los conjuntos
Ny, ={z;x; € E(H') :i+2j =k} parak € {1,...,6n}.

Notemos que los conjuntos N, debido al orden de los indices para los vértices
de K,,,, para cada k < 9 6 k > 6n — 3 se tiene que N, = (), de esta manera la
cantidad de conjuntos /V;’s es menor igual a 6n — 11. Para entender mejor como
son los caminos () para algin k fijo consideremos el caso para k = 4n + 1,y
observe la siguiente figura 4.1.5. En la Figura 4.1.5 se muestra un camino 4,11
con color azul. Una linea azul y celeste representa las aristas del camino (4,1
que pertenecen al camino P y con una linea azul solida las aristas de (04,11 tales

que 7;7; € Nyp1.
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Q4n+1

T To T3 T4 Ts Z9 Ton—a Topn—2Ton—1 Top

Figura 4.1.5: Ejemplo de camino )y para k = 4n + 1.

Para los conjuntos NNy si bien hemos logrado demostrar que son exactamente
6n — 12, para nuestro analisis solo consideraremos que la cantidad de conjuntos
N} es menor a 6n, y en consecuencia, la cantidad de caminos (); se encuentra

acotada superiormente por 6n.

Ahora bien, analizaremos en mas detalle los conjuntos My. Dado el orden de
vértices que hemos considerado para cada k < 5 6 k > 4n — 3 se tiene que M = 0,
ademés para cualquier arista x;x; se cumple que ¢ + 7 mdéd 2 = 0, de forma que
para cualquier £ impar se tiene que M, = (). Para construir los caminos P}’s,
considere el caso k = 2n + 1 y observe la siguiente figura 4.1.6. En la Figura
4.1.6 se muestra un camino Ps, 1 con color rojo. Anélogamente, una linea roja y
amararilla representa las aristas del camino P, que pertenecen al camino P y

con una linea roja solida las aristas de Pa,41 tales que z;2; € Moy i1 -

P2n+1

T To T3 T4 I Lon—4 Ton—2Ton—-1 Top
Figura 4.1.6: Ejemplo de camino P para k = 2n + 1.
El camino P, 1 comienza con el par de vértices zo,x; y luego va alternando

entre vértices de indices impares y pares de forma que los indices de estos vértices

que pertenecen a H' sumen exactamente k = 2n + 1. Por medio de este ejemplo
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podemos encontrar para cualquier 5 < k < 2n+1 impar un camino P} que cumpla
con lo requerido. Este camino P comienza con el par de vértices xj_ix; y repite

la idea del camino P, formando asi el camino
Py, = T 121 20T —2Tp—3T3T4 + * - Ty, 1Ty,
donde

Ta-nTwrs sike{5,9,13,...,2n— 1},
Ty, 1%y, = 2 2

Ts) T3 SlkE {7, 11,15,...,2n + 1}.
2 2
Analogamente para cualquier 2n +1 < k < 4n — 1 impar podemos tomar de

ejemplo el caso para k = 2n + 3 , que se encuentra representado en la siguiente
figura 4.1.7.

P2n+3

T X9 T3 T4 Ty Ton—2 Toan—1 T2n

Figura 4.1.7: Ejemplo de camino P, para k = 2n + 3

De esta manera, para cualquier 2n + 1 < k < 4n — 1 impar podemos construir un
camino P, que comienza con el par de T2,ZTy—(2,) ¥ repita el patrén del camino

Py, 3 de la Figura 4.1.7. Es decir, el camino P, para este caso viene dado por

Py = 290 Tp—onTh—2n4+1T2n—1T2n—2 - * Xy, -1,

donde anélogamente

Ta-nTorn Stk € {2n+3,2n+7,...,4n — 3},
2

Tp—1%y, = 2

T (k+3) T (k—3) sike{2n—|—5,2n+9,...,4n—5}.
2

2

Notemos que la cantidad de caminos Py es exactamente 2n — 3, esto debido la

cantidad de impares entre 5 y 4n — 3 es exactamente (4n — 8)/2 +1 = 2n — 3.
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Finalmente los conjuntos de caminos de P,’s y (Jx’s juntos separan cada par de
aristas en H . En efecto, sean x;v; y xyx; dos aristas distintas de H’. Cada una de
estas aristas pertenece exactamente a un M, y exactamente a un Ny. Si pertenecen
a diferentes M}, pertenecen a diferentes Py y estan separados. Del mismo modo,
si pertenecen a diferentes Nj. Por lo tanto, podemos suponer que i +j =4 +j' y
i+ 25 =1+ 2j". De donde se concluye que j = 5’ y ¢ = i'. Por lo tanto, cualquier
par de aristas distintas en H' estan separadas por esta coleccion de caminos Py’s
y Qr’s.

De esta manera la familia de caminos P que corresponde a los caminos P’s U
Qr’s UD U Pg, separa fuertemente al conjunto E(H) y separa H del grafo K, ,,.

Este sistema separador P cumple que

1P| = |UPk|+|UQk|+|D|+|PS|
p ;

Pl <2n—3+4+6n+n+2n-—1
|P| < 11n — 4.

Dado que deseamos encontrar un sistema separador fuerte del grafo K, ,,,
repetiremos este proceso una cantidad [ = [®] de veces (recuerde la Figura
4.1.3). Para realizar esta tarea, seleccionaremos una cantidad [ = [*] de caminos,

donde para cada i € {0,...,l — 2} consideraremos el camino de largo maximo

P = T144(2n)L2 * * * T2anL2n+1+i(2n)-

Notemos que estos caminos P; son todos aristas disjuntos entre ellos. Ademés,

consideramos el camino de largo maximo

P = Tom—2n—1T2T2m—2n+1T4 * * * TnTam—1-

Para cada grafo H; inducido por un camino P; repetiremos la construcciéon del
sistema separador P obteniendo un sistema separador P;. Este proceso puede ser

representado por el algoritmo 1.

Dado que para cualquier sistema P; se tiene que |P;| < 11n — 4 concluimos que el
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Algoritmo 1 Algoritmo determinista

Input: Grafo bipartito completo K, ,,
Output: Un sistema separador fuerte del grafo K, ,,.
1: for t=0,1,...,l—1do

2: Seleccionar el camino P en el grafo K, ,,
3: Definir el subgrafo H;
4: Generar el sistema separador P;
5. return Py, ..., P
-1

sistema de caminos U P; generado por el Algoritmo 1 es un sistema separador
=0
fuerte de caminos de K, ,, de tamafio menor igual a [(11n —4) = [Z](11n — 4).

4.2. Implementaciéon computacional

En esta seccion realizaremos la implementacion computacional del Algoritmo 1.
El objetivo de esta implementacion es corroborar el analisis tedrico realizado en
la seccion anterior por medio de distintas funciones en Python. Las funciones que

permiten realizar esta implementacion se encuentran en el Anexo 9.

4.2.1. Experimentos computacionales para la cota superior
[ 1(11n —4))

En esta seccion presentaremos los distintos resultados experimentales obtenidos

por la implementacién computacional del Algoritmo 1 para distintas cantidades de

vértices N € {100, 250, 500, 750, 1000} y distintas particiones A, B. Cabe destacar

que antes de realizar estas pruebas para estas cantidades de vértices se verifico

para tamafnos mas pequenos que el sistema encontrado corresponde a un sistema

separador fuerte.

En primer lugar compararemos el tamano del sistema separador generado por la
implementacién computacional del Algoritmo 1 y la cota superior [Z](11n — 4)
para un cantidad de vértices variable. Dado que los resultados fueron similares
para las distintas particiones de vértices a continuaciéon solo mostraremos los
resultados obtenidos para una cantidad de vértices N € {100, 250, 500, 750, 100} y
[ =2.

La Figura 4.2.1 nos muestra que el tamano del sistema obtenido por la
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Cota tedrica I(11n-4) vs Resultados Experimentales para | = 2

10000 1 ———- Tamafio del sistema computacional

---- Cotasuperiortedrica e
8000 et

=
3
8
s
.
1
\
1
Y

Tamario del sistema separador
IS
8
8
8

2000 -

200 400 600 800 1000
Numero de vértices del grafo

Figura 4.2.1: Cota superior teérica para el tamaino del sistema separador y el tamano del sistema
separador computacional para [ = 2. El grafico presenta en su eje de abscisas los distintas cantidades
de vértices N € {100, 250, 500, 750, 1000} de los grafos Ky, m considerando | = 2. En el eje de las ordenadas
se presenta el tamafio del sistema separador. En rojo se marca la cota superior teérica [7+](12n — 4) para el

tamano del sistema separador. En azul se marca el tamafo del sistema separador obtenido por la implementacién
computacional.

implementacion computacional del Algoritmo 1 es casi idéntica a la cota superior
obtenida por nuestro analisis. Estas diferencias se deben tinicamente a la cota

superior utilizada para el analisis de los caminos Q).

Ahora bien, nuevamente compararemos el tamano del sistema separador generado
por la implementacion computacional del Algoritmo 1 y la cota superior [ 2] (11n—
4) pero para una cantidad de vértices fija y valores de [ = [%] variable. Dado
que los resultados también fueron similares para las distintas combinaciones de
vértices, solo mostraremos los resultados obtenidos para un cantidad de vértices

N = 1000 y distintos valores | € {2,3,4,6,9}.

La Figura 4.2.2 nos muestra que el tamano del sistema obtenido por la
implementacion computacional del Algoritmo 1 es también muy similar a nuestra
cota superior tedrica a medida de que aumenta el valor de [ para una cantidad
de vértices fija. Para este experimento se puede notar como el valor [ no afecta
directamente en el tamano del sistema separador generado por la implementacion

computacional.

4.2.2. Tiempos de ejecucion

A continuaciéon presentamos los tiempos de ejecucion de la implementacion
computacional del Algoritmo 1 para los distintos tamanos N y valores n,m
utilizados en nuestros pruebas. Donde podemos notar que a pesar de que el

Algoritmo 1 debe repetir el proceso de obtener el sistema P una cantidad [ = [ 2]
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Cota tedrica I(11n — 4) vs Resultados Experimentales para N=1000

10000

9500
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8
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--e- Tamafo del sistema computacional
" - 4
--e- Cota superior teérica 4
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Grafos

Figura 4.2.2: Cota superior tedrica para el tamano del sistema separador y el tamano del sistema
separador computacional para N = 1000. El grafico presenta en su eje de abscisas los distintos grafos
Ky, m considerando algtn valor [ € {2,3,4,6,9} y una cantidad de vértices N = 1000. En el eje de las ordenadas
se presenta el tamafio del sistema separador. En rojo se marca la cota superior teérica [%] (11n — 4) para el

tamano del sistema separador. En azul se marca el tamano del sistema separador obtenido por la implementacién
computacional.

de veces, esta cantidad [ = [™] no afecta en gran medida los tiempos de ejecucion

de la implementacién computacional del Algoritmo 1.

Notemos que requerimos una cantidad O(nm) de operaciones para generar cada
uno de los caminos de las familias P;’s y Jx’s. Por otro lado, para encontrar cada
uno de los caminos restantes de la coleccion se requiere de una cantidad O(n) de
operaciones para cada iteraciéon. Dado que repetimos la busqueda del sistema P;
una cantidad constante | de veces podemos concluir que el Algoritmo 1 requiere
una cantidad O(n?m) = O(nE(K,,,)) de operaciones para realizar su tarea. Este

analisis no considera el costo computacional de las funciones utilizadas.

n | m | [ | Media tiempo de ejecucion | Desviacion esténdar
10190 | 9 49,7 [ms] +4,67 [ms]
15|75 |5 46 [ms] +3,67 [ms]
20 | 80 | 4 46,2 [ms] +2.84 [ms]
25|75 |3 62,2[ms] +33 [ms]
30|70 |3 50,6 [ms] +7,15 [ms]
351652 45,1 [ms] +1,09 [ms]
40 | 60 | 2 48,5 [ms] +7.3 [ms]
45 | 55 | 2 44,9 [ms] +9494 [us]

Cuadro 4.2.1: Tabla tiempos de ejecucion para N = 100.
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n m | | | Media tiempo de ejecucion | Desviacion estandar
25 (22519 880 [ms] +63,2 [ms]
38 | 218 |6 941 [ms] +83,4 [ms]
50 | 250 | 5 884 [ms] +49.4 [ms]
63 | 187 | 3 910 [ms] +73,6 [ms]
75 | 125 | 2 1,31 [s] +508 [ms]
88 | 162 | 2 1,26 [s] +322 [ms]
100 | 150 | 2 914 [ms] +86,8 [ms]
113 1 137 | 2 918 [ms] +75,5 [ms]

Cuadro 4.2.2: Tabla tiempos de ejecucion para N = 250.

’ n \ m \ [ \ Media tiempo de ejecucion | Desviacion estandar ‘
50 | 450 | 9 11,3 [s] +3,34 [s]
75 | 425 | 6 14 [s] +4,12 [s]
100 | 400 | 4 9,39 [s] +416 [ms]
125 | 375 | 3 10,7 [s] +2,26 [s]
150 | 350 | 3 9,98 [s] +1,31 [s]
175 | 325 | 2 9,31 [s] +993 [ms]
200 | 300 | 2 10 [s] +858 [ms]
225 | 275 | 3 11,7 [s] +1,73 [ms]

Cuadro 4.2.3: Tabla tiempos de ejecucion para N = 500.

’ n \ m \ [ \ Media tiempo de ejecucion | Desviacion estandar ‘
75 1625 |9 41,1 [s] +227 [s]
113 1 637 | 6 39,2 [s] +1,73 [s]
150 | 600 | 4 39,9 [s] +4,31 [m]
188 | 562 | 3 40,4 [s] +2.84 [s]
225 | 525 | 3 36 [s] +6,64 [s]
263 | 487 | 2 30,8 [s] +2,05 [s]
300 | 450 | 2 31 [s] +3,68 [s]
338 | 412 | 2 29,7 [s] +1,07 [s]

Cuadro 4.2.4: Tabla tiempos de ejecucion para N = 750.



4.2. Implementacién computacional

] n \ m \ [ \ Media tiempo de ejecucion | Desviacion estandar ‘

100 | 900 | 9 84 [s] +13 [s]

150 | 850 | 6 68 [s] +1,16 [s]
200 | 800 | 4 68 [s] +2.11 [ms]
250 | 750 | 3 68 [s] +393 [ms]
300 | 700 | 3 68 [s] +1,02 [s]
350 | 650 | 2 78 [s] +7,72 [s]
400 | 700 | 2 75 [s] +1,57 [s]
450 | 550 | 2 98 [s] +15,6 [s]

Cuadro 4.2.5: Tabla tiempos de ejecucion para N = 1000.
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Capitulo 5
Grafos auxiliares separadores

En la seccion anterior logramos definir un algoritmo determista que permite
encontrar sistemas separadores fuertes para el grafo bipartito completo K, ,,.
Dado que deseamos definir otros algoritmos que permitan realizar esta tarea,
procederemos a definir nuevos grafos y digrafos auxiliares que permitan disenar

nuevos algoritmos que encuentren sistemas separadores.

5.1. Grafo auxiliar para sistemas separadores
débiles

Dado un conjunto S y una familia de subconjuntos F de S definimos el grafo
auxiliar G = (V, E) asociado a F, donde V = S y para cada par de elementos
distintos a, b, se tiene que ab € E(G), si y solo si, el par a,b no esta separado

débilmente por F.

En muchos casos supondremos que los conjuntos X € F son tales que X # S
y X # (), debido a que estos conjuntos no proporcionan mucha informacién en
el contexto de los sistemas separadores. Dado un conjunto .S, consideremos un
subconjunto X de S, tal que X C Sy X # (). Este conjunto X siempre separa
débilmente a todo par de elementos a,b, con a € X y b € S\X. En base a esto y

a la definicién del grafo auxiliar podemos enunciar el siguiente lema.

Lema 5.1.1. Sea S un conjunto tal que |S| =n y F una familia de subconjuntos

de S tal que para todo X € F, X C S, y X # 0. Entonces F = 0, si y solo si,
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Demostracion. Por definicion G = K,,, si y solo si, todo par de elementos a, b
distintos de S no estan separados débilmente por F. Dado que todo subconjunto
X C S, tal que X # () separa débilmente al menos a un par de elementos en S, se

deduce que G = K, si y solo si, F = (. ]

El siguiente lema nos permite establecer mejor como se relacionan los elementos

de F con su grafo auxiliar asociado.

Lema 5.1.2. Sea S un conjunto, sea X tal que X C S, y X # 0 entonces
E(G{X}) = E(G{X’Xc}) = {{a,b} € [VP ta 75 beX ¢ a 75 be XC}.

Demostracion. Sean las familias { X} o {X, X°}, en cualquiera de los dos casos
podemos notar que solo los pares a,b tal que a € X y b € X se encuentran
separados débilmente por F. Dado que ambas familias separan débilmente a los
mismos elementos, estas familias poseen el mismo grafo auxiliar. Dado que estos
pares son los tnicos separados débilmente, se concluye por la definicion del grafo
auxiliar que E(Gxy) = E(Gixxey) = {{a,b} € [V]?:a#be X d a#be X}

[

Notemos ademds que podemos describir G{x} con més detalles. El grafo auxiliar
asociado a las familias {X} y {X, X¢} se encuentra particionado por dos grafos
completos K| x| y K|xe (Observe la Figura 5.1.1), estos grafos estan formados por
los vértices asociados a los elementos de X y X¢ respectivamente y no comparten
aristas entre si, esto es debido a que todos los pares de elementos en X o en X no
se encuentran débilmente separados por F, formando asi todas las aristas posibles

entre los vértices asociados tanto a X como a X¢ .

Gixy

Figura 5.1.1: Ejemplo grafo auxiliar G(x;.
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Dada una familia F, el siguiente lema nos describe una importante dinamica del

grafo auxiliar G con los elementos de F.

Lema 5.1.3. Sea S un conjunto y F una familia de subconjuntos de S, tal que

para todo X € F, X C S, y X # 0. Entonces G = ﬂ Gixy-
XeF

Demostracion. Dado que los conjuntos de vértices de G y ﬂ Gxy son los

XeF
mismos por definiciéon del grafo auxiliar, hemos de demostrar que los aristas de

ambos grafos son exactamente las mismas. Sea e = ab una arista de G, dado
que e € E(Gx), si y solo si, F no separa débilmente a de b, entonces e € E(Gx),
si y solo si, { X} no separa débilmente a de b para cualquier X € F, de donde se
concluye que e € E(Gyxy) para todo X € F. O

Dada la definicion de estos grafos auxiliares podemos establecer una conexiéon

directa entre los sistemas separadores débiles y los grafos auxiliares que hemos
definido.

Lema 5.1.4. Sea S un conjunto y F una familia de subconjuntos de S. Entonces

F es un sistema separador débil de S, si y solo, E(Gx) = (.

Demostracion. Dada la definicion de Gz, E(Gz) = 0, si y solo si, todo par de
elementos distintos a,b € S estan débilmente separados por F, y por lo tanto,

E(Gz) =10, siy solo si, F es un sistema separador débil de S. ]

A partir de estos grafos auxiliares podemos pensar en una estrategia para formar
sistemas separadores débiles de S. Dada una familia F de subconjuntos de S,
seleccionamos un nuevo subconjunto X de S, luego la familia F = {X}UF
define un nuevo grafo auxiliar G ;. Diremos que X borra aristas en el grafo
auxiliar Gz, si |[E(G#)| = |E(Gr) N E(Gxy)| < |[E(Gr)|. Si consideremos que
hemos seleccionado la familia F = {X1,..., X,,} de subconjuntos de S, tal que
E(G#) =0, entonces por el Lema 5.1.4 hemos encontrado un sistema separador

débil para el conjunto S.
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5.2. Digrafo auxiliar para sistemas separadores

fuertes

Tal y como se mostré en la seccién anterior, podemos pensar en definir una
estrategia similar pero para obtener sistemas separadores fuertes por medio de
algtin grafo auxiliar. Es importante notar que un subconjunto X de S, no separa
fuertemente a todo par de elementos a,b, con a € X y b € S\ X, debido a esto, es

conveniente definir la siguiente nocion de separacion.

Definiciéon 5.2.1. Sea S un conjunto y F una familia de subconjuntos de S, para
cada par de elementos distintos a,b € S diremos que F semi-separa a de b, si

existe un conjunto X € F, talquea € X y b ¢ X.

Esta definicién es 1til, pues dado un conjunto S y un subconjunto X tal que
X C S,y X #0, se tiene que X siempre semi-separa a todos los elementos de X

de los elementos de X°¢.

Lema 5.2.2. Sea S un conjunto y X un subconjunto de S, tal que X C S y X # 0.

Entonces X siempre semi-separa a todos los elementos de X de los elementos de
Xe.

El Lema 5.2.3 nos permite relacionar directamente la nociéon de semi-separacion
con la nociéon de separacion fuerte (Recuerde la definicion de separacion fuerte
2.0.1).

Lema 5.2.3. Sean S un conjunto y F una familia de subconjuntos de S. Sean
ademds a,b un par de elementos distintos de S. Entonces, F semi-separa a de b y

también semi-separa b de a, si y solo si, F separa fuertemente al par a,b.

Dado que la definicion de semi-separaciéon posee cierta nocién de direccion,
trasladaremos nuestras ideas al contexto de los digrafos. Dado un conjunto S y
una familia F de subconjuntos de S, definimos el digrafo Dr = (V, E) asociado a

F,donde V = Sy el arco (a,b) € E, siy solo si, a no esta semi-separado de b.

Al igual que antes, en general consideramos conjuntos X € F tales que X # ) y
X # 5, dado que estos conjuntos tampoco son interesantes para el estudio de los
sistemas separadores fuertes. Asi, dada la definicion del digrafo auxiliar podemos

enunciar el siguiente lema.
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Lema 5.2.4. Sea S un conjunto tal que |S| =n y F una familia de subconjuntos
de S tal que para todo X € F, X C S y X # (). Entonces, F =0, si y solo si,

D es el digrafo completo en n vértices.

Demostracion. Por definicion, Dx es igual al digrafo completo en n vértices, si y
solo si, todo par de elementos distintos a,b de S no estdn semi-separados por F.
Dado que todo subconjunto X distinto del vaci6é y de S semi-separa al menos a

un par de elementos en S, se concluye que F = (). O

Para las familias {X} y {X, X°} deseamos entender como son sus respectivos
digrafos auxiliares. Para ello, los siguientes dos lemas marcan una gran diferencia

para estas dos familias entre los grafos auxiliares G y los digrafos Dx.

Lema 5.2.5. Sea S un conjunto y sea X C S tal que X # . Entonces E(Dyx}) =
{(a,b) ¢ X x X}, y por lo tanto

E(Dgxy) =[S + X" = [S](| X[+ 1).

Demostracion. Notemos que para la familia {X}, solo los pares ordenados (a, b)
tal que a € X y b € X¢ se encuentran semi-separados por F, de forma que para
todoa € X y b € X¢ los arcos (a,b) ¢ E(Dxy). Dado que estos pares son los

lnicos semi-separados, se concluye por la definicion del digrafo auxiliar que
E(Dixy) = {(a,b) € X x X},
o equivalentemente
E(Dixy) ={(a,b) eV xV:ia#beX 6 a#bcX® ¢ (a,b) € X x X}

Ahora bien, dado que existen 2(”2(‘) pares (a,b) tal que a # b € X, 2(|S|_2|X|) pares
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(a,b) tal que a # b€ Xy (|S| — | X|)|X| pares (a,b) € X¢ x X se concluye que :

p0e) =2( ) +2("1 5 )+ asi- i

XNX =1) o (ST = XDUS] = 1X] =
2 2
= | X" = X[+ (IS] = [X)(IS] = 1)

= |SI* + X" = ISI(1X] + 1),

Ly

D (151 - 1xD1x]

concluyendo asi la demostracion. n

El grafo auxiliar asociado a la familia {X} esta compuesto por dos digrafos
completos K\ x|y K|xe| que se encuentran conectados por arcos desde los vértices de
X¢ hacia los vértices de X, esto es debido a que los pares ordenados (a, b) € X¢x X
no se encuentran semi-separados por la familia { X'}. Los digrafos K| x|y K|xe| estan
formados por los vértices asociados a los elementos en X y X¢ respectivamente
(Observe la Figura 5.2.1), esto es debido a que todos los pares ordenados de
elementos en X o en X no se encuentran semi-separados por {X}, formando asi

todas los arcos posibles entre los vértices asociados tanto a X como a X°¢.

Dixy

Figura 5.2.1: Ejemplo digrafo auxiliar Dyx,.

Lema 5.2.6. Sea S un conjunto, sea X C S tal que X # (). Entonces
E(Dixxey) ={(a,0) eV xV:ia#beX 6 a#be X}

Demostracion. Notemos que para la familia {X, X¢} los tnicos pares semi-
separados, son los pares (a,b) € X x X¢y los pares (a,b) € X¢ x X. Dado
que estos pares son los tinicos semi-separados se tiene que (a,b) ¢ E(D{x x<}), si

y solo si, (a,b) € X x X0 (a,b) € X¢x X. De esta forma, por la definicion del
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digrafo auxiliar se tiene que
E(Dix xy) ={(a,b) e VxV:ia#be X ¢ a#be XY,
demostrando asi lo deseado. O

El siguiente lema es equivalente al Lema 5.1.3 para el caso de los digrafos auxiliares.

Lema 5.2.7. Sea S un conjunto y F una familia de subconjuntos de S, tal que
todo X € F, X CS y X # 0. Entonces Dy = ﬂ Dyxy.

XeF
Demostracion. Analogamente a la demostracion del Lema 5.1.3. Sea e = (a, b) un
arco en Dz. Dado que e € E(Dgz), si y solo si, F no semi-separa a de b, se tiene
que e € E(Dx), siy solo si, { X} no semi-separa a de b para cualquier X € F, de
donde se concluye que e € E(Dyxy) para todo X € F. O

Para la nocion de semi-separacion detallaremos aun mas a los elementos semi-

separados entre si:
Lema 5.2.8. Sea S un conjunto, sea X # () un subconjunto de S, y sea F una
famalia de subconjuntos de S no vacia. Entonces para cada a € X se tiene que

Nj, oo (@) = Nj (@) N X, (5.2.1)

Demostracion. Para cada a € X demostraremos la igualdad por medio de doble

inclusion. Si b € N (a) entonces (a,b) € E(Dryixy). Dado que (a,b) €

E(Dryixy), en parti(i;)l{;r} a no esta semi-separado de b por F, y por lo tanto,
b € Nf(a). Ademas, dado que a € X y a no esta semi-separado de b se deduce
que b € X. Por otro lado, si b € N;F(a) y b € X tenemos que F no semi separa
a de by X no semi-separa a de b puesto que a,b € X, de esta manera F U {X}
no semi-separa a a de by se concluye que (a,b) € E(Dryrx}), y por lo tanto

be NEFU{X}(G). O

Para cada conjunto X € S el Lema 5.2 nos permite conocer para cada elemento

a € X, que elementos en S no se encuentran semi-separados de a por la familia
FU{X}.
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Dada la definicién del digrafo auxiliar se tiene una relaciéon directa entre los

sistemas separadores fuertes y los digrafos auxiliares por medio del siguiente lema.

Lema 5.2.9. Sea S un conjunto y F una familia se subconjuntos de S. Entonces

F es un sistema separador fuerte de S, si y solo si, E(Dx) = ().

Demostracion. Dado que si F es tal que E(Dz) = (), entonces por la definicion
de Dz todo par de elementos de S se encuentra semi-separado por F. Luego por
el Lema 5.2.3, todo par de elementos de S se encuentra fuertemente separado, y

por lo tanto, F es un sistema separador fuerte de S. n

Anélogamente a lo realizado en la secciéon anterior, dada una familia F de
subconjuntos de S podemos seleccionar un subconjunto X de S. La familia

F= {X} UF define el nuevo digrafo auxiliar D . Diremos que X borra arcos en
el digrafo auxiliar Dr si |E(Dz)| = |[E(Dr) N E(Dixy)| < |E(Dz)].

Si repetimos el proceso de seleccionar subconjuntos de S y formamos una familia de
subconjuntos F que borre todas los arcos del digrafo auxiliar, es decir E(Dx) = (),
podemos asegurar por medio del Lema 5.2.9, que la familia F es un sistema

separador fuerte de S.

5.3. Algoritmos secuenciales

Por medio de las estrategias mencionadas en la secciéon anterior podemos definir
algoritmos secuenciales 2 y 3 que permitan encontrar sistemas separadores débiles

y fuertes de un conjunto S.

Algoritmo 2

Input: Conjunto S
Output: Un sistema separador débil F de S.
1. F :(Z)
2: while E(Gr) # () do
3: Seleccionar un subconjunto X de S
4 Update F = F U{X}
5

: return F
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Algoritmo 3

Input: Conjunto S
Output: Un sistema separador fuerte F de S.
. F=10
2: while F(Dx) # 0 do
3: Seleccionar un subconjunto X de S
4 Update F = FU{X}
)

. return F

Ademés, podemos usar la estructura de estos algoritmos para definir también
un algoritmo secuencial 4 que encuentre sistemas separadores fuertes (o débiles

sustituyendo Dp por Gp) de caminos para un grafo G dado.

Algoritmo 4

Input: Grafo G = (V, E)

Output: Un sistema separador fuerte de caminos F de G.
P=0
2: while E(Dp) # ) do

3: Seleccionar un camino P del grafo G

4

)

Update P =P U{E(P)}

: return P

Existen multiples formas para seleccionar un camino en un grafo que pueden ser
implementadas en el Algoritmo 4, en este trabajo estudiaremos que ocurre cuando
estos caminos se seleccionan de manera aleatoria. Nos enfocaremos en esta manera
de seleccionarlos, ya que para el grafo K, ,, obtenemos buenos resultados teéricos
(Capitulo 6) y una sencilla implementacion computacional que permite corroborar

los resultados teoricos por medio de resultados experimentales (Capitulo 7).

Al momento de disenar el algoritmo, si los caminos son seleccionados de manera
aleatoria podemos esperar que el desempeno del algoritmo comparta similitudes

con el problema del coleccionista de cupones.

El problema del coleccionista consiste en intentar completar una coleccion de
cupones. Para lograr esta tarea se compran sobres que contienen un cupo6n cada
uno, donde la probabilidad de que un cupén este en un sobre es uniforme para todos
los cupones. En un principio, cuando compremos sobres obtendremos en esperanza
muchos nuevos cupones, pero al cabo de un tiempo, al comprar muchos sobres

empezaremos cada vez méas a repetir cupones dificultado asi nuestro objetivo. El
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problema del coleccionista de cupones ha sido ampliamente estudiado y presenta
diversas variaciones, donde esta tarea puede ser aun més dificil al considerar sobres
que contengan mas de un cup6én o cupones especiales con distintas probabilidades

de aparecen en un sobre.

En nuestro caso, la coleccion de cupones corresponde E(Dp), ya que simbolizan los
cupones que deseamos coleccionar. Por otro lado, los sobres de cupones para este
caso corresponden al conjunto de arcos que un camino P borra en Dp al agregarlo
a P. De esta manera, en cada iteracion de nuestro algoritmo se selecciona un
camino de manera aleatoria que simboliza la compra de un sobre, y en el momento
en que hemos borrado todos los arcos del digrafo auxiliar hemos conseguido

completar la coleccion de cupones.
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Capitulo 6

Analisis del algoritmo aleatorio

secuencial

Para iniciar nuestro analisis, hemos de definir un nuevo algoritmo basado en el
Algoritmo 4, pero aplicado en el grafo K, ,, y con caminos seleccionados de manera
aleatoria. Para ello consideraremos de aqui en adelante que el grafo K, ,, posee la
particion de vértices V= AU B con |A| = n, |B] = m y n < m. Para seleccionar
caminos aleatorios de K, ,, enumeraremos los vértices de la parte A = {1,...,n}

y los vértices de la parte de B = {1,...,m}.

Dado un conjunto de X elementos, denotaremos Sy al conjunto de todas las
permutaciones del conjunto X. Definimos ademés las permutaciones aleatorias
o: A— Ay T : B — B de elementos de A y B respectivamente, donde
denotaremos para todo i € A, o (i) = 0; y para todo j € B, 7(j) = 7;. De esta
forma, si aplicamos las permutaciones aleatorias o y 7 en A y B respectivamente

entonces un camino de largo 2k viene dado por la secuencia

T101T2 . . . TEOETl41-

Este camino lo denotaremos por P*(o, 7). Notemos ademas que dado que n < m,
cuando k = n el camino P"(o,T) corresponde a un camino de largo maximo

obtenido de manera aleatoria.

A partir de esta forma de seleccionar caminos aleatorios, definimos el siguiente

algoritmo:
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Algoritmo 5 Algoritmo aleatorio secuencial

Input: Grafo bipartito completo K, ,,
Output: Un sistema separador fuerte P de grafo K, ,,.
: P=0
2: while F(Dp) # () do
3: Seleccionar un camino P = P*(a,T) en el grafo K, ,
4 Update P =P U{E(P)}
5

. return P

Denotaremos D; al digrafo auxiliar asociado a Py, donde P; es el sistema separador

fuerte de caminos generado por el Algoritmo 5 después de seleccionar ¢ caminos.

6.1. Analisis teodrico

En primer lugar notemos que dado un camino fijo P = P¥(o,7) con k € {1,...,n},
por el Lema 5.2.2 F(P) semi-separa a cada e € E(P) de todo f € E(P)°. A partir
de esto podemos asegurar que la cantidad de arcos que borra cualquier camino

aleatorio P*(a,7) con k € {1,...,n} en la primera iteracién es determinista.

Proposicion 6.1.1. Sea k < n < m, sean Dy, D1, ... los digrafos generados por

el Algoritmo 5, entonces
|E(Do)\E(Dh)| = 2k(nm — 2k).

Es decir, la cantidad de arcos borrados en el digrafo Dy al agregar el primer

camino de largo 2k generado por el Algoritmo 5 es igual 2k(nm — 2k).

Demostracion. Dado que Dg corresponde al digrafo auxiliar cuando atin no se han
seleccionado caminos, entonces el sistema separador fuerte de caminos generado
por el Algoritmo 5 corresponde a F = (). Luego, por el Lema 5.2.4 Dy corresponde
al digrafo completo en E(K, ,,) = mn vértices. Por otro lado, D; corresponde al
digrafo generado por el Algoritmo 5 cuando solo se ha agregado un camino P.
Sabemos por el Lema 5.2.5 que la cantidad de arcos de este digrafo D; corresponde

a

E(Dy) = (E(Knm))* + (2k)* = (E(Kpm))(2k +1)
=m?n® + 4k* — mn(2k + 1).
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Ahora bien, considerando el Lema 5.2.7 concluimos que la cantidad de arcos

borrados en la primera iteracion del Algoritmo 5 es:

|E(Do)\E(D1)| = [E(Do)| — |E(Dy)]
=mn(mn — 1) — m*n® — 4k* + mn(2k + 1)
= 2k(mn — 2k),

demostrando asi lo deseado. O

Para un camino P*(o,7) con k € {1,...,n} deseamos estimar la probabilidad de

que una arista fija e € K, , pertenezca al camino P*(o, 7).

Lema 6.1.2. Sean n <m € N, K,,,,, el grafo bipartito completo, P* = P*(o, 1)

con k€ {l,...,n} ye una arista de K,,,,, Entonces
2k
Prle € E(P*)] = —.
nm

Demostracion. Consideremos que e = xy y sin perdida de generalidad que x € A
y y € B. Luego, condicionando sobre las posibles asignaciones de o para z,

obtenemos que

Prizy € E(P")] =) Prlzy € E(P")|o; = 2]Pr[o; = a].

=1

Efectuadas las permutaciones o y T para obtener el camino P*(o,T), para
cualquier i € {1,...,n} y j € {1,...,m} una arista 0;7; € P*(o,7), si y solo
si, i < kyj € {i,i+ 1}. De esta manera, Prlzy € E(P*)|o; = x| para todo
k < i < n esigual a 0. Por otro lado, para los og; con 7 < k solo existen dos
opciones favorables de asignaciones de T para el vértice y de las m posibles. A
partir de esto

IﬂweEwm@:ﬂ:%.

Dado que Pr[o; = x] es equivalente a seleccionar un elemento de manera aleatoria
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de un conjunto de tamano n, se tiene que Prlo; = z| = %, y por lo tanto

4 2%
Prlzy € E(P")] =Y Prlzy € E(P")|o; = 2|Pr(o; = 2] = —,

: nm
=1
concluyendo asi lo deseado. O]

Dado que hemos calculado la probabilidad de que una arista del grafo K, ,,
pertenezca a un camino P¥(o, 7), podemos preguntarnos cuantas iteraciones son
necesarias para cubrir todas las aristas del grafo K, ,,,. Para ello estimaremos
la cantidad esperada de aristas no cubiertas por los caminos del Algortimo 5.
Definimos para cada t > 1 la variable aleatoria IN; como la cantidad de aristas
no cubiertas por los caminos de la familia P, = {E(PF), ..., E(PF)}. Definimos
ademés Ny como la cantidad de aristas del digrafo cuando atin no se ha seleccionado
ningin camino. Luego, la siguiente proposiciéon estima la cantidad esperada de

aristas no cubiertas en el grafo K, ,, por el Algoritmo 5 en ¢ iteraciones.

Proposicion 6.1.3. Sea k < n < m, entonces

E(N,) = (1 - %)tmn (6.1.1)

para todo t > 0.

Demostracion. En primer lugar notemos que para t = 0 el Algoritmo 5 no ha
seleccionado ningtn camino P*, por lo tanto, la cantidad de aristas no cubiertas

por algoritmo es fija y viene dada por

B(Ny) = mn = (1- %)Omn.

nm
Razonaremos por induccion, supongamos que la Ecuacion (6.1.1) se cumple para
algin ¢ € N, luego para i + 1 sea X := E(PF,)\ U E(PF). Dado que X

1<j<i
corresponde al conjunto de aristas cubiertas por el camino P ue no son
i+1 Yy q

cubiertas por la familia P; se tiene que

Ni+1 - Nz - |X‘
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Por otro lado, considerando el Lema 6.1.2 se tiene que

E(X) = 3 Pr(e € PL,) = 2 B(N)),

nm
eeN;
de donde obtenemos que

E(Ni-i-l) = E(Nz) - E(|X|)

2k
(N) ~ 22 ()
2k
(-2 emy
nm
Luego, como E(IV;) = ( — %)Z nm se tiene que
2]{: Z+1
E(Ni+1> = <1 — —) nm,
nm
obteniendo asi lo deseado. O

Si bien hemos modelado la cantidad de esperada de aristas no cubiertas por el
algoritmo, debemos asegurar que la variable IN; es parecida a su esperanza E(INy).
Para ello usaremos la siguiente desigualdad de concentracion para permutaciones

del articulo | .

Proposicion 6.1.4. Sea f : Sy — R una funciéon sobre permutaciones, tal que
si T, 7 € Sy difieren en una trasposicion, entonces |f(7) — f(7')| < 2. Entonces

para un m € S, escogido al azar uniformemente se tiene que

Pr[|f(m) — E(f)| > cz] < 2¢7/0m),

Para poder utilizar la Proposicion 6.1.4 definiremos una manera alternativa
de generar caminos de largo 2k en el grafo K, ,, de manera aleatoria. Sea
la permutacion p : V(K,,,) — V(K,.), donde denotaremos para cada i
€ V(Kpnm, (i) = ;. Definiremos los caminos P*(u) de la siguiente manera.
Seleccionamos a los primeros k elementos de A, en el orden de g y denotamos a

este orden de elementos o Luego, seleccionamos a los primeros k 4 1 elementos de
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B en el orden de p y los denotamos 7. A partir de esto
PH(p) = P*(o, 7).

Considere el siguiente ejemplo de un camino P*(u) con k = 2. Sea K34, donde
A= {CLl, as, Cl3} y B = {bl, bg, b3, b4} Sea on = {bl, bg, as, bQ, ai, as, b4}7 entonces
para el camino P?(u), se tiene que o = {as,as,as}, 7 = {b1, b3, b2, b4}, y por lo

tanto
Pz(,u) = PQ(O', 7') = blCLngale.

De esta manera generando permutaciones g de todo el conjunto de vértices

podemos generar las permutaciones o y T que nos permiten obtener los caminos

P*(o, 7).

Definiremos ahora para cada ¢ € N las funciones f' : Sy — N, donde f*(u)
corresponde a la cantidad de aristas que restan por cubrir en el grafo K, ,,, en la
iteracion ¢ del Algoritmo 5 al agregar el camino P*(u). Notemos que E(f%)=E(IN;),
puesto que IN; corresponde a la variable aleatoria que modela la cantidad de aristas
no cubiertas por los caminos de la familia P, = {E(P}), ..., E(PF)}.

Ahora bien, consideremos dos permutaciones fijas pero arbitrarias u y u que
difieren en una trasposicion. Notemos que para los caminos P*(u) y P*(y'), si
la posiciones que difieren ;¢ y i solo alteran a la permutacion o, entonces estos
caminos difieren en a lo mas 4 aristas, analogamente si solo la permutacion 7 se
ve alterada también estos caminos difieren en a lo més 4 aristas. En cambio, si
las posiciones que difieren ;¢ y i alteran tanto o como a 7, entonces los caminos
pueden diferir en a lo mas 8 aristas. De esta manera podemos concluir que para
dos permutaciones p y p' que difieren en una trasposicion, para todo ¢t € N se

tiene que

fi () — £ (1) < 8.

En base a esta informacion y la Proposicion 6.1.4, podemos asegurar que para

una permutacion pu € Sy escogida de manera aleatoria, se cumple que
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Pr(| /() — E(f%)] > 8¢ < 2¢=/N) para todo ¢ € N,
o equivalentemente
Pr(| () — E(Ny)| > 8¢ < 2e~"/(4N) para todo t € N. (6.1.2)

Ahora bien, dado que buscamos que la probabilidad de que f*(u) y E(IV;) difieran
sea pequena lo largo de las iteraciones, entonces debemos imponer en la ecuacion

(6.2.12) que e=*/UN) < 0, y por lo tanto
¢> 2V N =2vn+ m. (6.1.3)

Como se menciono anteriormente, deseamos estudiar para qué iteraciones t se

tiene que la diferencia |f*(p) — E(INVy)| es pequena. Para nuestro analisis, esto

puede ser interpretado como E(IN;) > 8¢, o equivalentemente
(12

6.14
8mn ( )

Combinando las ecuaciones (6.1.3) y (6.1.4), obtenemos que

(1-20)

2vn+m KL ———,

8mn

de donde deducimos que esto ocurre a partir de las iteraciones ¢t € N tales que

b M mn
2k 16y/m+n/)

Dado que hemos verificado que la E(IN;) es representativa para IN;, podemos
estimar cuantas iteraciones esperamos sean necesarias para cubrir todas las aristas
salvo una. Denotaremos t. a la cantidad iteraciones necesarias para que reste
menos de una arista por cubrir por los caminos de la familia generada por el

Algoritmo 5. Dado que E(IN;) = ( — %)tnm, obtenemos que ¢, > % In(mn).
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6.2. Probabilidad de borrar un arco (zy,uv) en Dx

Dado un camino P* = P*(o,7) deseamos estimar la probabilidad de que una
arista xy € E(P¥) y otra arista uv ¢ E(P*). Es fundamental entender este evento,
puesto que si éste evento ocurre entonces el camino P* semi-separa a la arista
xy de uwv, y por lo tanto, borra el arco (zy,uv) en el digrafo auxiliar. Sin pérdida
de generalidad consideramos que z,u € A, y y,v € B. Definiremos para cada

k€ {1,...,n} el siguiente evento aleatorio
EX(wy,uv) : vy € B(P*) y uwv ¢ E(P").

Notemos que dado un camino fijo P*(o,7) con k € {1,...,n — 1}, si 0; = x con
i > k entonces el evento aleatorio anterior no ocurre, ya que por definicién del
camino P*(o,7) la arista zy ¢ P*(o, 7). Ademas, dadas las permutaciones o y 7

fijas tal que 0; = z y 0; = u el evento EF(zy, uv) para todo k € {1,...,n} ocurre,
siysolosi,ye{m,mi}yvé{r, 7}

Por otro lado, para un evento E*(zy, uv) con k € {1,...,n} existen 3 casos distintos

que debemos analizar de manera independiente. Estos casos corresponden a:
(1) Las aristas zy, uv son disjuntas, es decir {xy} N {uv} = 0.
(11) Las aristas xy, uv comparten vértice en B, es decir {zy} N{uv} = {y}.
(111) Las aristas xy, uv comparten vértice en A, es decir {zy} N {uv} = {x}.

La siguiente proposicién nos asegura que la probabilidad de que el evento £ (xy, uv)
ocurra es maxima cuando se seleccionan caminos de largo maximo, es decir, cuando

se seleccionan caminos P" (o, T).

Proposicién 6.2.1. Sean K, ,, un grafo bipartito completo en N vértices con

n>3,m>4yn<m. Sean zy y uv aristas distintas de K, ,,. Entonces
Pr[€ (zy, uv)] < Pr[€¥(zy, uv)],

para todo k € {2,...,n}.

Para demostrar la Proposicion 6.2.1 primero notemos que para cualquier xy, uv €
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E(Knym)y ke{2,...,n— 1} se tiene que Pr[(E¥ ! (zy, uv)| es igual a
Pr{E* (ay, un)\E¥ ey, uv)] + PriE* ey, uv)] — PrlE*(zy, uo)\E* (g, wv)].

La ecuaciéon anterior puede ser intuida por la siguiente figura

1\'\ EF(wy, uv)
-

Figura 6.2.1: Interseccion de los eventos £ (zy, uv) y EF(xy, uv).

£ (zy, uv)

De esta manera demostrar que Pr[F L (xy, uv)] < Pr[€F(zy, uv)], es equivalente

a demostrar que

Pr[&F (zy, uw)\EF (vy, wv)] < Pr[€F(zy, wv)\E¥ (zy, wv)). (6.2.1)

Analicemos los eventos E¥1(zy, uv)\EF (zy, wv) v E¥(wy, uv)\EF 1 (zy, uwv). El
evento E¥ 1 (xy, uv)\EX (zy, uv) solo ocurre si se cumplen los siguientes dos puntos

al mismo tiempo:

o zyc P Yo, 1) y w ¢ P e, T).

o 2y ¢ P’o,7) 6 uwve P(o,T).

Dado que xy € P*"1(o,7) es imposible que 2y ¢ P*(o, 7). Por otro lado, para
que ocurra que uwv ¢ P l(o,7T) y ademas uv € P*(o,T), solo es posible si

uv € {0171, oxTey1}- De forma que £ (zy, uv)\EX (zy, uv) solo ocurre si

vy € PX(o,7) v wv € {owTh, ok Ths1 } (6.2.2)

Ahora bien, anilogamente el evento £F(xy, uv)\E* 1 (xy, uv) solo ocurre si se

cumple los siguientes dos puntos al mismo tiempo:

e vyc Pio,7) v uwv ¢ P*(o,T).

e vyd¢ P Yo, 1) 6 wve P (o, 7).

Dado que uv ¢ P*(o,T) es imposible que uv € P*~1(o,7). Por otro lado, si
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xy € PH(o,7T) y ademés 2y ¢ P*~Y(o, ), entonces vy € {047, 0xThi1}- De forma

que E*(zy, uv)\EF1(zy, uv) solo ocurre si

uv ¢ Pk(a,T) y xy € {okTk, OkTh11}- (6.2.3)

Teniendo en cuenta las condiciones (6.2.1),(6.2.2) y(6.2.3) procedemos a demostrar

la Proposicion 6.2.1.

Demostracion. Dado que demostrar que Pr[F Y (xy, uv)] < Pr[EF(zy,uwv)], es

equivalente a demostrar que
Pr[&F Y (zy, uv)\EX (zy, uv)] < Pr[€¥(zy, uv)\E¥ ! (zy, uv)].

Procedemos a demostrar la inecuacion anterior para cada uno de los 3 posibles
casos para un par de aristas zy, uv fijas. Para demostrar los primeros dos casos,
construiremos aplicaciones inyectivas que nos permitan asegurar que existen
tanto casos favorables para ocurra el evento £*(xy, uv)\E*1(xy, uv) como casos

favorables del evento £~ (xy, uv)\EF (xy, uv).
(1) Las aristas zy,uv son disjuntas, es decir {zy} N {uv} = 0.

Dado que el evento ¥~ (zy, uv)\E*(zy, uv) solo ocurre si
vy € PMo, 1) v uv € {oxTh, ok7ip1 }-

Si consideramos que x # u 'y y # v més las condiciones para que ocurra el
evento EF 1 (xy, uv)\EF(xy, uv), notamos que existen estos subcasos (Observe
la figura 6.2.2).

Ti Tk Ti Tk+1 Tiv1 Tk Ti+l  Tk+1

/
/

0; Ok 0; Og oF] Ok 0; Ok

a) b) c) d)

Figura 6.2.2: Ejemplos de los 4 subcasos para el evento £~ (zy, uv)\E* (zy, uv).
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a) xy = o;7; para algin i € {1,... k — 1} y uv = op7.

b) xy = oy para algin i € {1,..., k — 1} y uwv = o4 7p11.
c) vy = o741 para algin i € {1,... . k — 1} y uwv = oy, 7.
d) vy = o;741 para algin i € {1,...,k — 1} y uv = 03711

Para cada dos aristas fijas vy, uv € E(K, ) y ! € {1,...,k — 1}, definimos

el siguiente conjunto de permutaciones
S'(zy,uwv) = {(0,7) € Sy x Sp:x =0y, y € {7, T141}}.

Es importante notar que los pares de permutaciones (o, 7) que generan el

evento EF 1 (zy, uv)\EX (xy, uv), estan contenidos en el conjunto S'(zy, uv).

Luego para cada S'(zy,uv), definimos la siguiente aplicacion 7"

SH(xy, uv) — Sa x Sp, donde T'(7,0) = (o', 7!) viene dada por

o, parai=k,
! .
0, =140, parai=1I[,

o; para todo i # k, 1.

Tl para i = k,
Tir1  parat=k+1,
T, =\ Tk para i = [,

Tpr1 parat=1[+1,

T; para todo i # k, k — 1.

\

Para entender mejor la aplicacion T' observe la Figura 6.2.3. En la Figura
6.2.3 se presenta en la parte superior un par de permutaciones (o,7) €
SY(zy,uv), donde se marcan con color azul las aristas o;7; y 0741, y con
color rojo las aristas o7 v 0x7pr1. Luego, en la parte inferior de la Figura
6.2.3 se presenta el par de permutaciones (¢!, ') = T(o, 7), donde se marcan
con color azul las nuevas posiciones de las aristas o;7; y 037,41, y con color
rojo las nuevas posiciones de las aristas o7, y 0x7r21. Cabe recalcar que el

resto de posiciones no se ve alterado.
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T T Tl e Tk Thetd T
S v
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\/ \/
,—————*/‘—-“
Co o .- Og-1)  Of o
Tl
! Te Tkl - T Tigl 7l
IR \ ------ /
f
\ /
M |
‘ b’l Ok Ok 1\) oz} O.l

Figura 6.2.3: Par de permutaciones (o, 7) € S'(zy, uv) antes y después de aplicar

T'.

camino P*(T' (o, 7)) = P*(o!, 7!) se cumple que

zy € PH(a!, 7))\ P (0!, ).

o equivalentemente

L1
vy € {047, OpThy1 b

y ademas se cumple que

uwv € PP (ol 7h).

Notemos que para cualquiera de los 4 subcasos, al aplicar 7! a un par de

permutaciones (o, 7) que genere el evento £ (zy, uv)\EX (zy, uv), para el

(6.2.4)

(6.2.5)

Ahora bien, definimos también la aplicaciéon W : Sy x S — S X Sp, donde
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W(r,o) = (c*,7*) viene dada por

Tif1 (mod k—1) Paratodo1l <i <k —1,

o; para todo k < i < n.

Ti—1 (mod k) Para todo 1 <¢ <k —1,

T para todo k < i < m.

Nuevamente, para entender mejor la aplicacion W observe la Figura 6.2.4.
La Figura 6.2.4 presenta en la parte superior un par de permutaciones (o, 7),
donde con color azul se marca la arista o;7; y con color rojo la arista oj_17%
en el camino P*"!(o, 7). Luego, en la parte inferior de la Figura 6.2.4 se
presenta el par de permutaciones (¢*,7*) = W (o, 7), donde nuevamente se
marcan con sus colores respectivos las nuevas posiciones de las aristas o;7; y
Ok_1Ty con respecto a las nuevas permutaciones (o*, 7). Cabe recalcar que

el resto de posiciones fuera del camino P*~!(o,7) no se ven alteradas.

SR T S = T B

’f::::i z- _______________ _ _:_f% ’;ii:f\ Ok o
W

S I SIS E T

Figura 6.2.4: Par de permutaciones (o, 7) antes y después de aplicar .
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Notemos que la aplicacion W para un par de permutaciones fijas (o, 7)
traslada a todas las posiciones o; con ¢ < k — 1 en una posiciéon hacia atras
de manera ciclica. Y ademés, la aplicacion W traslada en una posicion hacia
adelante de manera ciclica a todas las posiciones 7; con ¢« < k. Por ultimo la

aplicacion W no altera todo el resto de posiciones de (o, 7).

Dado que la aplicacion W desplaza las posiciones tanto de ¢ como de 7,
para cualquiera par de permutaciones (o, 7) tal que uv € P*~!(zy, uv), se
cumple que

wv ¢ P*(W (o, 7)). (6.2.6)

Por medio de cualquier aplicacion H' con [ € {1,...,n — 1} y la aplicacion
W, podemos definir la aplicacion W o T' : S'(zy,uv) — S x Sp, donde
WoT o, 7)=W(T o, 7))

Para cada par de permutaciones (o,7) € S'(zy,uv) con l € {1,..., k —1}
que genere el evento £ (zy, uv)\EX(zy, uv) podemos aplicar W o T de

forma que H'(o,7) = (o', 7)) y W (o', ') = (o*, 7%).

Debido a los puntos (6.2.4) y (6.2.5) sabemos que
vy € {047k, O4Tin} Y ww € PPH(o', 7).

Luego, sabemos por el punto (6.2.6) que para el par de permutaciones (o?, 7%)
se cumple

uv ¢ P*(W (o', 7). (6.2.7)

Dadas las definiciones de las aplicaciones de H' y W se tiene finalmente que

uv ¢ Pk<0'*,7'*) y wy € {opT, 05T} (6.2.8)

La aplicacion W o T! es inyectiva, siempre y cuando & > 3,n > 3y
m > 4. Ademas para un par de aristas fijas zy,uv y una permutacion
(0,7) que genera el evento E¥ 1 (xy, uv)\EF (xy, uv), la aplicacion W o T"
genera un par de permutaciones W (T'(o,7)) = (¢*,7*) que cumple
las condiciones (Recuerde el punto (6.2.3)) para que se genere el
evento EF(zy, uv)\E* " (zy, uv). De forma que si condicionamos sobre las

posibles permutaciones (o, 7) que generan el evento £¥(zy, uv)\EX 1 (zy, uv),
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podemos concluir por medio de la aplicacién inyectiva W o T que existen al
menos tantos casos favorables para el evento E¥(zy, uv)\EF 1 (zy, uv) como
casos favorables para el evento £ (zy, uv)\E* (zy, uv). En otras palabras,

se tiene que

P[5 (wy, uwv)\EX(zy, uv)] < Pr[€F(zy, uv)\EX (zy, wv)].

Las aristas zy, uv comparten vértice en B, es decir {xy} N {wv} = {y}.

Nuevamente, recordemos que el evento E¥~1(zy, uv)\E*(zy, uv) solo ocurre

si se cumple los siguientes dos puntos al mismo tiempo:
vy € P*(o,7) v wv € {owTk, ok Ths1 )}

Si consideramos v = y mas las condiciones para que ocurra el evento

EF Y xy, uv)\EX(ry, uv), entonces se tiene que

TY = Op—_1T Y UV = OTg-

Analogamente al primer caso, definimos la siguiente biyeccion H : S4 — Sa,

donde H'(0) = ¢ viene dada por

Ok para it =k — 1,
0, =14 0k_1 parai=Ek,

o; para todo @ # k, k — 1.

. .. ’ .., ..,
De esta manera la biyeccion H desplaza la posicion de oj_; en una posicion

hacia adelante, y o5 en una posicién hacia atréas.

Procedemos a condicionar los eventos EFl(zy,uv)\EF(xy,uv) y
EF(zy, uv)\EF 1 (xy, uv) sobre los posibles caminos que los definen. Podemos
notar que para este caso que al aplicar H'(0) a la permutacion o de un
camino P*(o,T) que permita que suceda el evento £ 1(zy, uv)\EX (zy, uv),
encontramos un camino P*(H'(c),T) que genera un caso favorable para el

evento EF (xy, uv)\EF (zy, uv).

Esto ultimo es debido a que que si consideramos el camino P*(H'(c),T)
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entonces se cumple que zy = 0,7, y por lo tanto xy ¢ P*Y(H'(0),T).
Ademés, dado que para el camino P*(H'(c),7) también se cumple que
uv = o},_, T, y en consecuencia, uv € P*(H'(c), 7). De forma que se cumplen

las dos condiciones para que ocurra el evento E¥(xy, uv)\EF 1 (zy, uv).

Dado quen > 2y k > 2 se tiene que la aplicacion H' es biyectiva y concluimos
que al menos existen tanto casos favorables de £~ (zy, uv)\E* (zy, uv) como

casos favorables de £F(zy, uv)\E* ! (xy, uv), y por lo tanto

P[5 (xy, uwv)\EF (wy, uv)] < Pr[€F(zy, uv)\EX (zy, wv)].

(111) Las aristas xy, uv comparten vértice en A, es decir {zy} N {uv} = {x}.

Dado que el evento ¥~ (zy, uv)\E*(zy, uv) solo ocurre si
vy € Pf(o,T) v wv € {owTh, OkTip1}-

Si consideramos x = wu més las condiciones para que ocurra el evento
EFYzy, uv)\EF(zy, uv), notamos que es imposible que ocurra el evento
EF Y xy, uv)\EX(zy, uv) debido a la definicion de los caminos P (o, 7) y
Pk(o, T). Puesto que si las aristas 2y, uv comporten vértice en A y zy €
P*Y(a,T), entonces uv € P*(o, 1), siendo asf una contradiccion a las
condiciones para que ocurra el evento £ 1(zy,uv)\EF(zy, uv). De esta

manera para este caso se tiene que
Pri&F ! (zy, w)\E* (zy, uv)] = 0,
y por lo tanto

P[5 (wy, uwv)\EX (wy, uv)] < Pr[€F(zy, uv)\EX (zy, wv)].

Concluyendo asi que para cualquier par de aristas fijas zy,uv,n > 3,m > 4y

k > 2 se cumple que
Pr[&F Y (zy, uv)\EX (zy, wv)] < Pr[€F (zy, wv)\E¥ (zy, wv)),

demostrando asi lo deseado. O
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La Proposicién 6.2.2 para todo n > 3, m > 4 y m > n nos asegura que la
probabilidad de borrar un arco en el digrafo auxiliar asociado al grafo K, ,,
es maxima al considerar caminos de largo maximo P"(o, 7). En base a esto,
centraremos nuestro analisis del Algoritmo 5 de aqui en adelante tnicamente en
caminos P"(o, T). Cabe recalar ademas que la Proposicion 6.2.2 nos proporciona
informacion para la gran mayoria de valores de n, m, siendo el inico caso realmente
importante que resta por analizar y que no consideraremos en este analisis, cuando

n=2ym >4

Dado que enfocaremos el analisis de nuestro algoritmo cuando se seleccionan
caminos P"(o, T), deseamos entender con qué probabilidad borramos un arco en
el digrafo auxiliar al agregar el camino P" (o, T), es decir, estimar Pr[E™(zy, uv)]

para un par de aristas zy, uv fijas pero arbitrarias.

Proposicion 6.2.2. Sean K, ,, un grafo bipartito completo con n < m, sean xy

y uv aristas distintas de K, ,, y un camino aleatorio P"(o, 7). Entonces

m2

PrE" (zy, uv)] = % _ 0( L ) . %

Demostracion. Para el £"(xy,uv) podemos condicionar sobre las posibles

permutaciones o en Sy, luego

Pr[&™(zy, wv)] = Z Pr[E™(zy, wv)|o = o|Prio = o.

ocESH
Ahora bien, analizaremos los eventos £"(xy, uv) para los 3 casos posibles:
(1) Las aristas zy, uv son disjuntas, es decir {zy} N {uv} = 0.

Si {zy} N{uv} = 0, entonces las aristas xy, uv no comparten vértices, y por
lo tanto = # u y u # y. Dado que condicionar sobre las permutaciones de
Sy es equivalente a condicionar sobre las posibles asignaciones de o para x

y u, obtenemos que

Pr[&" (xy, uv) Z Pr&"(zy, uv)|{oy,0;} = {z,u}|Pr[{o;, 0;} = {z,u}].

(4,5)



6.2. Probabilidad de borrar un arco (xy,uv) en Dx 63

Dado que la Pr[{o;,0;} = {z,u} es equivalente a seleccionar un par (i, j)
del total de pares ordenados posibles 2(}), entonces Pr[{o;, 0;}] = {z,u} =
1/(2(3)), vy por lo tanto

Pr[&" (xy, uv)| = 20) ZPr[S”(my,uv)Hai,aj} = {x,u}].
27 (i.4)

Dividiremos el andlisis para los eventos £"(xy, uv) en los indices consecutivos

y no consecutivos,

1

Pr[é’”(xy, Uﬂ))] = n (Pconsecutivos + Pno consectivos) ) (629)
2(3)

donde

Poonsecutivos = Z Pr[gn(l'y, UU)l{O'i7 O'j} = {l', U}], (6210)
(id)
consecutivos
y

Pro consecutivos = Z Pr[gn(x% UU)HO'i; Uj} = {ZE, U}] (6211)

(i.9)
no consecutivos
Para el caso de indices consecutivos para una permutacion fija o tal que
o; = x 'y 0; = u observe la Figura 6.2.5. En ella se muestran los casos
favorables de asignacion de 7 para y con color azul y con color rojo los casos
de asignaciéon de T para v que debemos evitar para que ocurra el evento

E™(xy, uv).

o, =T 0;=1U

Figura 6.2.5: Las aristas no comparten vértices y ademas ¢, j son consecutivos.

Existen dos asignaciones de 7 favorables para y, 7; = y o 7.1 = y. Si se fija
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T; = y restan m — 3 posibles asignaciones favorables para v, en cambio si se
fija 7;,1 = y restan m — 2 posibles asignaciones favorables para v. Fijando
alguna combinacion de asignaciones favorables para v e y, existen (m — 2)!
permutaciones de las (m — 2) asignaciones restantes. Dado que existen m!
permutaciones en Sg y dado que para dos naturales 1 < n y j < n existen

2(n — 1) pares ordenados (i, j) consecutivos se concluye que

(m—3)(m —2)!+ (m —2)(m — 2)!) |

Pconsecutivos :2(n - 1) ( m)

siendo asi

2(n —1)(2m — 5)(m — 2)!
m! '

Pconsecutivos =

Ahora bien para calcular P, consecutivos cONsidere un permutacion fija o tal
que 0; = x y 0; = u donde los indices ¢, j no son consecutivos. Luego observe
la Figura 6.2.6, en ella se muestran los casos favorables de asignacion de T
para y con color azul y con color rojo los casos de asignaciéon de T para v

que debemos evitar para que ocurra el evento E"(zy, uv).

Figura 6.2.6: Las aristas no comparten vértices y ademas ¢, j no son consecutivos.

Existen dos asignaciones de 7 favorables para y, 7, = y o 7,41 = y. Si se fija
T; = Yy 0 T;41 = Yy entonces restan m — 3 posibles asignaciones favorables
para v. Fijando alguna combinacién de asignaciones favorables para v e v,
existen (m — 3)! permutaciones de las (m — 3) asignaciones restantes. Dado
que existen m! permutaciones en Sg y dado que para dos naturales i < n

y j < n existen (n — 1)(n — 2) pares ordenados (7,j) no consecutivos se
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concluye que

(m—3)(m—2)!> ‘

Pno consecutivos — 2(77, - 1)(” - 2) ( m!
De esta manera, recordado que las ecuaciones (6.2.9),(6.2.10),(6.2.11)
obtenemos que para el caso que las aristas xy y wv no compartan vértices

entre si, se tiene que

1
(5)
— 2(n —1)(m — 2)! <(2m —5)+(n—2)(m— 3))

2(pm!

Pr[&"(xy, uv)| =

(Pconsecutivos + Pno consecutivos)

\)

Luego, para n y m suficientemente grandes se tiene que

2(n—1)(m —2)!

2mi()

Pr[&" (zy,uwv)] =

(@n=5)+ (-2 -3)

(2n2m —nm — 6n% —16n — 2m + 4)

(m(m —1)(n(n — 1))

on (—nm —6n2 —16n — 2m + 4)
T D=1 " mim—nn=1))

de donde obtenemos que

Pr(E" 2y, uv)] = % _0 (i) < %

(11) Las aristas zy, uv comparten vértice en B, es decir {zy} N{uv} = {y}.

Si las aristas zy, uv comparten vértice en B, entonces las aristas xy y uv son
tales que y = v. Nuevamente dado que condicionar sobre las permutaciones
de S4 es equivalente a condicionar sobre las posibles asignaciones de o para

x y u, obtenemos que

S PrEn (g, wn)l o, 05} = {, u})

Pr[&™(zy, wv)] = 2(2)
n/ (4.5)

Nuevamente dividimos en casos de indices consecutivos y no consecutivos,
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volviendo a formular las ecuacién

1

2(3)

Pr[&™(zy, wv)] =

(Pconsecutivos + Pno consectivos) )

donde nuevamente

Pconsecutivos = Z Pr[gn(xy7 UU)HO-ZH Oj} = {ZL’, u}]a
(3,5)

consecutivos

n
Pno consecutivos — E Pr[5 (xya uv)|{0i7 Uj} = {l’, u}]
(4.9)
no consecutivos
Para una permutacion fija o tal que 0, = 2 y 0; = u donde los indices
1,7 son consecutivos observe la Figura 6.2.7. En ella se muestran los casos
favorables de asignacion de 7 para y con color azul y los casos de asignacion

de T para v que debemos evitar para que ocurra el evento £"(zy, uv).

S

Figura 6.2.7: Las aristas comparten un vértice y = v y ademas i,j son
consecutivos.

Dado que las aristas comparten el vértice y solo existe una asignacion
favorable 7; = y marcada en negro en la Figura 6.2.7. De esta manera fijando
7; = y existen (m — 1)! permutaciones de las (m — 1) asignaciones restantes.
Dado que existen m! permutaciones en Sg y dado que para dos naturales

i <nyj<nexisten 2(n—1) pares ordenados (7, j) consecutivos se concluye
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que

ammmwzﬂn—n(m“*xm‘”v.

m)!

Por otro lado, para una permutacion fija o tal que 0; = z y 0; = u donde

los indices 7, j no son consecutivos observe la Figura 6.2.8.

Figura 6.2.8: Las aristas comparten un vértice y = v y ademaés i, j no son
consecutivos.

Dado que las aristas comparten el vértice y, para los pares ordenados (7, j) no
consecutivos existen dos asignaciones favorables 7, = y y 7,51 = y marcadas
en negro en la Figura 6.2.8. De esta manera fijando 7; = y o 7;,1 = y existen
(m — 1)! permutaciones de las (m — 1) asignaciones restantes. Dado que
existen m! permutaciones en Sg y dado que para dos naturalesi < nyj<n
existen 2(n — 1)(n — 1) pares ordenados (4, j) no consecutivos se concluye

que

awmmmwzmn—mm—n(”“*“m‘”j.

m)!

De esta manera, para el caso que las aristas xry, uv compartan vértice en B,

se tiene que Pr[€"(zy, uv)| viene dada por

ﬁ(z(n—l)Cm_l?)gb_Q)!)+2("_2>("_1)<(m_13757!n_2)!))'

2
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Reordenando la expresion anterior concluimos que para este caso

(m—2)!(2n —1)(m — 1)'

23}

Pri&" (xy, uv)| =

Luego, para n y m suficientemente grandes se tiene que

PrE" ey, uv)] = " 2)!(22(ré>—m1!)(m )
<2n2m —dnm —2n% + 4n — 2)
(m(m —1)(n(n - 1))
2n . (_4nm — 202+ 4n — 2)
(m=1m=1) " (m(m—1nm-1))

de donde obtenemos que

Pr(E" 2y, uv)] = % ~0 ( ! ) <2

m2 m

(111) Las aristas zy, uv comparten vértice en A, es decir {xy} N {uv} = {z}.

Si las aristas zy, uv comparten vértice en A, entonces se tiene que x = v.
Para este caso procedemos a condicionar sobre las posibles asignaciones de

o para x, donde obtenemos que
Pr(e" (zy, uwv)] ZPr (€ (zy, uwo){oi} = {a}Pr[{oi} = {«}].

Dado que Pr[{o;} = {z}] es equivalente a seleccionar aleatoriamente un
elemento de un conjunto de tamano n, se tiene que Pr[{o;} = {z}] =1/n,y

por lo tanto

Pr[&"(zy, uv)] ZPr [E" (xy, uv)|{o;} = {z}].

Consideremos una permutacion fija o tal que o; = x, observe la Figura 6.2.9.

Solo las asignaciones 7; = y, 7,41 = y marcadas con azul en la Figura 6.2.9

son opciones favorables para que ocurra el evento £"(xy, uv). Si se cumple
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Figura 6.2.9: Las aristas comparten el vértice z = u.

que T7; = y, entonces se debe cumplir que 7,1 # v. Por otro lado, si se tiene
que 711 = y, entonces 7; # v. De esta manera, fijando 7, =y o 7.1 = ¥y
existen m — 2 asignaciones favorables para v. Si fijamos alguna combinacién
de asignaciones favorables para v e y existen (m — 2)! permutaciones de las
(m — 2) asignaciones restantes. Dado que existen m! permutaciones en Sp

obtenemos que
PrlE"(ay,uo)] = 37 PrlE"(wy, wo){oi} = o}

1 = 2(m—2)(m —2)!

2(m —1)(m — 2)!
nm! '

Luego, para n y m suficientemente grandes se tiene que

2(m —1)(m —2)In
nm!

Pri&" (xy, uv)| =

2 1 2
Pri&"(xy,uwv)] = — — O (—) < —.
m
Concluyendo asi que

Pr{E" (2y, uv)] = % ~0 (i) < %

para todo par de aristas fijas xy y uv. O]
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Considerando que seleccionamos caminos de largo maximo P"(o, 7), podemos
estimar cuantas iteraciones como maximo esperamos que sean necesarias para
borrar todos los arcos en el digrafo auxiliar, y por lo tanto, obtener un sistema

separador fuerte de caminos para el grafo K, ,,.

Definimos para cada t > 1 la variable aleatoria M, como la cantidad de arcos
del digrafo Dp asociada a la familia P, = {E(P}"),..., E(P]*)} generada por el
Algoritmo 5 en ¢ iteraciones (Note que a diferencia de la variable N, la variable
M, modela la cantidad de arcos que restan por borrar en el digrafo auxiliar).
Siguiendo esta definicion, definimos M; como la cantidad de arcos del digrafo

auxiliar al seleccionar solo un camino P" (o, 7). Sabemos por la Proposicion 6.1.1
que My = 2("") — 2n(mn — 2n).

Definimos ademas para todo ¢t > 1 la variable aleatoria X; que modela el conjunto
de arcos borrados en D, cuando el algoritmo agrega un camino P" (o, T) al sistema
P;. Teniendo en cuenta estas variables y la Proposicion 6.2.2 podemos deducir

que para cualquier t > 1 se tiene que:

BIX)= Y Prllef)eX]= 3 Pree /)] < ~B(M,).

(e,f)ED: (e,f)ED:

En lo que sigue supondremos que la anterior desigualdad se alcanza con igualdad
para ciertos ¢, esta suposicion sera demostrada mas adelante para ciertos valores
t. Notemos ademés que si E(|Xy|) = 2E(M,), entonces para los t € N tal que
E(M,;) > m/2 aun en términos de la esperanza se borra al menos un arco en el

digrafo auxiliar.
La siguiente proposicion estima la cantidad de aristas restantes en el digrafo D;.

Proposicién 6.2.3. Sea n < m, entonces

E(M,) = (1 - %)H M,

para todo t > 2.

Demostracion. En primer lugar notemos que para t = 2 el Algoritmo 5 solo a

seleccionado dos caminos PJ*, PJ' de largo 2n, y por lo tanto, la cantidad esperada



6.2. Probabilidad de borrar un arco (xy,uv) en Dx 71

de arcos borrados corresponde a

E(M,) = E(M;) — E(X))

E(My) =E(My)— > Pre"(e, f)].

(e9f)€D1

Luego, si consideramos que la ecuacion de la Proposicion 6.2.2 se alcanza con

igualdad obtenemos que

esto ultimo debido a que M, = 2("}") —2n(mn—2n), y por lo tanto E(M;) = M.

Ahora bien, razonaremos por inducciéon. Consideremos que la Ecuacion 6.2.3 se
cumple para algin ¢ € N. Luego, dado que X; corresponde al conjunto de arcos

borrados en D; cuando el Algoritmo 5 agrega un camino P"(o, T) se tiene que

E(Mi+1) = E(Mz) - E<Xz>

Luego, como E(M;)

I
—~
|
|
~—
L
=
w0
@)
Q
©}
=
=N
e
<
@
=N
=
=
=
@
=
+
@
Qo
o
@

9 7
(M) = (1 - a) M,

donde M; = 2("") — 2n(mn — 2n). O



72 6.2. Probabilidad de borrar un arco (zy,uv) en Dx

Al igual que la variable Ny, deseamos analizar si E(M;) es representativa con
respecto a la variable M;. Para poder utilizar nuevamente la Proposicion 6.1.4

utilizaremos nuestra definiciéon alternativa de caminos aleatorios de largo k£ en
Kn,m

P*(u) .= P*(e,T).

Definiremos para cada t € N las funciones ¢' : Sy — N | donde ¢*(p) corresponde
a la cantidad de arcos en el grafo K, ,, en la iteracion ¢ del Algoritmo al agregar
el camino P*(u). Notemos que E(g')=E(Mj;), puesto que M, corresponde a la
variable aleatoria que modela la cantidad de arcos en el digrafo D; generado por
la familia P, = {E(PY), ..., E(P;")}. Estudiaremos solo que ocurre cuando t > .,
es decir, que ocurre con E(M;) cuando ya sean cubierto casi todas las aristas en
el grafo K, ,, por algin camino P € P;. Para las iteraciones ¢ < t., la variable

E(M,) seré analizada en nuestros experimentos computacionales en el Capitulo 7.

Ahora bien, consideremos dos permutaciones fijas pero arbitrarias u y ¢ que
difieren en una trasposicion. Tal y como se discutié para la variable Ny, los
caminos P™(u) y P"(i') difieren en lo més 8 aristas. Dado que nos enfocamos en
la iteraciones t > t., entonces las aristas estan ya cubiertas en casi en su totalidad
por caminos en P;, y por lo tanto existen a lo més para cada arista e € D; un
total de 2n arcos en D (e). Luego, sin perdida de generalidad, como cada arista e
tal que e € P*(uu) y e ¢ P*(i/) podria borrar a lo mas 2n arcos en D; se deduce

que

19" (1) — g'(1)] < 16n.

En base a esta informacion y la Proposicion 6.1.4, podemos asegurar que para

una permutacion p € Sy escogida de manera aleatoria se cumple que
Pr]|g' (1) — E(g")| > 16nd < 2¢=</*M) para todo t € N,
o equivalentemente

Pr(l¢'(pn) — E(My)| > 16nc] < 2¢=/N) para todo t € N, (6.2.12)
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Ahora bien, nuevamente dado que buscamos que la probabilidad de que ¢*(p) y

E(M,;) difieran sea pequena lo largo de las iteraciones, entonces debemos imponer

4N)

en la ecuacion (6.2.12) que A 0, y por lo tanto

¢> 2V N = 2v/n +m. (6.2.13)

Como se mencion6 anteriormente, deseamos estudiar para que valores de ¢ se tiene
que la diferencia |g'(pn) — E(M)| es pequena. Para este estudio, esto puede ser

interpretado como E(M;) > 16nc, o equivalentemente

1-2)

< .
€< 16mn?

(6.2.14)
Combinando las ecuaciones (6.2.13) y (6.2.14), obtenemos
1-2)
2vn+m K ——-,
16mn?
de donde deducimos que esto ocurre a partir las iteraciones ¢t € N tales que
2
t< D (22 ).
2 32v/m +n

Dado que para & = n se tiene que t. > % In(mn), entonces para n y m

suficientemente grandes se tiene que % In(mn) < Fln <32m;in> A partir de
esto, hemos concluidos que E(M;) es representativa con respecto a M, para la

mayoria de iteraciones posteriores a la iteracion ..

Ahora bien, podemos estimar la cantidad esperada de iteraciones ¢ necesarias para
que E(M;) < m/2,y por lo tanto borrar en términos de la esperanza menos de un
arco por iteracion. Denotaremos ¢, a la variable aleatoria que modela la cantidad
de iteraciones necesarias para que en términos de esperanza se borre menos de un

arco al agregar un camino P" (o, 7). Si despejamos la ecuacion:

2\"! m
(1 - —) M, < ?,
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entonces

m (mn(mn — 1) — 2n?m — 4n?) e2/™
t, > —In .
2m

En nuestro analisis anteriormente hemos calculado que la cantidad esperada de
iteraciones para cubrir todas las aristas salvo una es mayor igual a t. = & In(mn)
para el caso que se seleccionen caminos de largo 2n. Dado que % In(mn) < ty,
podemos considerar t;, como una mejor cota inferior para la cantidad esperada
de iteraciones del Algoritmo 5. Para facilitar el analisis, notemos que t, >
2 In(n*m) > t.. Para mayor claridad consideraremos en nuestro analisis la cota

inferior 2 In(n®m) para la cantidad esperada de iteraciones del Algoritmo 5.

Sea t* la primera iteracion tal que E(M;+) < m/2. Para las iteraciones t* > t se
tiene que el Algoritmo 5 borra en términos de la esperanza, menos de un arco en
el digrafo auxiliar al agregar un camino. La siguiente proposiciéon permite estimar
la cantidad esperada de iteraciones que son necesarias para borrar todos los arcos

restantes después de la iteracion t*, y en consecuencia, detener el Algoritmo 5.

Proposicién 6.2.4. Sea K, , el grafo bipartito completo con n < m
suficientemente grandes, entonces la cantidad de iteraciones esperadas restantes

para que el Algoritmo 5 borre los E(M,,) arcos restantes es menor igual a

% (i (3) +1).

Demostracion. Para cada i € {1,...,E(M;)} definimos las variables aleatorias
T; como la cantidad de caminos seleccionados para que el digrafo auxiliar reduzca
sus arcos de 7 a ¢ — 1. Estas variables aleatorias son geométricas con parametro
Di = %@ cada una respectivamente ya que la cantidad de arcos restantes es ¢ y la

probabilidad de borrar un arco para un m suficientemente grande es igual a W%

Asi, podemos calcular el valor esperado para cada T;, siendo este igual a Fi. A
partir de esto, la cantidad esperada de iteraciones necesarias para borrar los M«

arcos restantes en el digrafo auxiliar corresponde a

E(

Y Bm)=" Z L e+ ),
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luego como E(M;+) < m/2, se tiene que
m m
B <5 (m(3) +1),
2R =5 (In(3)+

concluyendo asi lo deseado. O]

6.3. Cota superior para la cantidad esperada de

1teraciones

En nuestro analisis hemos estimado que la cantidad esperada de iteraciones
del Algoritmo 5 se encuentra acotada inferiormente por % In(n?m). Ahora bien,
podemos obtener también una cota superior para la cantidad esperada de

iteraciones de la siguiente forma.

Sean D = Dy D Dy D Dy DO ... O Dy O ... los digrafos generados por el
Algoritmo 5 al seleccionar los caminos Py, Ps, ..., P, .... Luego, para cada arco

(e, f) € E(D) y para cada i € N definimos la siguiente variable aleatoria

Y(e,f)_ 1 Sl@GE(PZ),ng(PZ),

K3
0 para cualquier otro caso.

(@) corresponden a variables

Para cada arco (e, f) las variables aleatorias Y;
indicatrices que identifican los caminos P seleccionados por el Algoritmo 5, tal
que e € E(P),f ¢ E(P), y por lo tanto los caminos P que semi-separan e de

(e, ), con ¢ € N, son variables

f. Ademas, para cada arco (e, f) las variables Y,
Bernulli independientes entre si. Todas estas variables Bernulli por la Proposiciéon

06.2.2 sabemos que poseen parametro p 5y = = — O ( ) .

Definimos ademas para cada arco (e, f) € D las variables aleatorias
T = min{i > 1: Yi(e’f) =1}

Para cada arco (e, f) la variable aleatoria T“8) corresponde a la primera iteracion
1 tal que la arista e se ha semi-separado de f, y por la tanto, la iteracion ¢ tal
que el arco (e, f) se ha borrado del digrafo auxiliar D. Ademas, dado que las

variables Yi(e’f ), con ¢ € N son variables Bernulli independientes entre si con
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parametro p(. s, entonces para cualquier arco (e, f) € E(D) se tiene que T es

una variable geométrica de pardmetro p, s).

Dado que deseamos estimar la cantidad esperada méaxima de iteraciones para que

el Algoritmo 5 se detenga, definimos la variable aleatoria

T = max T,

(e,f)eD

Podemos deducir que la variable aleatoria T corresponde a la cantidad de
iteraciones necesarias para borrar la ultima arista en digrafo D, y por lo tanto,

detener el Algoritmo 5.
A partir de estas variables aleatorias, se tiene la siguiente proposicion

Proposicion 6.3.1. Sean < m y k € N, entonces

Pr(T > k) < o(2mimn~(2-0(2)K).

Demostracion. Para estimar Pr(T” > k) considere que

Pr(T > k) =Pr(3(e, /) e ED): T > k)< Y Pr(T) > k).
(e,f)eED

Luego, dado que para cada arco (e, f) € D se tiene que Pr(7) > k) es
equivalente a fallar k veces en una distribucién geométrica de pardmetro p(, ) =

2 — 0 (), se concluye que Pr(T) > k) = (1-(2-0(2 )))k De esta

m m m?

forma, se tiene que

Pr(T > k) < |E(D)| (1 B (% ¢ (mi)»:
() (- (o ()

< (mn)2e(7%70(#))k

— o(2m(mm)~(Z-0(5))k)
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Por lo tanto

2

Pr(T > k) < e(Znim~(3-0(2))¥)

Y

concluyendo asi lo deseado. O

Por medio de la Proposiciéon 6.3.1 podemos estimar a partir de qué iteracion k € N

se tiene que Pr(7 > k) < 1. Si exigimos que Pr(7 > k) < 1 entonces se tiene

i)~ (2 -0 (L) )k <0

que

y por lo tanto
k> (1+o0(1))mlIn(mn).

De esta forma, a partir de una cantidad (1 + o(1)) mIn(mn) de iteraciones el
Algoritmo 5 se detiene con alta probabilidad. A partir de esto, hemos concluido
que la cantidad esperada de iteraciones para que el algoritmo se detenga esta
acotada superiormente por (14 o(1)) mIn(mn). Ademas, dado que anteriormente
hemos estimado que la cantidad esperada de iteraciones se encuentra acotada
inferiormente por %1n(n2m) podemos concluir que la cantidad esperada de

iteraciones se encuentra acotada por una cantidad ©(mIn(mn)) de iteraciones.
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Capitulo 7

Implementaciéon computacional del

algoritmo secuencial

7.1. Implementacién computacional

En esta seccion presentaremos la implementacion computacional realizada en el

lenguaje Python del Algoritmo 5 seleccionado caminos de largo maximo:

Input: Grafo bipartito completo K,, ,,
Output: Un sistema separador fuerte P para el grafo K, ,,.
P=0
2: while F(Dp) # () do
3: Seleccionar un camino P = P"(o, T) en el grafo K, ,,
4
)

Update P = PU{E(P)}

: return P

El objetivo de esta implementacion es obtener resultados experimentales que
corroboren los resultados tedricos obtenidos en la secciéon anterior. Las ideas y
funciones que permiten la correcta implementacion del Algoritmo 5 se encuentran

en el Anexo 9.

7.2. Resultados experimentales:

En esta seccién denotaremos al grafo bipartito completo K, ,, de N vértices, con
partes |A| = n y |B| = m por Koy 1—a)n, donde |[A| = aN y |B| = (1 — a)N,
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de forma que a € (0,1/2). Al parametro « lo llamaremos el desbalance del grafo
K.

A continuacién presentaremos los distintos resultados experimentales obtenidos
por la implementaciéon computacional del Algoritmo 5 para distintas
cantidades de vértices N € {100,250,500,750,100} y desbalances a €
{0.1,0.15,0.20, 0.25, 0.30, 0.35, 0.40, 0.45}.

7.2.1. Medias experimentales de la cantidad de iteraciones

t del Algoritmo aleatorio secuencial

En el Capitulo 6 estimamos que la esperanza de la cantidad de iteraciones del

Algoritmo 5 se encuentra acotada por una cantidad ©(mIn(mn)) de iteraciones.

El siguiente gréafico presenta los resultados experimentales obtenidos para la media
de cantidad de iteraciones de la implantaciéon computacional después de 250
intentos y los compara con nuestras cotas obtenidas para una cantidad de vértices
N = 1000 y desbalance a = 0,45. Solo presentamos este grafico debido a la similitud
de los resultados para las demas pruebas con distintos tamanos y desbalances.
Posteriormente mostraremos tablas con todos los resultados importantes de estas

pruebas.



80 7.2. Resultados experimentales:

Resultados Tedricos vs Resultados Experimentales N=1000

- Media experimental
- Cota superior tedrica

- Cota inferior tedrica

- lteraciones exp.Maximas
- Iteraciones exp.Minimas
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Figura 7.2.1: Media experimental de iteraciones y esperanza teérica de iteraciones del algoritmo
para N = 1000: El grafico presenta en su eje de abscisas los distintos grafos Ky m en 1000 vértices para los
desbalances a € {0.1,0.15,0.20, 0.25, 0.30, 0.35,0.40,0.45}. En el eje de las ordenadas se presenta la cantidad de
iteraciones del algoritmo. En rojo se marca la cota superior teérica para la esperanza de iteraciones del algoritmo
para cada uno de los grafos Ky . En morado se marca la cota inferior tedrica para la esperanza de iteraciones
del algoritmo para cada uno de los grafos Ky m. En azul se marca la media de iteraciones obtenida por la
implementacién computacional para cada uno de los grafos K, m. En verde se marca la minima cantidad de
iteraciones obtenida para cada grafo K, m y en celeste se marca la maxima cantidad obtenida de iteraciones
para cada grafo Ky, ,. Ademas, para cada grafo se presenta un grafico de caja que marca la mediana con una
linea naranja, cada cuartil con una linea horizontal negra y con circulos negros sus puntos atipicos.

Dado que las distintas pruebas comparten el patron, podemos concluir que para
todos lo casos que hemos investigado la media experimental de iteraciones del
Algortimo 5 es representativa, puesto que sus respectivos graficos de cajas nos
aseguran que la media para cada caso se encuentra cercana a la mediana, y ademas,
los datos se encuentran centrados cerca de la media con una tendencia hacia los
valores mas pequenos. Siendo asi los casos de iteraciones méaximas casos atipicos

dentro del experimento.

En nuestros experimentos podemos apreciar que la esperanza de iteraciones del
algoritmo se encuentra muy cercana a la cota inferior 2 In (mn?). Ademas, para
cada cantidad de vértices N a medida que el desbalance « crece el algoritmo en

términos de la media requiere menos iteraciones para finalizar su tarea.

A continuaciéon presentaremos en mas detalle las cantidades obtenidas para la
media en cada uno de los experimentos. Para cada cantidad de vértices N, la
primera tabla muestran los resultados experimentales de nuestro algoritmo y la
segunda tabla compara la media experimental de estos resultados con la cota

inferior y superior encontradas para cada desbalance a.
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a\Media | Experimental | Des. Estandar | Maximo | Minimo
0.10 489, 04 +54,12 627 358
0.15 500, 23 +63,78 705 398
0.20 482,12 +59, 62 637 374
0.25 473,64 +58, 38 678 369
0.30 443, 64 +50, 02 617 361
0.35 422.75 +41,73 554 339
0.40 396, 83 +37,39 608 324
0.45 361,29 +38, 38 498 284

Cuadro 7.2.1: Tabla de valores de la media experimental de iteraciones con
N = 100.

a\Media | Experimental | Cota superior | Cota inferior
0.10 489, 04 612, 22 378,492
0.15 500, 23 607, 81 389,516
0.20 482,12 590, 22 387,20
0.25 473,64 565, 23 377,321
0.30 443, 64 535,48 362,518
0.35 422,75 502,43 344,239
0.40 396, 83 466, 99 323,373
0.45 361,29 429,77 300,514

Cuadro 7.2.2: Tabla comparativa para la media experimental de iteraciones con
N = 100.

a\Media | Experimental | Des. Estandar | Méximo | Minimo
0.10 1441, 85 +148,263 1852 1202
0.15 1433, 14 +121,489 1771 1149
0.20 1409, 43 +141, 582 1904 1150
0.25 1366, 94 £139,734 2053 1167
0.30 1274,51 £119, 593 1594 1083
0.35 1208, 42 £107, 685 1530 1006
0.40 1123, 3 +103, 372 1474 947
0.45 1040, 41 +88, 45 1330 875

Cuadro 7.2.3: Tabla de valores de la media experimental de iteraciones con
N = 250.
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7.2.

Resultados experimentales:

a\Media | Experimental | Cota superior | Cota inferior

0.10 1441.85 1942, 86 1255.56

0.15 1433.14 1906.76 1265.48

0.20 1409.431 1842.06 1242.91

0.25 1366.94 1760.35 1202.96

0.30 1274.51 1659.39 1146.82

0.35 1208.42 1549.51 1081.27

0.40 1123.3 1442.37 1014.58

0.45 1040.41 1331.11 943.30

Cuadro 7.2.4: Tabla comparativa para la media experimental de iteraciones con
N = 250.
a\Media | Experimental | Des. Estandar | Maximo | Minimo

0.10 3245.91 +351.78 4493 2669
0.15 3220.09 +267.52 4249 2706
0.20 3120.31 +248.27 3956 2665
0.25 3062.2 +285.68 3937 2565
0.30 2868.83 +236.12 3408 2431
0.35 2677.55 +262.77 3480 2292
0.40 2516.28 +263.65 3579 2140
0.45 2342.25 +224.06 3137 2043

Cuadro 7.2.5: Tabla de valores de la media experimental de iteraciones con

N = 500.

Cuadro 7.2.6: Tabla comparativa para la media experimental de iteraciones con

N = 500.

a\Media | Experimental | Cota superior | Cota inferior
0.10 3245.91 4509.57 2979.023
0.15 3220.09 4407.07 2973.73
0.20 3120.31 4238.65 2901.72
0.25 3062.2 4033.21 2791.94
0.30 2868.83 3803.99 2657.55
0.35 2677.55 3558.29 2505.79
0.40 2516.28 3300.62 2341.09
0.45 2342.25 3034.03 2166.42
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a\Media | Experimental | Des. Estandar | Maximo | Minimo
0.10 5139.02 +454.52 6900 4414
0.15 5100.27 +389.76 6354 4451
0.20 4957.28 +370.05 6062 4312
0.25 4753.81 +369 5772 3954
0.30 4543.67 +381.94 5851 3807
0.35 4217.87 +380.15 6442 3590
0.40 3898.51 +267.74 4774 3373
0.45 3649.80 +290.85 5030 3133

Cuadro 7.2.7: Tabla de valores de la media experimental de iteraciones con

N = 750.

a\Media | Experimental | Cota superior | Cota inferior

0.10 5139.02 7311.73 4879.07

0.15 5100.27 7130.82 4849.49

0.20 4957.28 6844.53 4717.51

0.25 4753.81 6501.18 4527.25

0.30 4543.67 6131.73 4305.64

0.35 4217.87 5738.21 4058.66

0.40 3898.51 5315.86 3785.32

0.45 3649.80 4892.60 3505.62

Cuadro 7.2.8: Tabla comparativa para la media experimental de iteraciones con
N = T750.
a\Media | Experimental | Des. Estandar | Méximo | Minimo

0.10 7265 +686.89 10114 6052
0.15 7181.40 +664.78 10072 5967
0.20 6950.25 +563.82 8966 6029
0.25 6593.57 £505.03 9065 5809
0.30 6281.32 +482.89 8206 5547
0.35 5873.64 +524.33 7686 4898
0.40 5464.57 +422.43 6669 4738
0.45 4989.14 +376.36 6100 4422

Cuadro 7.2.9: Tabla de valores de la media experimental de iteraciones con

N =1000.
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a\Media | Experimental | Cota superior | Cota inferior
0.10 7265 10266.80 6893.81
0.15 7181.40 9992.49 6831.17
0.20 6950.25 9586.34 6635.23
0.25 6593.57 9106.1 6363.69
0.30 6281.32 8578.40 6042.92
0.35 5873.64 8017.68 5687.39
0.40 5464.57 7433.03 5306.01
0.45 4989.14 6830.54 4904.69

Cuadro 7.2.10: Tabla comparativa para la media experimental de iteraciones
con N = 1000.

Los resultados experimentales que hemos obtenidos para una
cantidad de wvértices N €  {100,250,500,750,1000} y desbalance
a € {0.10,0.15,0.20,0.25,0.30,0.35,0.40,0.45} nos permiten confirmar
que la cantidad esperada de iteraciones se encuentra acotada por una cantidad
O(mln(mn)) de iteraciones, siendo solo algunos casos atipicos superiores a

nuestras cotas.

Dentro de nuestro estudio también nos interesa analizar como se ajustan estas
cotas a media que aumenta la cantidad de vértices N. Para concluir respecto
a este ultimo punto, analizaremos que ocurre para un desbalance fijo a y una
cantidad de vértices N variable. Nuevamente, presentaremos solo un grafico para
el caso a = 0.45, esto debido a que para los otros valores de desbalance « las

graficas presentan un comportamiento similar.
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Resultados Tedricos vs Resultados Experimentales a=0.45
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Figura 7.2.2: Media y esperanza tedrica de iteraciones para a = 0.45: El grafico presenta en su eje de
abscisas los distintos tamafios N € {100, 250, 500, 750, 1000} de los grafos Ky m considerando un desbalance fijo
a = 0.45. En el eje de las ordenadas se presenta la cantidad de iteraciones del algoritmos. En rojo se marca
la cota superior tedrica para la esperanza de iteraciones del algoritmo para cada uno de los grafos Ky m. En
amarillo se marca la cota inferior tebrica para la esperanza de iteraciones del algoritmo para cada uno de los
grafos Kn m. En azul se marca la media de iteraciones obtenida por la implementacién computacional para cada
uno de los grafos Ky, m. En verde se marca la minima cantidad de iteraciones obtenida para cada grafo Ky m y
en celeste se marca la maxima cantidad obtenida de iteraciones para cada grafo Ky m.

Notamos que la diferencia entre nuestras estimaciones para la cota superior
mIn(mn) de la cantidad esperada de iteraciones para el Algoritmo 5 y los resultados
experimentales crece a medida que aumenta la cantidad de vértices. Creemos
que esto es debido a las cotas superiores y aproximaciones utilizadas en nuestro
analisis, por lo tanto, esperamos que este comportamiento mejore o como minimo
se mantenga al aumentar la cantidad de vértices. Por otro lado, la cota inferior
que hemos encontrado parece ser muy precisa, ajustandose cada vez mas a la

media experimental de iteraciones al aumentar la cantidad de vértices N.

Podemos analizar nuestra media de iteraciones experimental con respecto a los
resultados conocidos del problema del coleccionista de cupones. Considerando
una coleccion de mn(mn — 1) cupones y sobres que contienen 2n(nm — 2n)
cupones distintos con probabilidad uniforme de aparecer cada uno. A continuaciéon
presentamos la figura 7.2.3 que compara la media de selecciones necesarias para el

problema del coleccionista de cupones con la cota superior m In(mn).

Como podemos apreciar la media de iteraciones del problema original del
coleccionista de cupones se ajusta mucho mejor a la cota teorica mlIn(mn),
siendo levemente superior, esto se debe a que la cota superior es exactamente
(o(1)4+m) In(mn). A partir de esto, dado que la media de iteraciones del Algoritmo
5 es menor a mIn(mn), podemos conjeturar que la seleccion de caminos en el

Algoritmo 5 disminuye la cantidad de iteraciones en comparacion al problema del
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Cantidad de iteraciones del coleccionista de cupones y la cota superior min(nm)

---- Coleccionista de cupones -

---- Cota superior tedrica min(nm) /‘/:/‘
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Figura 7.2.3: Grafica de la media de selecciones necesarias para el problema del coleccionista de cupones y la

cota superior m In(mn). En azul se presenta la media de selecciones necesarias para el problema del coleccionista
de cupones y en rojo la cota superior mIn(mn).

coleccionista de cupones original.

En conclusion, nuestra cota superior funciona, pero no podemos concluir que
sea la mejor posible. Por otro lado, la cota inferior ajusta con mucha precision
el comportamiento del Algoritmo 5. Ademas, si bien el Algoritmo 5 presenta
similitudes con el problema del coleccionista de cupones, podemos notar una
considerable mejora en la media de iteraciones respecto a este conocido problema,
que deducimos se debe a que los arcos borrados son seleccionados previamente

por medio de un camino aleatorio.

7.2.2. Experimentos para la esperanza de aristas no
cubiertas E(N;)

La Proposicion 6.1.3 nos permitié modelar la esperanza de la cantidad de aristas
restantes por cubrir E(IV;) = ( 1— %)t mn en el grafo después de ¢ > 1 iteraciones.
A continuacion compararemos la cantidad de aristas restantes por cubrir E(IV;)
en el grafo con los resultados experimentales obtenidos en 250 intentos para la

cantidad de aristas restantes por iteracion.

Mostraremos nuestros resultados experimentales para una cantidad de vértices
N =1000 y o« = 0.45. Cabe destacar que también se obtuvieron resultados para
los casos con N € {100, 250, 500, 750} y a € {0.10, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30, 0.35, 0.40},
donde para las mismas pruebas se obtuvieron resultados similares, y por lo tanto,
se presentan solo los resultados para la mayor cantidad de vértices y aristas que

hemos estudiado.
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Para N = 1000 y desbalance a = 0.45 se tiene lo siguiente:

e El primer grafico muestra la cantidad de aristas restantes por cubrir E(IN}) =

t . : .
(1 — %) mn y la media de arcos borrados obtenidos en nuestros experimentos.

e El segundo grafico presenta el error entre la esperanza teodrica y la media

experimental de aristas restantes por cubrir.

e Ambos gréficos presentan en su eje de abscisas la cantidad de iteraciones del

algoritmo.

e El primer grafico presenta en su eje de ordenadas la cantidad de aristas restantes
por cubrir en el grafo en escala logaritmica. Ademas, se presenta con color azul
la media experimental de aristas restantes por cubrir y en color rojo la cantidad

tedrica estimada.

e El segundo grafico presenta en su eje de ordenadas la cantidad de error y con
color celeste el error entre la media experimental y la esperanza tedrica de aristas

restantes por cubrir.

e Para ambos graficos la linea punteada verde indica la cota inferior para la
cantidad de iteraciones estimada t. necesarias para que reste menos de una arista

por cubrir por la familia de caminos generada por el algoritmo.

Graficos para la esperanza teorica E(IN;) y la media experimental de la cantidad

de aristas restantes por cubrir para N = 1000 y o = 0.45.
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Experimentos aristas no cubiertas para N=1000

Media de aristas no cubiertas experimentales y tedricas para Kysg, 550

—— Media exp. de aristas no cubiertas
—— Esperanza teodrica de aristas no cubiertas
---- t.: Las aristas son casi cubiertas

Cantidad de aristas no cubiertas
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Figura 7.2.4: Media y esperanza de aristas restantes por cubrir para N = 1000 y o = 0.45: El
grafico muestra la cantidad de aristas restantes por cubrir E(N;) = (1 — l)t mn y la media de arcos borrados
obtenidos en nuestros resultados experimentales para una cantidad de vértices N = 1000 y desbalance o = 0.45.
El grafico presenta en su eje de abscisas la cantidad de iteraciones del algoritmo y en su eje de ordenadas la
cantidad de aristas restantes por cubrir en el grafo en escala logaritmica. El grafico presenta con color azul la
media experimental de aristas restantes por cubrir y en color rojo la cantidad tedrica estimada. Ademas, la linea
punteada verde indica la cota inferior para la cantidad de iteraciones estimada t. necesarias para que todas las
aristas salvo una sean cubiertas por un camino.

Experimentos aristas no cubiertas N=1000

Error: Media aristas no cubiertas teéricas - Media aristas no cubiertas experimentales para Kaso, sso

—— Error= Teérico-Experimental
---- t.: Las aristas son casi cubiertas
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Figura 7.2.5: Error de aristas restantes por cubrir para N = 1000 y « = 0.45: El grafico presenta el
error entre la esperanza tedrica de aristas restantes por cubrir y la media experimental de aristas restantes por
cubrir obtenida para N = 1000 y o = 0.45. El grafico presenta en su eje de abscisas la cantidad de iteraciones
del algoritmo y en su eje de ordenadas la cantidad de error entre la media y la esperanza. El grafico presenta
con color celeste el error entre la media y la esperanza teodrica de aristas restantes por cubrir. Ademés, la linea
punteada verde indica la cota inferior para la cantidad de iteraciones estimada t. necesarias para que todas las
aristas salvo una sean cubiertas por un camino.
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Podemos apreciar que nuestra estimacion para la cantidad de aristas no cubiertas
por algoritmo es muy precisa, donde el error desaparece al cabo de una pequena
cantidad de iteraciones. Ademés para todos los casos que estudiamos en estas
pruebas, la estimacién de t. cumple con lo deseado, estimando el instante en que
resta solo una arista por cubrir salvo cierto error. Las medias experimentales
presenta un abrupta caida debido a que el eje de las ordenadas para el primer
grafico se encuentra en escala logaritmica, y en general en términos de la media
para ciertas cantidades de iteraciones en casi la totalidad de intentos restan

exactamente 0 aristas por cubrir el grafo original.

Para mas detalles, presentamos para una cantidad de vértices N = 1000 y cada
desbalance « las siguientes tablas que muestran la cantidad tedrica y experimental

de aristas que restan por cubrir al cabo de t. iteraciones
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a\E(INy,) | Tedrica | Experimental | Desviacion estandar
0.10 0.99 0.92 +0.99
0.15 0.99 1.10 +£1.08
0.20 0.98 0.87 +0.90
0.25 0.98 1.04 +1.01
0.30 0.98 1.03 +0.98
0.35 0.98 1.04 +0.93
0.40 0.97 1.09 +1.04
0.45 0.97 0.96 +1.04

Cuadro 7.2.11: Cantidad de aristas restantes por cubrir iteracion t. para N =
1000.

7.2.3. Experimentos para la esperanza de arcos borrados
2
=E(M;)

En el Capitulo 6 por medio de la Proposiciéon 6.2.3 modelamos la esperanza de
la cantidad de arcos restantes E(M;) en el digrafo después de ¢ > 2 iteraciones.
Equivalentemente podemos estimar la cantidad esperada de arcos borrados en

una iteracion t > 1, siendo esta cantidad igual a

Zp(vy =2 (1 - %)H (2 (”;”) — 2n(mn — 2n)) ~

A continuacién compararemos esta cantidad %E(Mt) con los resultados
experimentales obtenidos en 250 intentos para la cantidad de arcos borrados

por iteraciom.

Mostraremos tnicamente nuestros resultados experimentales para una cantidad
de vértices N = 1000 y a = 0.45 debido a las mismas razones del experimento

anterior.
Para N = 1000 y a = 0.45 se tiene lo siguiente:

e El primer grafico muestra la cantidad de arcos borrados %E(Mt) y la media

experimental de arcos borrados obtenida en nuestros experimentos.

e El segundo grafico presenta el error entre la esperanza teédrica de arcos borrados

y la media de arcos borrados experimental obtenida.

e Ambos graficos presentan en su eje de abscisas la cantidad de iteraciones del

algoritmo.
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e El primer grafico presenta en su eje de ordenadas la cantidad de arcos borrados
en escala logaritmica. Ademaés, el primer grafico presenta con color azul la media
de arcos borrados por la implementacion del algoritmo y en color rojo la cantidad

tedrica estimada.

e El segundo grafico presenta en su eje de ordenadas la cantidad de error y con
color celeste el error entre la media experimental de arcos borrados y la esperanza

de arcos borrados teorica.

e Para ambos gréficos la linea punteada verde indica la cantidad de iteraciones
estimada t.. Asf mismo, la linea punteada morada de cada grafico indica la cantidad
de iteraciones estimada t, necesarias para que el algoritmo borre en esperanza

menos de un arco por iteracion.

Gréficos para la esperanza teorica de la cantidad de arcos borrados 2E(M;) y la

media experimental de la cantidad de arcos borrados para N = 1000 y a = 0.45.

Experimentos arcos borrados para N=1000

Media de arcos borrados experimentales y tedricos para Kaso, 550
T

T
—— Media exp. de arcos borrados

—— Esperanza tedrica de arcos borrados
---- t.: Las aristas son casi cubiertas

---- t,: Al menos se borra un arco

Cantidad de arcos borrados

0 1000 3000
Iteraciones

Figura 7.2.6: Media y esperanza teoérica de arcos borrados N = 1000 y o = 0.45: El grafico muestra la
cantidad de arcos borrados %E(Mt) y la media de arcos borrados obtenidos en nuestros resultados experimentales
para una cantidad de vértices N = 1000 y un desbalance o = 0.40. El grafico presenta en su eje de abscisas la
cantidad de iteraciones del algoritmo y en su eje de ordenadas la cantidad de arcos borrados en escala logaritmica.
El grafico presenta con color azul la media experimental de arcos borrados obtenida por la implementaciéon del
algoritmo y en color rojo la cantidad tedrica estimada. Ademas, la linea punteada verde indica la cantidad de
iteraciones estimada t. necesarias para que todas las aristas salvo una sean cubiertas por un camino. Asi mismo,
la linea punteada morada de cada grafico indica la cantidad de iteraciones estimada t;, necesarias para que el
algoritmo borre en esperanza menos de un arco por iteracion.
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Experimentos arcos borrados para N=1000

1e6 Error: media arcos borrados tedricos - media arcos borrados experimentales para Kaso, sso
T

T
' - y

! —— Error= Tedrico-Experimental

H ---- t.: Las aristas son casi cubiertas
---- tp: Al menos se borra un arco

Error

-0.5

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
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Figura 7.2.7: Error de arcos borrados para N = 1000 y « = 0.45: El grafico presenta el error entre la
esperanza teorica y la media experimental de arcos borrados obtenida para N = 1000 y a = 0.45. El grafico
presenta en su eje de abscisas la cantidad de iteraciones del algoritmo y en su eje de ordenadas la cantidad de
error entre la media y la esperanza mencionadas anteriormente. El grafico presenta con color celeste el error
entre la media y la esperanza tedrica de arcos borrados. Ademas, la linea punteada verde indica la cantidad de
iteraciones estimada t. necesarias para que todas las aristas salvo una sean cubiertas por un camino. Asi mismo,

la linea punteada morada de cada grafico indica la cantidad de iteraciones estimada t; necesarias para que el
algoritmo borre en esperanza menos de un arco por iteracion.

A diferencia de nuestros experimentos para la media de iteraciones de la cantidad
de aristas restantes por cubrir, la cantidad de arcos borrados experimentales es
mucho més variable, presentando en cada iteracion t menor a t. distintos resultados.
Podemos atribuir a este comportamiento a una propiedad de auto-requlamiento de
nuestro Algoritmo 5. Suponga que en alguna iteracion ¢ la cantidad real de arcos
borrados en términos de la media es menor a la estimada por nuestro analisis
teorico. En consecuencia, en la siguiente iteracion dado que se han borrado menos
arcos de los estimados, la cantidad de arcos en Dy sera mayor a lo estimado, y por
lo tanto, esperamos borrar mas arcos en la siguiente iteracion t+1 de lo considerado
por nuestro analisis. Esto explicaria la variabilidad y el comportamiento en zig-zag

mostrados en todas nuestras figuras para este experimento.

Destacamos que en general para iteraciones mayores a la iteracion t. que estima
cuando la aristas del grafo son cubiertas casi en su totalidad, esta variabilidad
de la media de arcos borrados disminuye significativamente, segiin como se habia
previsto anteriormente en nuestro analisis teérico. A continuacién presentamos

dos tablas para evaluar cuantos arcos se borran en las iteraciones t. y t.

Las tablas nos indican que para algunos desbalances « existe una gran desviacion
estandar de la media para la iteracion t., siendo asi, la media experimental poco

representativa para estos casos. Este comportamiento de grandes desviaciones
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o\E(M,,)Z | Tebrica | Experimental | Desviacion esténdar
0.10 197.98 4.04 £25.56
0.15 296.04 1272 +12646.23
0.20 394.21 12.14 £68.15
0.25 492.04 25.19 +108.38
0.30 589.91 2112.25 +20833.45
0.35 688.60 2393.17 +22563.29
0.40 784.97 16.62 +111.640
0.45 880.73 36.39 +175.82

Cuadro 7.2.12: Cantidad de arcos borrados iteracion t. para N = 1000.

o\E(M,,)Z | Tedrica | Experimental | Desviacion estédndar
0.10 0.96 0.00 £0.00
0.15 0.96 0.00 +0.00
0.20 0.95 0.00 +0.00
0.25 0.95 0.00 +0.00
0.30 0.95 0.00 +0.00
0.35 0.94 0.00 +0.00
0.40 0.94 0.00 £0.00
0.45 0.93 0.00 +0.00

Cuadro 7.2.13: Cantidad de arcos borrados iteracion t, para N = 1000.

estandar dependiendo del desbalance a, no fueron una constante en los demas
experimentos para los casos N € {100,250,500,750}, y por lo tanto, los
consideramos como eventos atipicos y no dependientes de la cantidad de vértices V.
Para los demas desbalances « con desviaciones estandar mas pequenas, apreciamos

que en general borramos menos arcos de los estimados.

Podemos notar que en la iteraciéon t, tal y como conjeturamos ya no se borran
arcos en términos de la media, méas aun, gran parte de los intentos del Algoritmo
5 ya sean detenido para esta iteracion t,. Dado que para esta iteracion gran parte
de los intentos se han detenido presentamos una media de arcos borrados y una

desviacion estandar para esta iteracion t, computacionalmente idénticas a 0.
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Para poder estimar a cuanto equivale el error que hemos obtenido entre nuestros
experimentos y los resultados teéricos para la cantidad de arcos borrados antes
de la iteracion t., presentamos el siguiente grafico de proporcion. Este gréfico
presenta en términos de porcentaje la proporcion de error que hemos obtenido
con respecto a la cantidad maxima de arcos borrados posibles en una iteracion

2n(mn — 2n) para una cantidad de vértices N = 1000 y un desbalance av = 0.45.
Para N = 1000 y a = 0.45 se tiene lo siguiente:

e El gréafico presenta en su eje de abscisas la cantidad de iteraciones realizadas

por la implementacion del algoritmo.

e El grafico en el eje de las ordenadas presenta la cantidad de proporcion medida

en porcentaje de la cantidad maxima posible de arcos borrados 2n(mn — 2n).

e El grafico presenta con color celeste la proporciéon medida en porcentaje entre
el error obtenido por nuestras pruebas y la cantidad maxima posible de arcos

borrados 2n(mn — 2n).

e En el grafico se marca con una linea punteada verde la cantidad de iteraciones
estimada t. necesarias para que todas las aristas salvo una sean cubiertas por
un camino. Asi mismo, se marca con una linea punteada morada la cantidad de
iteraciones estimada ¢, necesarias para que el algoritmo borre en esperanza menos

de un arco por iteracion.

Experimentos para N=1000

Porcentaje de error Tedrico-Experimental del grafo Kiso, sso

T
——— Error: Teérico-Experimental porcentual
---- t: Las aristas son cubiertas

—--- ty: Al menos se borra una arco

Porcentaje de la maxima cantidad de aristas borradas

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Reraciones

Figura 7.2.8: Error proporcional de arcos borrados experimentales y esperanza de arcos borrados
para N = 1000 y o = 0.45. El grafico presenta en su eje de abscisas la cantidad de iteraciones realizadas por la
implementacién del algoritmo para para N = 1000 y a = 0.45. En el eje de las ordenadas presenta la proporcion
medida en porcentaje de la cantidad maxima posible de arcos borrados 2n(mn — 2n). El grafico presenta con
color azul la proporcion mediada en porcentaje entre el error obtenido por nuestras pruebas y la cantidad méaxima
antes mencionada. Ademés, la linea punteada verde marca la cantidad de iteraciones estimada t. necesarias
para que todas las aristas salvo una sean cubiertas por un camino. Asi mismo, se marca con una linea punteada
morada la cantidad de iteraciones estimada t; necesarias para que el algoritmo borre en esperanza menos de un
arco por iteraciéon.
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Para todos lo casos obtuvimos un error de a lo mas del 1% de la cantidad
méaximas de aristas borradas posibles (esto corresponde a alrededor de un
0.01 % de la cantidad total de arcos del digrafo). Notemos que estos graficos
nos permiten apreciar claramente una gran variabilidad de nuestros resultados
para las iteraciones menores a t., teniendo iteraciones donde nuestra estimacion
tedrica es menor a la experimental o otras iteraciones donde la estimacion tedrica

es mayor a la experimental.

7.2.4. Tiempos de ejecucion

Nuestra implementaciéon computacional logra corroboran los resultados teoéricos
obtenidos en el Capitulo 6 pero sus tiempos de ejecucién para un solo intento en la
practica son relativamente largos. Si bien nuestra implementacién computacional
no busca ser una herramienta real en el area aplicada, mostraremos los tiempos
de ejecucion de un solo intento para los distintos tamanos N y desbalances «

utilizados en nuestros pruebas.

Desbalance o | Media tiempo de ejecucion | Desviacion estandar
0.10 40.4 [ms] +3.9 [ms]
0.15 52 [ms] +5.49 [ms]
0.20 67.7 [ms] +4.14 [ms]
0.25 85.6 [ms] +4.8 [ms]
0.30 103 [ms] +6.29 [ms]
0.35 119 [ms] +3.73 [ms]
0.40 141 [ms] +2.94 [ms]
0.45 161 [ms] +8.44 [ms]

Cuadro 7.2.14: Tabla tiempos de ejecucion para N = 100.

Desbalance o | Media tiempo de ejecucion | Desviacion estandar
0.10 245 [ms] +8.43 [ms]
0.15 416 [ms] +25.7 [ms]
0.20 613 [ms] +12.6 [ms]
0.25 809 [ms] +12 [ms]

0.30 1.07 [s +38.7 [ms]
0.35 1.3 [s] +21.3 [ms]
0.40 1.5 [s] +18.7 [ms]
0.45 1.71 [s] +31.6 [ms]

Cuadro 7.2.15: Tabla tiempos de ejecucion para N = 250.
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’ Desbalance «a \ Media tiempo de ejecuciéon \ Desviaciéon estandar ‘

0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
0.40
0.45

1.33 [s]
2.56 [s]

+54.7 [ms]
+96.9 [ms]
+108 [ms]
+249 [ms]
+81.9 [ms]
+138 [ms]
+51.2 [ms]
+57.1 [ms]

Cuadro 7.2.16: Tabla tiempos de ejecucion para N = 500.

’ Desbalance « \ Media tiempo de ejecucion \ Desviacion estandar ‘

0.10 3.73 [s] +155 [ms]
0.15 6.9 [s] +55.5 [ms]
0.20 11.3 [3] +74.9 [ms]
0.25 19.5 [s] +£199 [ms]
0.30 26.3 [s] +£162 [ms]
0.35 33.1 [s] 173 [ms]
0.40 39.8 [s] +255 [ms]
0.45 46.2 [3] +913 [ms]

Cuadro 7.2.17: Tabla tiempos de ejecucion para N = 750.

‘ Desbalance « ‘ Media tiempo de ejecucion ‘ Desviacion estandar ‘

0.10 7.83 [s] +91.2 [ms]
0.15 15.5 [s] +£269 [ms]
0.20 31.1 [3] £447 [ms]
0.25 45 [s] +313 [ms]
0.30 60 [s] +301 [ms]
0.35 77 |s] +378 [ms]
0.40 94 [s] +302 [ms]
0.45 111 [s] +853 [ms]

Cuadro 7.2.18: Tabla tiempos de ejecucion para N = 1000.

Se puede apreciar que el tiempo de ejecucion de la implementacion computacional
del Algoritmo 5 se ve afectada directamente por la cantidad de aristas del grafo
K, m, esto es debido a que el algoritmo constantemente debe actualizar las
vecindades del digrafo auxiliar de cada arista en el camino aleatorio seleccionado.
El Algoritmo 5 selecciona un camino P en una cantidad O(n) de operaciones.

Para cada arista e € P se borran los arcos correspondientes en una cantidad de
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operaciones O(n?m?), si bien este anélisis es correcto, por medio de un analisis
mas detallado en la actualizacion del digrafo podemos conjeturar que la cantidad
de operaciones necesarias para borrar los arcos correspondientes son O(n?log(n)),

de esta forma la cantidad de operaciones por iteracion del algoritmo aleatorio es

O(n?log(n)).
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Capitulo 8
Conclusion

En nuestra investigacion logramos encontrar cotas inferiores y superiores para
ssp(K,.m). Las cotas superiores e inferiores que hemos encontrado dan indicios
de la dependencia de ssp(K,,,,) con respecto a la diferencia de tamanos entre las
partes A y B que componen la particién de los vértices de K, ,,,. Dicho esto, dado
que no podemos justificar que estas cotas sean las mejores posibles, atin resta por

responden la siguiente pregunta.
Pregunta 1: Sean n, m nimeros naturales. ;Cudl es el valor de ssp(K,, ) ?

En relacion a esta pregunta, C. B. Wickes | | ha estudiado el valor de
ssp(Ky.m) v el grupo de G. Fernandes, G. O. Mota, y N. Sanhueza-Matamala

[ | a encontrado el valor de ssp(K, ) salvo un error o(1) para el caso n = m.

Luego, como resultado principal logramos definir grafos y digrafos auxiliares
que permiten el analisis de los sistemas separadores de una manera alternativa.
Por medio de estos digrafos, realizamos un analisis teérico de un algoritmo que
encuentra sistemas separadores fuertes de caminos para el grafo K, ,, en un
cantidad esperada © (nln(mn)) de iteraciones. Una posterior implementacion
computacional nos permitié verificar gran parte de los resultados tedricos y

plantear nuevas preguntas.

Ahora bien, el Algoritmo 5 fue analizado y posteriormente implementado
computacionalmente para el caso del grafo K, ,,, pero los elementos que componen
este algoritmo en general son aplicables a cualquier grafo . La tinica problemética

real para realizar esta tarea es la seleccion de un camino aleatorio en un
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grafo cualquiera G, que permita un correcto andlisis y una implementacion
razonablemente eficiente. Un candidato a grafo G' para realizar un anélisis tedrico
similar y una posterior implementaciéon computacional corresponde a los grafos
expansores, ya que la tarea de seleccionar un camino de manera aleatoria en los
grafos expansores ha sido ampliamente estudiada y posee buenas propiedades
| , Chapter 9.2].

Es importante mencionar que nuestra cota superior de iteraciones estimadas para
para el Algoritmo 5 en las pruebas computacionales demostro ser muy superior a
la media real obtenida. Esto lo atribuimos a la propiedad de autoregulamiento que
conjeturamos que posee el Algoritmo 5, siendo poco representativa la cantidad de
arcos borrados E(M;) para las iteraciones t < t., y ademas, a la cotas utilizadas
para la estimacion de la cota superior realizada en el anélisis teérico. Dada esta

problemética planteamos la siguiente pregunta

Pregunta 2: ;FEziste una mejor cota superior que mlIn(mn) para la cantidad
esperada de iteraciones necesarias para que el Algoritmo 5 aplicado al grafo K, ,

se detenga? De ser asi, ;Cual es el valor de esta cota?

En relacion a esta pregunta, nosotros planteamos que solo es posible mejorar esta
cota en alguna constante 0 < C' < 1, es decir, la cota superior de la cantidad
de iteraciones para que se detenga el Algoritmo 5 es C'mlIn(mn). La media
de iteraciones del Algoritmo 5 presentd valores muchos menores a la media
experimental del coleccionista de cupones considerando una coleccion de mn(mn —
1) cupones y sobres que contienen 2n(nm —2n) cupones distintos con probabilidad
uniforme de aparecer cada uno. Conjeturamos que este comportamiento se atribuye
a que los arcos borrados por el Algoritmo 5 son seleccionados por medio un
camino aleatorio previamente seleccionado, reduciendo asi la cantidad esperada

de iteraciones con respecto al problema original.

Cabe mencionar que en los resultados experimentales jamas se supero, en términos
de la media, una cantidad mayor a 19N, donde N es la cantidad de vértices del
grafo K, ,,,. Esta cantidad corresponde a la cota superior de ssp(G) encontrada
por el grupo de Bonamy, Botler, Dross, Naia, y Skokan | | para cualquier
grafo G en N vértices. Este comportamiento es atribuible a que atn estamos
experimentando con cantidades de vértices muy pequenas para observar cantidades

de iteraciones del mIn(mn).
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Enfocandonos en el trabajo algoritmico y computacional realizado, logramos
verificar y estudiar la posibilidad de una implementacién de algunas estrategias
para encontrar sistemas separadores de tamafio menor igual a [Z](11n — 3) de
manera determinista para el grafo K, ,,,. Para lograr esta tarea hemos utilizando
la demostraciéon plateada en el trabajo del grupo de Bonamy, Botler, Dross, Naia,
y Skokan | | obteniendo resultados satisfactorios. Como trabajo posterior
restaria analizar si existen mejores implementaciones en algtin otro lenguaje,
como por ejemplo C++, que mejore el desempeno que hemos obtenido en esta

investigacion.

Al igual que para la implementacién mencionada anteriormente, seria interesante
analizar otra implementaciéon computacional para el Algoritmo 5 en otro lenguaje
de programacion distinto de Python, que mejore su desempeno. Dentro de las
posibles mejoras a nuestro Algoritmo 5, planteamos implementar un proceso de
etapas, esto debido a que le desempeno de nuestro algoritmo esta muy ligado al
momento en que se cubren las aristas del grafo K, ,,. En base esto, se podria
implementar de manera sencilla una primera etapa que solo busque cubrir todas
las aristas por algin camino y luego ejecutar el Algoritmo 5 a partir de ese
punto. Ademés, debido al comportamiento similar a una variable geométrica en al
cantidad de arcos restantes en el digrafo D;, para la primera iteracion ¢ tal que
E(M,) < % (Siendo asi una cantidad o(m) de arcos), se podria implementar una
etapa final donde todos los arcos del digrafo D, que atn no se han borrado se
agreguen a P; como caminos. Esta ultima etapa es sencilla, puesto que se lleva un
conteo de las aristas asociadas a estos arcos en el digrafo auxiliar, y por lo tanto,

se tienen facilmente identificadas las aristas que restan por semi-separar.
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Capitulo 9

Anexo

9.1. Algoritmo determinista

9.1.1. Funciones preliminares

Los siguientes paquetes de Python fueron utilizados para la definicién de nuestras

funciones:

import os

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

import math

import random

from statistics import mean

import os, time

La Funcion_aristas genera las aristas del subgrafo H' para un grafo K, ,,
cualquiera. Recuerde que H' = H\ Ps, donde H corresponde al subgrafo inducido
por todas las aristas con algin vértice en el conjunto S y Pg corresponde a todas

las aristas salvo la ultima del camino P = x1x5 - - - To,%o511-

Listing 9.1: Funcion aristas H’

def funcion_aristas(n):
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#n: Numero de vertices de la parte A de la particion de
vertices
B=list(range(1,2#n+1,2)) # Particiones A y B de los vertices
del grafo H
A=list(range(2,2*n+2,2))
Aristas = []
for x in A: #Se generan solo las aristas que pertenecen al
grafo H'
B_2=B.copy()
listal=[x] #
if x == 2xn:
B_2.remove(x-1)
else:
B_2.remove (x+1)
B_2.remove(x-1)
resultado = list(zip(B_2, listal * len(B_2)))
Aristas=Aristas+[list(a) for a in resultado]

return Aristas

Después de definir la funciéon que genera las aristas del grafo H' procedemos a

definir la Funcién Caminos_maximos que genera los caminos de largo maximo

}ﬁp..rﬂ,dondel::[%].

Listing 9.2: Funciéon Caminos maximos
def caminos_maximos(n,m,prop):

#n: Numero de vertices de la parte A de la particion de
vertices

#m: Numero de vertices de la parte B de la particion de
vertices

#prop: Corresponde al cajon superior de m/n

caminos=[list(range (1+2*n*i,2*n+1+2*n*i+1))

for i in list(range (O,prop-1))]# Se agregan los caminos del 1
al 1-1

camino=list(range(2*m-1-2%n-1,2*m)) # Se agrega el camino

numero 1, este camino dependiendo de caso puede repetir
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vertices
caminos.append(camino)

return (caminos)

La funciones Caminos M_k y Caminos_N_k por medio de la lista de aristas generada
por la Funcion_aristas genera los conjuntos N, y My, para posteriormente

ordenar las vértices y entregar los caminos P y (), como secuencias de vértices.

Listing 9.3: Funciéon Caminos M
def caminos_M_k (aristas,n):
# aristas: Lista de aristas del subgrafo H'
# n: Numero de vertices de la parte A de la particion de vertices
dicc={} # Diccionario que guardara los caminos M_k
for clave in range(5,4*n-1,2):
dicc[clavel=[]
for k in range(5,4*n-1,2):
for a in aristas:
if a[0]+a[1]==k:
if af0]l<a[1]: # Se guarda en el orden correcto cada
arista e que pertence a algun conjunto M_k
dicc[k] .append(a)
else:
dicc[k] .append([a[1],a[0]])

return(dicc)

Listing 9.4: Funciéon Caminos N

def caminos_N_k (aristas,n):
# aristas: Lista de aristas del subgrafo H'
# n: Numero de vertices de la parte A de la particion de vertices

dicc={} Diccionario que guardara los caminos N_k

for clave in range(9,6+*n-3):

dicc[clavel=[]
for k in range(9,6%n-3):

for a in aristas:
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if a[0]l<al1]:
if a[0]+2*a[1]==k: # Se guarda en el orden correcto
cada arista e que pertence a algun conjunto N_k
dicc[k] .append(a)
else:
if a[1]+2*a[0]==k:
dicc[k] .append([a[1],a[0]])

return(dicc)

Dado que ya hemos definimos las funciones para obtener los caminos P.’s y Q’s,
procederemos a definir la funcién Descomposicion que nos permitird obtener la

familia de caminos aristas disjuntos D que descompone al grafo H’.

Listing 9.5: Funcién Descomposicion
def descomposicion(n):
# n: Numero de vertices de la parte A de la particion de vertices
caminos=[] # Lista que guardara los caminos de la
descomposicion
for k in range(O,n):
camino = []
if n%2==1: # Si es impar se genera la secuencia
correspondinte de vertices para cada camino (_1i
for i in range(1,int((n)/2)+1):
camino.append (((k+1i) %n)*2+1)
camino.append (((k-1i) %n)*2+2)
else: # Si es par se genera la secuencia correspondinte de
vertices para cada camino (_1
for i in range(1,int((n)/2)):
camino.append (((k+1i) %n)*2+1)
camino.append (((k-1i) %n)*2+2)

camino.append (((k+int ((n)/2)) %n)*2+1)
caminos.append(camino)

return caminos
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Las funciones que hemos definido ya nos permiten obtener el sistema separador P
que separa fuertemente a H'. Después de obtener el sistema separador P usaremos
las siguientes funciones para modificar los indices de los caminos P[s, Qs v

obtener caminos analogos pero que pertenecen a los subgrafos Hy, Hs, ..., H;_1.

Listing 9.6: Funcion
def indices_caminos(n,caminos,k):
# n: Numero de vertices de la parte A de la particion de
vertices
# caminos : caminos P_K o Q_k generados anteriormente
# k: indica que para que sugrafo H_i con i desde 2 a 1-1 se
estan generando los nuevos caminos
aumentaB=2*n # Modificacion en los indices de la parte B
for key in caminos.keys(Q):
for i in range(len(caminos[key])):
if caminos[key] [i] [0] %2==0: # Se respesta el orden i<j
caminos [key] [i] [1]=caminos [key] [i] [1] +k*aumentaB
else:
caminos [key] [i] [0]=caminos [key] [i] [0] +k*aumentaB

return(caminos)

Listing 9.7: Funcion
def indices_caminos_1l(n,m,caminos):
# n: Numero de vertices de la parte A de la particion de
vertices
#m: Numero de vertices de la parte B de la particion de
vertices
# caminos: Caminos P_K o Q_k generados anteriormente
for key in caminos.keys(): # Genera los caminos Q_K y N_k para
el sugrafo H_1
for i in range(len(caminos[key])):
if caminos[key] [i] [0] %2==0:
caminos [key] [i] [1]=caminos [key] [i] [1]+2*(m-n-1)

else:



10

11

106 9.1. Algoritmo determinista

caminos [key] [i] [0]=caminos [key] [1] [0] +2% (m-n-1)

return(caminos)

De la misma manera modificaremos por medio de las siguientes funciones los
indices de los caminos de la descomposiciéon D para encontrar caminos analogos

en cada subgrafo H,, Hs, ..., H;.

Listing 9.8: Funcion
def indices_caminos_D(n,caminos,k):
# n: Numero de vertices de la parte A de la particion de
vertices
# caminos : caminos de la descomposcion D
# k: indica que para que sugrafo H_i con i desde 2 a 1-1 se
estan generando los nuevos caminos
aumentaB=2*n # Modifacacion en los indices de la parte B
for camino in caminos:
for i in list(range(0,int(n/2),2)):
camino[i]= prop*aumentaB+ camino[i]

return(caminos)

Listing 9.9: Funcién
def indices_caminos_D_1(n,m,caminos):
# n: Numero de vertices de la parte A de la particion de
vertices
#m: Numero de vertices de la parte B de la particion de
vertices
# caminos : caminos de la descomposcion D
for camino in caminos:
for i in list(range(0,int(n/2),2)):
camino[i]= 2*m-1-(2*n+1-camino[i])

return(caminos)
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9.1.2. Funcién Algoritmo determinista

Dadas estas funciones preliminares, definimos la Funcién Inductiva que

implementa computacionalmente el Algoritmo 1.

Listing 9.10: Funcién inducitva

prop= math.ceil(m/n) # valor del cajon superior de m/n

tamano = 0

caminos_de_largo_maximo = caminos_maximos(n,m,prop) # Se
generan los caminos maximales necesarios

aristas = funcion_aristas(n) # Se generan aristas del grafo H

des_caminos_disjuntos = descomposicion(n) # Descomposicion D
del grafo $HS$

dicc_M_k

dicc_N_k

caminos_M_k(aristas,n) # Caminos P_k's del grafo $H$

caminos_N_k(aristas,n) # Caminos Q_k's del grafo $H$
}tamano+=1len(des_caminos_disjuntos)+len(dicc_m_k)+len(
dicc_N_k)+len(caminos_de_largo_maximo)+len(caminos_P) # Se
actualiza el tamano de sistema

# Se desplazan los indices correspondientes para encontrar los
caminos deseados para cada subgrafo H_2,H_3,...,H_{1-1}

descomposicion_general=[indices_caminos_D(n,
des_caminos_disjuntos,i) for i in range(l,prop-1)]

caminos_M_k_index=[indices_caminos(n,dicc_M_k,i) for i in range
(1,prop-1)]

caminos_N_k_index=[indices_caminos(n,dicc_N_k,i) for i in range
(1,prop-1)]

tamano+=(len(des_caminos_disjuntos)+len(dicc_m_k)+len(dicc_N_k)
)*(prop-2) # Se actualiza el tamano de sistema

descomposicion_general.append(des_caminos_disjuntos)

caminos_M_k_index.append(dicc_m_k)

caminos_N_k_index.append(dicc_N_k)

if m!=n+1: # Si la diferencia entre los tamao es mayor a 1, es

necesario generar el subgrafo $H_1$
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caminos_m_k_index.append(indices_caminos_1(n,m,dicc_M_k))
caminos_N_k_index.append(indices_caminos_1l(n,m,dicc_N_k))
descomposicion_general .append(indices_caminos_1_D(n,m,
des_caminos_disjuntos))
tamano+=len(des_caminos_disjuntos)+len(dicc_M_k)+1len(

dicc_N_k) # Se actualiza el tamano de sistema

return ([descomposicion_general,caminos_M_k_index,

caminos_N_k_index] ,tamano+(prop)*(2*n)) # Se retorna el

sistemema separador y su respectivo tamano

9.2. Algoritmo aleatorio

9.2.1. Funciones preliminares:

Los siguientes paquetes de Python fueron utilizados para la definiciéon de nuestras

funciones:

import os

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

import math

import random

from statistics import mean

import os, time

La Funcidn vertices_K_n_m posee dos pardmetros; la cantidad de vértices y el
desbalance deseado. Esta funcion genera dos listas que representan las dos partes
que forman la particion de vértices del grafo K, ,,,. Estas dos listas enumeran los
vértices de 1 a |A| para la parte Ay de 1 a |B| para la parte B (Lineas 10 y 11
del c6digo). Finalmente, la funcion retorna la cantidad de vértices del grafo, la
cantidad de vértices de las partes A y B, las listas de vértices de las partes A y

B, y el desbalance.
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Listing 9.11: Funcion vertices K, ,
def vertices_K_n_m(N,alpha=0):
# N: Numero de vertices del grafo

# alpha: Desbalance del grafo

if alpha==0: # Si el desbalance no se escoge, entonces se
selecciona automaticamente
alpha = random.uniform(0.1, 0.5) # Desbalance escogido de

manera aletoria

Numeros_de_vertices_A = round(alpha * N) # Numero de vertices
en la parte A

Numeros_de_vertices_B = round((1 - alpha) *N) # Numero de
vertices en la parte B

Parte_menor = list(range(1l, Numeros_de_vertices_A+1)) # Lista
de la parte A de la particion del grafo bipartito completo

Parte_mayor = list(range(1l, Numeros_de_vertices_B+1)) # Lista

parte B de la particion del grafo bipartito completo

return N,Numeros_de_vertices_A,Numeros_de_vertices_B,

Parte_menor,Parte_mayor,alpha

Dado el grafo K,,,,, con n < m y partes A = {1,...,n} y B = {1,...,m},
procedemos a asignar el siguiente orden para las aristas de kK, ,,,. Para cada arista
ij € E(K,m) se le asigna la etiqueta con el numero (i — 1)(|B| 4+ j — 1). Para més
detalles considere el siguiente ejemplo: Sea el grafo Ky 3 de partes A = {1,2} y
B = {1, 2,3}, entonces las aristas del grafo K, 5 corresponden a {11, 12,21,22, 23}
y bajo nuestra asignacion poseen las siguientes etiquetas {0, 1,2, 3,4}. Teniendo en
cuenta esta asignacion, presentaremos la funcién que genera de manera aleatoria

caminos de largo maximo en el grafo K, ,,.

Listing 9.12: Funcién camino aleatorio
def camino_aleatorio(vertices):

# vertices: Valores obtenidos por la funcion vertices_K_n_m(

# vertices[1]: Cantidad de vertices de la parte A; |A]|
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# vertices[2]: Cantidad de vertices de la parte B; |B]|

# vertices[3]: Lista de los vertices de la parte A

# vertices[4]: Lista de los vertices de la parte B

aristas_camino = [] # Lista vacia que guarda las aristas
ordenadas del camino

parte_a = np.random.choice(vertices[3], vertices[1], replace=
False) # Permutacion de la lista de la parte A

parte_b = np.random.choice(vertices[4], vertices[1] + 1,

replace=False) # Permutacion de la lista de la parte B

for i in range(len(vertices[3])): #Las aristas se guardan de a
pares segun nuesta asignacion en una lista
arista_camino.append(int((parte_al[i] - 1) * vertices[2] +

parte_b[i] - 1))
arista_camino.append(int((parte_al[i] - 1) * vertices[2] +

parte_b[i + 1] - 1))

return camino_arista

La Funcidén camino_aleatorio recibe los valores proporcionados por la Funcién
vértices K, ,, y los utiliza para generar caminos aleatorios de largo méaximo. La
Funcién camino_aleatorio aplica permutaciones aleatorias a las listas generadas
por la Funcién vértices K, ,, (lineas 9 y 10), luego, las aristas son seleccionadas
por medio de las permutaciones tal y como se presento en el Capitulo 6.
Finalmente son guardadas a pares (esto es solo debido a detalles de eficiencia)
segun la asignacion definida anteriormente (lineas 12-14) en una lista llamada

aristas_camino.

Dado que al agregar un camino podemos semi-separar algunos elementos de
E(K,, ), debemos actualizar constantemente los arcos del digrafo auxiliar asociado,
borrando de ser necesario los arcos correspondientes. Para realizar esta accion,
aplicaremos el Lema 5.2, y de esta manera, calcular para cada e € E(K, )
las aristas que no se encuentran semi-separadas de e por el sistema de caminos
generado hasta ese momento por el Algoritmo 5. Dado que realizaremos esta

accion multiples veces definiremos la siguiente funcién de interseccion.
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Listing 9.13: Funcién interseccion
def interseccion(vecinos_no_semiseparadas, arista_del_camino):
#arista_del_camino; Arista del camino aleatorio
#vecinos_no_semiseparadas: Vecinos de la arista que aun no se

han semiseparado por el algoritmo

set_1 = set(vecinos_no_semiseparadas)

set_2 set(arista_del_camino)

return list(set_1.intersection(set_2))

Dado un camino P obteniendo por medio de la Funcién camino_arista,
para cada arista e € P aplicamos la Funcién interseccidn. La Funcidn
interseccidn recibe una arista y una lista vecinos_no_semiseparadas asociada
ala arista. La lista vecinos_no_semiseparadas corresponde a la lista de aristas
que se encuentran atn no semi-separadas de e por el sistema generado por el
Algoritmo 5. Luego esta funcién transforma las listas en arreglos tipo set para
realizar una interseccion entre ellos, se utilizo este tipo de arreglo debido a su

eficiencia.

9.2.2. Funciéon Algoritmo aleatorio

Para la implementacion del Algoritmo 5 primero ingresamos un camino aleatorio
P™(o, 1), luego, las aristas e € P"(o,7) son marcadas como cubiertas por este
camino (Linea 23) y generamos un diccionario con las aristas que no se encuentran
semi-separadas de e (Linea 24 ). Luego, el algoritmo se detiene cuando todas las
aristas de K, ,, fueron cubiertas (Linea 42) y en todos sus diccionarios respectivos
solo restan ellas en su interior (Linea 36). De esta manera, todos las aristas se
encuentran semi-separadas y por el Lema 5.2.3 se concluye que la familia de
caminos encontrada por el Algoritmo 5 es un sistema separador fuerte de caminos

de E(Kpm).

Listing 9.14: Funciéon Algortimo secuencial
def algoritmo_secunecial(vertices, intentos_de_busqueda):
# vertices: Valores obtenidos por la funcion vertices_K_n_m

# vertices[1]: Cantidad de vertices de la parte A; [A]
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# vertices[2]: Cantidad de vertices de la parte A; |B]|

# vertices[3]: Lista de los vertices de la parte A

# vertices[4]: Lista de los vertices de la parte B

#intentos_de_busqueda: Cantidad maxima de intentos para
encontrar un sistema separador fuerte

lista_inicial_de_aristas = (np.array(np.zeros(x[1]*x[2]), dtype
=bool)) # Lista que marca las aristas cubiertas por algun
camino

lista_inicial_de_aristas_semi_separadas = (up.array(np.zeros(x
[11*x[2]), dtype=bool)) # Lista que marca las aristas
semi_separadas

diccionario_vecinos = {} # Diccionario que guarda los vecinos
restantes por semi_separar de cada arista

arista_no_semiseparadas= x[1]*x[2] # cantidad de aristas no

semi-separadas

for i in range(intentos):
camino_por_agregar = caminos_aleatorios_dig(x) # Se escoge
el camino aletorio por medio de la funcion

camino_aleatorio

for arista in camino_por_agregar: # Actulizamos las

vecidades de cada arista en el camino

if not lista_inicial_de_aristas[aristal: # Primera
aparicion de la arista "e" en el algortimo
lista_inicial_de_aristas[arista] = True # Se marca
la arista "e"
diccionario_vecinos[arista] = np.array(
camino_por_agregar) # Se agrega el camino como

vecinos no semi-separados de "e"

else: # La arista "e" ya ha aparecido anteriormente en
el algortimo

if not lista_inicial_de_aristas_semi_separadasl[
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aristal]: # Se pregunta si la arista no esta ya

semiseparada del resto

valor_inicial = len(diccionario_vecinos[arista])
# Cantidad de vecinos aun por semi-separar

diccionario_vecinos[arista] = intersection(np.
array(camino_por_agregar),
diccionario_vecinos[arista])

# se intersecta los vecinos restantes por semi-

separar con el camino

if len(diccionario_vecinos[arista]) == 1: # Solo

resta ella misma en su lista

lista_inicial_de_aristas_semi_separadas[
arista] = True # Se marca la arista como
semi-separada

arista_no_semiseparadas -= 1 # Se actuliza el

contador de semi_separadas

diccionario_vecinos.pop(arista) #Dado que ya

esta semi_separada borramos su

informacion del diccionario

if arista_no_semiseparadas == 0: #si todas
las aristas estan semi_separadas entonces
encontramos un sistema separador fuerte

return x[0], x[1], x[2], i + 1

return 'no_separa_en_t+1_adiciones' # Advertencia: la cantidad

de intentos de busqueda no fueron suficientes.
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