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Caṕıtulo 1

Introducción

Una red booleana es un modelo matemático fundamental para representar sis-
temas dinámicos finitos [13], en los cuales cada variable del sistema toma úni-
camente dos valores, t́ıpicamente representados como 0 (inactivo) y 1 (activo).
Cada variable evoluciona en el tiempo de acuerdo con una regla lógica definida
por una función booleana, también denominada función de activación local.

Gracias a su simplicidad estructural y capacidad para capturar comportamientos
complejos, las redes booleanas han sido ampliamente utilizadas en distintas dis-
ciplinas como la bioloǵıa de sistemas [8, 14], la teoŕıa de la información [1], y los
sistemas sociales [11].

En particular, las redes booleanas han tenido un impacto significativo en el mode-
lamiento de redes regulatorias génicas (Gene Regulatory Networks, GRNs) [12],
donde cada nodo representa un gen, y las conexiones representan relaciones de
activación o inhibición. En este contexto, las redes booleanas han demostrado
ser especialmente útiles por su capacidad predictiva, facilidad de interpretación
y aplicabilidad en condiciones experimentales variadas.

Uno de los desaf́ıos centrales en este ámbito es el de inferir una red booleana a
partir de observaciones experimentales, por ejemplo, datos de expresión génica
discretizados a lo largo del tiempo. Este problema de inferencia de redes busca
determinar, dados ciertos patrones observados en el sistema, una red booleana
que sea compatible con ellos. En términos más concretos, la inferencia consiste
en reconstruir las funciones de activación local de cada nodo a partir de los
datos. Esta tarea se relaciona estrechamente con el estudio de funciones booleanas
parcialmente definidas (pdBf), una noción central en lógica y optimización [6, 5,
9].

Dentro de este marco, recientemente ha aumentado el interés en el estudio de redes
booleanas donde las funciones de activación local son unate, es decir, monótonas
creciente, monótonas decrecientes o constantes respecto a cada entrada de la fun-
ción. Este tipo de funciones refleja de forma más realista el comportamiento de
ciertos procesos biológicos, como la regulación génica [4, 14, 12]. Estas redes, co-
nocidas como redes regulatorias, son especialmente interesantes por su capacidad
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de modelado e interpretabilidad biológica. Además, la inferencia de funciones
booleanas unate ha sido abordada recientemente en el trabajo de tesis docto-
ral de Katerin De la Hoz et al. (2025) [7], en el cual se introduce el concepto
de discrepancia como herramienta para estudiar la compatibilidad de distintas
funciones unate con un conjunto de observaciones dados, ademas de presentar
una caracterización de funciones unate que pueden generar un cierto conjunto de
observaciones dado.

A lo largo del tiempo, se han propuesto diversos métodos computacionales para
abordar el problema de la inferencia de redes booleanas a partir de datos ex-
perimentales. Entre los enfoques más representativos se encuentran algoritmos
clásicos como REVEAL (Reverse Engineering Algorithm) [10], que utiliza teoŕıa
de la información para detectar dependencias entre variables, y Best-Fit Exten-
sion, que busca funciones booleanas que minimicen el error en tablas de verdad
generalizadas. Métodos más recientes, como MIBNI (basado en información mu-
tua) [3], GABNI (basado en algoritmos genéticos) [2], y ATEN (basado en árbo-
les AND/OR) [15], han sido diseñados para mejorar tanto la exactitud dinámica
(capacidad de reproducir correctamente los datos observados) como la corrección
estructural de la red inferida (similitud con la topoloǵıa real). Cada uno de estos
métodos enfrenta desaf́ıos propios, como el alto costo computacional, la sensibili-
dad al ruido en los datos, y la dificultad para resolver conflictos o inconsistencias
en observaciones reales [12].

A pesar de los avances, no existe aún un consenso sobre un método superior, y las
evaluaciones comparativas muestran que el desempeño de cada enfoque depende
fuertemente del contexto espećıfico y la naturaleza de los datos disponibles [12].
Por este motivo, la investigación en esta área sigue siendo activa, y se exploran
nuevas herramientas teóricas que podŕıan permitir avances significativos tanto en
el análisis como en la inferencia de estas redes.

El objetivo principal de esta tesis es abordar un problema espećıfico de inferencia:
Determinar si, dado un conjunto finito de puntos del espacio {0, 1}n, existe una
red regulatoria cuya dinámica contiene a dichos puntos como puntos periódicos y,
más aún, que sean los únicos puntos periódicos. Para ello, se recurre al concepto
de discrepancia y se busca explotar al máximo su potencial en el contexto de redes
regulatorias, un ámbito en el cual aún no ha sido suficientemente explorado.

El desarrollo de esta tesis se estructura de la siguiente forma. En el Caṕıtulo 2
se presentan las definiciones fundamentales relacionadas con funciones booleanas,
redes booleanas y compatibilidad. El Caṕıtulo 3 introduce formalmente la noción
de discrepancia, estudia sus propiedades combinatorias relevantes, y se ejempli-
fica su aplicación en problemas de inferencia. En el Caṕıtulo 4 se reformula el
problema de inferencia general para puntos periódicos en redes regulatorias y se
propone una metodoloǵıa constructiva con respecto a la discrepancia para obtener
soluciones no triviales. Finalmente, el Caṕıtulo 5 aborda el problema objetivo de
la tesis, aplicando los resultados obtenidos del caṕıtulo anterior, y se analiza un
caso particular para el cual se demuestra que no existe solución, lo cual evidencia
tanto la complejidad como las limitaciones del problema.
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Caṕıtulo 2

Definiciones y notación

En este caṕıtulo se presentan las definiciones y conceptos fundamentales que serán
utilizados a lo largo de la tesis. Estas nociones proporcionan el marco teórico
necesario para la formulación y comprensión de los resultados expuestos en los
caṕıtulos siguientes. Se incluyen definiciones básicas, propiedades relevantes y
notación estándar, con el objetivo de establecer una base rigurosa y coherente
para el desarrollo del trabajo.

2.1. Funciones Booleanas

Las funciones booleanas son un objeto central de estudio en diversas áreas de
la matemática y la computación. Formalmente, una función booleana es una
aplicación que asigna a cada combinación de valores binarios de entrada un valor
binario de salida.

Definición 2.1. Se denomina función booleana a cualquier aplicación f : {0, 1}n →
{0, 1}, donde n ≥ 1 indica el número de variables de entrada.

Toda función booleana puede representarse mediante expresiones lógicas com-
puestas por literales, que son simplemente variables booleanas o sus negaciones.
Estas expresiones suelen organizarse en forma de cláusulas, entendidas como dis-
yunciones (OR) o conjunciones (AND) de literales. Aśı, por ejemplo, una función
puede escribirse como una conjunción de disyunciones (forma normal conjuntiva,
CNF) o una disyunción de conjunciones (forma normal disyuntiva, DNF). Es-
tas representaciones permiten analizar propiedades estructurales y lógicas de las
funciones.

Estas funciones pueden clasificarse según ciertas propiedades estructurales. En
particular, atendiendo a cómo vaŕıa su valor de salida en función de los cambios
en la entrada, se puede decir lo siguiente:

Definición 2.2. Una función booleana f se dice monótona creciente con respecto
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a la variable i si, para todo x ∈ {0, 1}n, se tiene:

f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) ≤ f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn).

De manera análoga, f se dice monótona decreciente con respecto a la variable i
si:

f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) ≥ f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn).

Si f es monótona creciente para todo i ∈ [n] := {1, . . . , n}, f se dice función
monótona . Si para todo i ∈ [n], f es monótona creciente o monótona decreciente
con respecto a la variable i, se dice que f es una función unate.

2.2. Redes Booleanas

Una red booleana corresponde a un sistema dinámico finito en el cual cada nodo
representa una variable booleana y su estado se actualiza en tiempo discreto en
función de una colección de funciones booleanas F = (f1, . . . , fn), denominadas
funciones de activación local, donde para cada nodo i, fi : {0, 1}n → {0, 1}
representa la forma en que se actualiza el estado del nodo i en la red.

Similar a las funciones booleanas, las redes booleanas pueden ser clasificadas
según el tipo de funciones de activación local que esta posee:

Definición 2.3. Una red booleana F = (f1, . . . , fn) se denomina monótona si
todas sus funciones de activación local son funciones monótonas.

Asimismo, se dice que es regulatoria si todas sus funciones de activación local
son funciones unate.

Además de su estructura lógica, las redes booleanas pueden ser descritas mediante
su dinámica. En este contexto, la dinámica de una red booleana F corresponde a la
iteración sucesiva F . Formalmente, dada una red booleana F : {0, 1}n → {0, 1}n
y x0 ∈ {0, 1}n, la dinámica de F está descrita por:

∀t ∈ N0,∀x(t) ∈ {0, 1}n : x(t+ 1) = F (x(t)).

El conjunto {x(t)}t∈N0 = {F t(x0)}t∈N0 con x(0) = x0 se denomina órbita o tra-
yectoria de x0.

A partir de su dinámica, podemos definir ciertas estructuras o puntos de interés.

Definición 2.4. Para una red booleana F = (f1, . . . , fn) y la entrada x ∈ {0, 1}n.

x es un punto fijo si F (x) = x.

PF (F ) := {x ∈ {0, 1}n : F (x) = x}.
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x es un punto periódico si existe k ∈ N tal que F k(x) = x, en caso contrario
se denomina punto transiente. Se denomina al valor k como periodo.

Dado x punto periódico de periodo k ≥ 2. A la secuencia de valores x1x2 . . . xk

tales que x1 = xk = x y, para todo i ∈ {2, . . . , k − 1} F (xi) = xi+1, se de-
nomina como ciclo ĺımite.

Un atractor de la red es cualquier punto fijo o ciclo ĺımite de la red.

2.3. Compatibilidad

Uno de los conceptos fundamentales en los problemas de inferencia en redes
booleanas es el de compatibilidad. Este concepto establece una relación entre
una función booleana f : {0, 1}n → {0, 1} y un conjunto de observaciones
O ⊆ {0, 1}n × {0, 1} sobre el sistema. Intuitivamente, decimos que una función
es compatible con un conjunto de observaciones si, al evaluar dicha función sobre
cada punto observado, se obtienen los valores esperados según las observaciones.

Definición 2.5. Una función f : {0, 1}n → {0, 1} es compatible con el conjunto
de observaciones O ⊆ {0, 1}n × {0, 1} si para todo (x, t) ∈ O se cumple que
f(x) = t.

A partir del conjunto de observaciones, se definen dos conjuntos de interés:
F (0) := {x : (x, 0) ∈ O} y F (1) := {x : (x, 1) ∈ O}. Se asume F (0) ∩ F (1) = ∅.
Luego podemos derivar una definición análoga de compatibilidad para los con-
juntos F (0) y F (1).

Definición 2.6. Una función f : {0, 1}n → {0, 1} es compatible con los conjuntos
F (0) y F (1) si para todo y ∈ F (0), f(y) = 0 y para todo z ∈ F (1), f(z) = 1.

Más aún, de ambas definiciones se puede inferir el siguiente resultado.

Proposición 2.7. Dado el conjunto de observaciones O ⊆ {0, 1}n × {0, 1} y los
conjuntos F (0), F (1) asociados. Una función f : {0, 1}n → {0, 1} es compatible
con O si y solo si f es compatible con F (0) y F (1).
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Caṕıtulo 3

Matrices de Discrepancia

En este caṕıtulo nos enfocaremos en el concepto de discrepancia, introducido en
[7], para abordar los problemas de inferencia con respecto a redes regulatorias.
En particular, introduciremos la matriz de discrepancia asociada a conjuntos de
observaciones y con ello propiedades interesantes que nos permitan caracterizar el
tipo de matrices obtenidas. Además, mostraremos se utiliza la discrepancia para
decidir cuando una función booleana f es unate.

3.1. Discrepancia

En las redes regulatorias, las funciones de activación local pueden presentar com-
portamientos tanto crecientes como decrecientes. En este contexto, la noción de
discrepancia surge de manera natural como una herramienta para resumir estas
tendencias en cada nodo. En primer lugar, se define la discrepancia con respecto
a un par de vectores.

Definición 3.1. Dados a, b ∈ {0, 1}n se define la discrepancia entre a y b como
el vector de signos △(a, b) ∈ {+,−, 0}n donde:

∀i = 1, . . . , n, △(a, b)i :=


+ si ai = 0 ∧ bi = 1,
− si ai = 1 ∧ bi = 0,
0 si ai = bi.

Ejemplo 3.2. Sean a = (0, 1, 1, 0) y b = (1, 0, 1, 0), entonces

△(a, b) = [△(a, b)1 △(a, b)2 △(a, b)3 △(a, b)4]

= [+ − 0 0].

Observación 3.3. △(a, b) coincide con el resultado de b − a, reemplazando los
valores −1 y 1 por − y + respectivamente.

Ahora bien, esta definición se puede generalizar para conjuntos de vectores, a lo
cual denominaremos matriz de discrepancia.

9



Definición 3.4. Sean A = {a1, . . . , as} y B = {b1, . . . , bt} conjuntos de vectores
de {0, 1}n, tal que A∩B = ∅. Se define la matriz de discrepancias con respecto a
A y B como la matriz de signos ∆A,B ∈ Mst×n({+,−, 0}), como sigue:

∆A,B :=



△(a1, b1)
△(a1, b2)

...
△(a1, bt)

...
△(as, bt)


O bien, definida elemento a elemento

(∆A,B)(i,j) = △(a⌈
i
t
⌉, br)j

donde r ∈ {0, 1, . . . , t− 1} corresponde al resto de i
t
, considerando que b0 = bt.

Ejemplo 3.5. Sean A = {(0, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 1)} y B = {(1, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1)},
entonces:

∆A,B =


+ 0 0 0
+ − 0 0
0 0 − 0
0 − − 0


La condición A ∩ B = ∅ es necesaria para que los resultados puedan ser inter-
pretables para una función booleana f . Es importante notar que la estructura de
la matriz va a depender del orden en el que se computen las discrepancias, por
lo tanto para un par de conjuntos pueden haber varias matrices de discrepancia
asociada. Para efectos del caṕıtulo, consideraremos siempre el orden impuesto en
3.4.

La discrepancia es una herramienta bastante reciente, y como tal no se tiene
muchos resultados que puedan ser de utilidad al momento de abordar problemas,
es por ello que es de interés el estudiar este tipo de matrices. De la definición 3.1
podemos inferir un par de observaciones con respecto a la discrepancia entre dos
vectores.

Observación 3.6. Sean a, b, c, d ∈ {0, 1}n, se tiene que

a) Si a ̸= b entonces △(a, b) ̸= △(b, a).

b) Si △(a, b) = △(c, d) ∈ {−,+}n, entonces a = c y b = d.

c) Si para i ∈ [n], △(a, b)i ̸= △(c, d)i ∈ {−,+}, entonces ai ̸= ci y bi ̸= di.

d) Si para i ∈ [n], ai = ci, entonces △(a, b)i y △(c, d)i no pueden ser signos
contrarios.
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Al momento de computar las discrepancias entre dos conjuntos de vectores se
puede dar que en la matriz de discrepancia hayan filas repetidas. En este caso,
podemos decir lo siguiente con respecto a los pares de vectores que originan tal
vector de signos.

Proposición 3.7. Sean a, b, c ∈ {0, 1}n. Si △(a, b) = △(a, c) entonces b = c,
análogamente, si △(b, a) = △(c, a), entonces b = c.

Demostración. Si △(a, b) = △(a, c), por definición 3.1 para cada i ∈ [n] se tiene
que △(a, b)i = △(a, c)i = xi, con xi = {+,−, 0}, pero también se sigue que
para cualquier xi existe un único valor yi ∈ {0, 1} tal que, considerando y =
(y1, y2, . . . , yn), △(a, y)i = xi, luego necesariamente b = c = y. El razonamiento
para el segundo caso es análogo.

Como los conjuntos A y B no repiten vectores, necesariamente si existen filas re-
petidas en la matriz ∆A,B entonces son generadas por distintos pares de vectores.
Del resultado anterior se puede desprender una relación entre la multiplicidad de
las filas de la matriz de discrepancia y el tamaño de los conjuntos que la generan,
sin embargo primero consideremos el siguiente resultado.

Proposición 3.8. Sea r ∈ {+,−, 0}n tal que k > 0 de sus coordenadas son 0,
entonces existen 2k pares de vectores distintos tales que su discrepancia es r.

Demostración. Sea r = (r1, . . . , rn) como en el enunciado. Como la discrepancia
es independiente con respecto a las coordenadas, entonces cada valor ri se puede
representar como la discrepancia entre dos valores ai, bi ∈ {0, 1}.
Para ri = − o ri = + esta representación es única, pero si ri = 0 se tienen
dos asignaciones distintas, pues por definición 3.1 se tiene que ai = bi, luego,
ai = bi = 0 o ai = bi = 1.

Como por cada valor de 0 podemos construir dos pares de vectores cuya discre-
pancia es f , entonces si f tiene k > 0 coordenadas con signo 0, podemos construir
a lo más 2k pares de vectores, todos distintos, tales que su discrepancia sea r.

Ejemplo 3.9. Consideremos f = (+,−,+, 0, 0), luego

△((0, 1, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 1, 1)) = f,

△((0, 1, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 0)) = f,

△((0, 1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 1, 0)) = f,

△((0, 1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0, 1)) = f.

Si una fila tiene pocos signos 0 se puede esperar que no se repita muchas veces,
sin embargo la cantidad escala de manera exponencial con respecto a la cantidad
de signos 0, lo que da lugar al siguiente resultado que permite limitar la cantidad
de repeticiones que admite una matriz de discrepancia.

11



Proposición 3.10. Sean A,B ⊆ {0, 1}n, A ∩ B = ∅ y ∆A,B su matriz de dis-
crepancia de m filas. Sea f una fila de ∆A,B, si f se repite r veces entonces se
verifica:

(i) r ≤
√
m,

(ii) r ≤ 2z, con z la cantidad de signos 0 en f .

Demostración. Sean A,B ⊆ {0, 1}n tales que A∩B = ∅. Si f es una fila de ∆A,B,
entonces por definición 3.1 existen a1 ∈ A y b1 ∈ B tal que △(a1, b1) = f .

Si f se repite r veces, por proposición 3.7 entonces deben existir a2, a3, . . . , ar ∈ A
y b2, b3, . . . , br ∈ B, todos distintos, tales que △(ai, bi) = f para todo i ∈
{1, . . . , r}. Luego |A|, |B| ≥ r. Aśı, si r >

√
m, entonces |A|, |B| >

√
m y

|A||B| > m, pero |A||B| corresponde al número de filas de ∆A,B, por lo tanto
necesariamente r ≤

√
m

Por otro lado, sea z la cantidad de signos 0 en f . Si r > 2z, entonces por propo-
sición 3.8 necesariamente existen p ̸= q ∈ {1, . . . , r} tales que ap = aq y bp = bq,
luego A y B repiten vectores, por lo tanto necesariamente r ≤ 2z.

En consecuencia podemos acotar el tamaño de los conjuntos que generan una
matriz de discrepancia.

Corolario 3.11. Sean A,B ⊆ {0, 1}n, A ∩B = ∅ y f ∈ {+,−, 0} tales que f se
repite r veces en ∆A,B, entonces |A|, |B| ≥ r.

El siguiente resultado se relaciona al orden establecido en la definición 3.4 con
respecto a la periodicidad de la repetición de filas.

Proposición 3.12. Sea M ∈ Mm×n({+,−, 0}) tal que contiene una fila que
se repite al menos 3 veces de manera consecutiva, entonces M no es matriz de
discrepancias.

Demostración. Sea M como en el enunciado, consideremos f como la fila que se
repite. Supongamos que M es matriz de discrepancias, es decir, existen A,B ⊆
{0, 1}n, con A ∩ B = ∅ tal que M = ∆A,B. Por proposición 3.7 podemos inferir
que existen al menos x, y, z ∈ A y r, s, t ∈ B, todos distintos, tal que △(x, r) =
△(y, s) = △(z, t) = f , luego por corolario 3.11 |A|, |B| ≥ 3. Sin perdida de
generalidad, consideremos el siguiente orden:

M =


...

△(x, r)
△(y, s)
△(z, t)

...


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Por definición 3.4 sabemos que la matriz M se construye, para cada vector en A,
computando su discrepancia con todos los vectores en B, luego dada la forma de
M podemos inferir que solo hay 1 discrepancia que involucra al vector y, lo cual
contradice que |B| ≥ 3.

De la definición 3.4 también se tiene la condición A ∩B = ∅ sobre los conjuntos.
Si este no fuera el caso, al momento de computar las discrepancias entre los
conjuntos por definición 3.1 se tendŕıa como resultado al menos un vector con
solo signos 0, lo cual nos da una condición necesaria para que una matriz de
signos pueda ser de discrepancia.

Proposición 3.13. Sea M ∈ Mm×n({+,−, 0}). Si M es matriz de discrepancia
para algún par de conjuntos A,B, entonces M no contiene fila de signos 0.

Hasta este punto se tienen resultados con respecto a las filas de la matriz de
discrepancias, sin embargo también se pueden obtener resultados considerando
las columnas.

Proposición 3.14. Sean A,B ⊆ {0, 1}n con A ∩ B = ∅. Si ∆A,B es tal que al
menos una de sus columnas solo contiene signos 0, entonces existen C ̸= A y
D ̸= B conjuntos de vectores tales que ∆A,B = ∆C,D.

Demostración. Sea ∆A,B tal que la k-ésima columna solo contiene signos 0, en-
tonces por definición 3.4 para todo vector a ∈ A y b ∈ B se tiene que ak = bk,
si no, existen vectores tal que su discrepancia en la k-ésima coordenada da como
resultado + o −. Luego, definiendo los conjuntos C y D como los vectores de A y
B, respectivamente, pero cambiando el valor de su k-ésima coordenada, se tiene
que ∆C,D = ∆A,B.

Ejemplo 3.15. Sean A = {(0, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 1)}, B = {(1, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1)},C =
{(0, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 0)}, D = {(1, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0)}, entonces

∆C,D = ∆A,B =


+ 0 0 0
+ − 0 0
− 0 − 0
0 − − 0


Si consideramos conjuntos A,B ⊆ {0, 1}n, con A ∩ B = ∅, tales que fijamos el
valor de la k-ésima entrada de los vectores de A o bien de B, por el cuarto punto
de la observación 3.6 entonces en la k-ésima columna de ∆A,B no podŕıan haber
signos contrarios, es decir, no podŕıan aparecer los signos + y − simultáneamente.
Esto se debe a que las discrepancias que generan esos signos requieren necesaria-
mente valores distintos en esa coordenada, lo cual no puede ocurrir si uno de los
conjuntos tiene esa coordenada fija.

Esto sugiere que, si en cada columna de una matriz de signos no aparecen signos
contrarios, entonces es posible que esa matriz haya sido generada por compa-
rar todos los vectores de un conjunto con un único vector del otro conjunto.
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La siguiente proposición formaliza esta idea, caracterizando aquellas matrices de
discrepancia ∆A,B donde uno de los conjuntos tiene tamaño 1.

Proposición 3.16. Sea M ∈ Mm×n({+,−, 0}) tal que:

(i) Cada fila de M tiene al menos un signo distinto de 0,

(ii) M no tiene filas repetidas y

(iii) para toda columna k, ∄i ̸= j : Mik = − ∧Mjk = +.

Entonces existen A,B ⊆ {0, 1}n, con A ∩ B = ∅ y |A| = 1, o bien |B| = 1, tal
que M = ∆A,B.

Demostración. Sea M·k una columna arbitraria de M . Supongamos sin perdida
de generalidad que M·k solo contiene signos + y 0. Consideremos ak = 0 y el
conjunto Bk = {b1k, . . . , bmk } donde:

bik =

{
0 si Mik = 0
1 si Mik = +

Luego ∆ak,Bk = M·k. Se puede obtener un resultado similar considerando bk = 1
y un conjunto Ak = {a1k, . . . , amk } donde:

aik =

{
0 si Mik = +
1 si Mik = 0

Luego ∆Ak,bk = M·k.

El razonamiento es análogo si la columna solo contiene signos 0 y−. Consideremos
para cada columna las discrepancias de la forma ∆ak,Bk , luego[

∆a1,B1 ∆a2,B2 . . . ∆an,Bn

]
= M

Aśı, los conjuntos A,B ⊆ {0, 1}n dados por

A := {x ∈ {0, 1}n : xi = ai,∀i ∈ [n]}.
B := {x ∈ {0, 1}n : x = (bj1, . . . , b

j
n), j ∈ [m]}.

Son tales que ∆A,B = M , con A∩B = ∅ y |A| = 1. Considerando las discrepancias
de la forma ∆Ak,bk de manera análoga obtenemos conjuntos A,B tales que ∆A,B =
M , A ∩B = ∅ y |B| = 1.

La condición de que M no tenga fila con solo signos 0 y que no se repitan filas es
necesaria para que los conjuntos estén bien definidos y que alguno tenga tamaño
1.
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Si no fijáramos las entradas de los vectores, se podŕıa dar el caso de que algu-
na columna de ∆A,B si contenga signos contrarios. Para este caso, se propone
seccionar la matriz buscando que cada submatriz obtenida no tenga signos con-
trarios por columna ni repita filas. Si este es el caso, entonces cada submatriz
cumple las condiciones dadas en la proposición 3.16 y por ende cada una seria
una matriz de discrepancia, sin embargo no necesariamente la unión de estas sub-
matrices es una matriz de discrepancia. Por ejemplo, consideremos los conjuntos
A,B,C,D ⊆ {0, 1}n, todos distintos, y definamos la matriz de signos M como:

M =

[
∆A,B

∆C,D

]
Dado que A y C son distintos, entonces existe a ∈ A y d ∈ D tal que △(a, d)
no es una fila de ∆A,B ni de ∆C,D, luego M no es matriz de discrepancia de los
conjuntos (A ∪ C) y (B ∪ D). En lo siguiente, introduciremos los conceptos de
cajón y complemento por signos, los cuales nos permitirán dar condiciones sobre
las cuales la unión de matrices de discrepancia si es una matriz de discrepancia.

Definición 3.17. Sea M ∈ Mm×n({+,−, 0}) y sea Mj· la j-ésima fila de M .
Sean p, q ∈ N tal que m = pq, se define el i-ésimo cajón de tamaño q de M como

Ai,q =

 Mq(i−1)+1·
...

Mq(i−1)+q·


Donde 1 ≤ i ≤ p.

Definición 3.18. Sea u ∈ {0,+}m×1. Se define el complemento por signos de u,
u ∈ {−, 0}m×1, como

∀ 1 ≤ j ≤ m, uj =

{
− si uj = 0,
0 si uj = +.

El complemento para u ∈ {−, 0}m×1, u ∈ {0,+}m×1, se define análogamente. Si
u = (0, 0, . . . , 0), tanto (+,+, . . . ,+) como (−,−, . . . ,−) son sus complementos.

Proposición 3.19. Sea u una columna de m filas que no contiene signos contra-
rios, tal que por proposición 3.16 u = ∆a,B, con B = {b1, . . . , bm} y a, b1, . . . , bm ∈
{0, 1}, entonces u = ∆a′,B, con a′ = 1− a

Demostración. Supongamos sin perdida de generalidad que u solo contiene va-
lores en {0,+}, luego a = 0 (si no, a = 1). De la definición 3.18 se tiene, para
u

∀1 ≤ j ≤ m, uj =

{
− si uj = △(a, bj) = 0,
0 si uj = △(a, bj) = +.
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Luego, de la definición 3.1 se tiene que:

∀1 ≤ j ≤ m, uj =

{
− si bj = 0,
0 si bj = 1.

Aśı, considerando ∆(a′, bj) = uj, necesariamente se tiene que a′ = 1. Luego, como
se cumple para todo j, se tiene que u = ∆a′,B, con a′ = 1 = 1−a. El caso cuando
u contiene valores en {−, 0} es análogo, considerando a = 1.

Finalmente, con estos conceptos podemos dar la siguiente caracterización para
matrices de discrepancia.

Teorema 3.20. Sea M ∈ Mm×n({+,−, 0}) sin filas de 0. M es matriz de dis-
crepancias si y solo si existe 1 ≤ i ≤ m tal que, para todo 1 ≤ k ≤ n y para
q = m

i

(i) ∀ 1 ≤ j, t ≤ q, Aj,i ̸= At,i,

(ii) ∀ 1 ≤ j ≤ q, Aj,i no tiene filas repetidas ,

(iii) ∀ 1 ≤ j ≤ q, Aj,i
·k no contiene signos contrarios y

(iv) ∀ 1 ≤ j, t ≤ q, Aj,i
·k = At,i

·k o bien Aj,i
·k = At,i

·k .

Demostración. Sea M ∈ Mm×n({+,−, 0}) matriz de discrepancias, entonces por
definición 3.4 existen A,B ⊆ {0, 1}n, con A∩B = ∅ tal que M = ∆A,B. Tomando
i = |B|, se tiene que para todo 1 ≤ j < q = m

i
el j-ésimo cajón de tamaño i de M,

Aj,i, corresponde a la discrepancia entre todos los vectores de B con el j-ésimo
vector de A, es decir, Aj,i = ∆aj ,B. Como B no repite vectores, entonces ningún
cajón repite filas, por otro lado como A no repite vectores, entonces para cada
par de cajones estos difieren en al menos una columna. Para cada j, la k-ésima
columna del cajón Aj,i está dada por:

Aj,i
·k =

 △(ajk, b
1
k)

...

△(ajk, b
i
k)

 .

Luego, como para todas las discrepancias la primera entrada coincide, la columna
no admite signos contrarios.

Sean j ̸= t ∈ {1, . . . , q}, consideremos los cajones ∆aj ,B = Aj,i y ∆at,B = At,i .

Para cada k, si ajk = atk, entonces A
j,i
·k = Ak,i

·k , si no, a
j
k ̸= atk, luego ajk = 1− atk y,

por proposición 3.19, se tiene que Aj,i
·k = Ak,i

·k .

Sea ahora M ∈ Mm×n({+,−, 0}). Supongamos que existe i tal que M cumple
con (i), (ii), (iii) y (iv). De (ii) y (iii) se tiene que, por proposición 3.16, para
cada j ∈ {1, . . . , q} existe, sin perdida de generalidad, un elemento aj ∈ {0, 1} y
un conjunto Bj ⊆ {0, 1}n, con |Bj| = i, tal que Aj,i = ∆aj ,Bj .
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Sean Aj,i, At,i dos cajones distintos de M . De (iv) se tiene que, para todo 1 ≤
k < n, Aj,i

·k = At,i
·k o bien Aj,i

·k = At,i
·k .

Supongamos que Aj,i
·k = At,i

·k , luego ∆ajk,B
j
k
= ∆atk,B

t
k
, donde Bj

k corresponde a los

valores en la k-ésima coordenada de cada vector en Bj. Si ajk = atk, entonces por
proposición 3.7 se tiene Bj

k = Bt
k.

Si ajk ̸= atk, entonces necesariamente Bj
k ̸= Bt

k, pues discrepancias que difieren en
la primera entrada no pueden resultar en el mismo signo. Aśı, como las discre-
pancias difieren en ambas entradas, por definición 3.1 la única forma en que los
resultados sean iguales es que Aj,i

·k = At,i
·k = 0, con 0 la columna de solo signos

0. Luego se tiene que todos los valores en Bj
k y Bt

k deben ser iguales a ajk y atk,
respectivamente. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos cambiar el
valor de ajk, y por ende de toda la columna Bj

k, a conveniencia para que ajk = atk
y Bj

k = Bt
k sin modificar la matriz M .

Ahora bien, si Aj,i
·k = At,i

·k , considerando que At,i
·k = ∆(atk, B

t
k) y que no contiene

signos contrarios, entonces por proposición 3.19 se tiene que Aj,i
·k = ∆(1−atk, B

t
k).

En resumen, podemos tomar Bj
k = Bt

k y por arbitrariedad de k se tiene que
Bj = Bt. Dado que se cumple para cualquier par de cajones, se tiene que existe
B ⊆ {0, 1}n con |B| = i que verifica

∀ 1 ≤ j ≤ q : Aj,i = ∆(aj, B).

De (i) se tiene que no hay cajones repetidos, por ende para todo j ̸= k ∈ {1, . . . , q}
se tiene que aj ̸= ak. Aśı, definiendo A ⊆ {0, 1}n como

A =

q⋃
j=1

aj.

se tiene que |A| = q, luego |A||B| = m y como M no contiene filas de 0, entonces
podemos concluir que M = ∆A,B

3.2. Aplicaciones

Dado un conjunto de observacionesO ⊆ {0, 1}n×{0, 1} y los conjuntos F (0), F (1) ⊆
{0, 1}n asociados a estas observaciones introducidos en la definición 2.6. Se plan-
tea el siguiente problema:

Problema 1 (Problema de compatibilidad en funciones unate). Dados
F (0), F (1) ⊆ {0, 1}n ¿Existe una función unate f compatible con F (0) y F (1)?

Este corresponde a un problema de inferencia en funciones booleanas, el cual ha
sido abordado en el trabajo de tesis doctoral de Katerin De la Hoz et al. (2025) [7].
En esta sección mostraremos las principales herramientas que fueron utilizadas
en dicho trabajo, las cuales serán fundamentales para posteriores caṕıtulos.
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Consideremos una función booleana unate f . Como para cada entrada de la
función la dinámica puede ser creciente o decreciente, se define el vector de signos
Σ(f) ∈ {−,+, 0}n, denominado como vector de influencia, para visualizar de
mejor manera las distintas dinámicas asociadas a la función. En este vector, la
i-ésima entrada es + si la dinámica es creciente, − si la dinámica es decreciente
y 0 si la dinámica es constante.

Se introduce ahora la noción de cobertura de un vector de signos con respecto a
la matriz ∆F (0),F (1).

Definición 3.21. Dado un vector de signos Σ ∈ {−,+, 0}n, se dice que Σ cubre
a la matriz ∆F (0),F (1) si, para toda fila r de dicha matriz, existe un ı́ndice j ∈ [n]
tal que Σj = rj.

Es razonable suponer que, si f es compatible con F (0) y F (1), entonces su vector
de signos Σ(f) debe tener alguna relación con la matriz ∆F (0),F (1). En efecto, en
el trabajo de Katerin De la Hoz et al. (2025) [7] se establece formalmente esta
relación:

Proposición 3.22 (Ver Anexo). Sean F (0), F (1) ⊆ {0, 1}n. Si f es una función
unate compatible con F (0) y F (1), entonces Σ(f) cubre la matriz ∆F (0),F (1).

Surge entonces la pregunta inversa ¿Es posible construir una función unate com-
patible a partir de un vector de signos que cubre ∆F (0),F (1)? En el trabajo de
Katerin De la Hoz et al. (2025) se responde afirmativamente mediante la cons-
trucción expĺıcita de funciones a partir de un vector de signos Σ que cumple dicha
propiedad.

Definición 3.23. Dados F (0), F (1) ⊆ {0, 1}n y un vector de signos Σ ∈ {−,+, 0}n
que cubre ∆F (0),F (1), se definen las funciones f ↓Σ(x) y f ↑Σ(x) como:

f ↓Σ(x) :=
∨

z∈F (1)

Cz, f ↑Σ(x) := 1−
∨

t∈F (0)

C ′
t,

donde

Cz :=
∧
zj=1
Σj=+

xj ∧
∧
zj=0
Σj=−

¬xj, C ′
t :=

∧
tj=1
Σj=−

xj ∧
∧
tj=0
Σj=+

¬xj.

Cuando no haya ambigüedad, denotaremos estas funciones simplemente como
f ↓(x) y f ↑(x). En el trabajo de Katerin De la Hoz et al. (2025) [7] se demuestra
lo siguiente.

Proposición 3.24. Las funciones f ↓(x) y f ↑(x) son unates y compatibles con
los conjuntos F (0) y F (1).

Esto permite enunciar el siguiente teorema de existencia:
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Teorema 3.25. Existe una función unate compatible con F (0) y F (1) si y solo
si existe un vector de signos que cubre la matriz ∆F (0),F (1).

Todas las demostraciones de los resultados anteriores se encuentran detalladas en
el Anexo.

19



Caṕıtulo 4

Inferencia en Redes Regulatorias

En caṕıtulos anteriores discutimos los problemas de inferencia de funciones boo-
leanas para conjuntos de observaciones de la forma O ⊂ {0, 1}n × {0, 1}, los
cuales han sido objeto de un análisis detallado en [7], en el cual se caracteriza
su compatibilidad mediante herramientas derivadas de la discrepancia. Un paso
natural es generalizar la noción de compatibilidad al contexto de redes booleanas.

Definición 4.1. Sea Ô ⊆ {0, 1}n × {0, 1}n un conjunto de observaciones y F =
(f1, . . . , fn) una red booleana. Diremos que F es compatible con Ô si para todo
(x, y) ∈ Ô, F (x) = y.

Aśı, se puede definir el siguiente problema general:

Problema 2 (Problema de Compatibilidad para redes Regulatorias).
Dado un conjunto de observaciones Ô ⊆ {0, 1}n ×{0, 1}n ¿Existe red regulatoria
compatible con Ô?

Este problema extiende directamente el problema de funciones unate visto en el
caṕıtulo anterior, ya que una red F regulatoria compatible con Ô corresponde
con que cada función de activación local sea unate y compatible con su respectivo
conjunto de observaciones.

Esta formulación permite abordar problemas más complejos como el siguiente:

Problema 3 (Problema de Inferencia de puntos periódicos en redes
regulatorias). Dado un conjunto de puntos X ⊆ {0, 1}n ¿Existe red regulatoria
F tal que cada punto de X sea un punto periódico de F?

Notemos que la red booleana I : {0, 1}n → {0, 1}n tal que I(x) = x, para todo
x ∈ {0, 1}n, es una solución trivial del problema 3. Esto dado que I es regulatoria
y todo vector x ∈ {0, 1}n es punto fijo de la red. Por otro lado, en [16] se construye
otra solución en la cual todos los puntos de {0, 1}n pertenecen a un único ciclo
ĺımite, luego todos son puntos periódicos.

Ambas soluciones satisfacen que los puntos de X sean puntos periódicos, pero son
soluciones que en la práctica dan poca información puesto que todos los puntos
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son periódicos. Esto motiva la búsqueda de otras soluciones más naturales o
ajustadas al problema 3 distintas de la red identidad y de la red presentada en
[16].

4.1. Reformulación del Problema 3

Para hallar otras soluciones, reformularemos el problema 3 como un problema de
inferencia en redes regulatorias. El objetivo es utilizar las herramientas relacio-
nadas a las matrices de discrepancia formalizadas en el capitulo anterior.

Dada F : {0, 1}n → {0, 1}n una red regulatoria y X ⊆ {0, 1}n un conjunto de
puntos. Consideremos el conjunto de observaciones Ô ⊆ {0, 1}n × {0, 1}n dado
por:

Ô := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ {0, 1}n}.

Si F es solución del problema 2, vale decir, es compatible con Ô, esto no necesa-
riamente implica que los puntos de X son puntos periódicos, pues a menos que
sean puntos fijos, su periodicidad podŕıa depender de puntos fuera de X, como
se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2. Consideremos n = 3, el conjunto X = {000, 001, 010} y el con-
junto de observaciones Ô dado por:

Ô = {(000, 000), (001, 001), (010, 101)}.

Consideremos las redes booleanas F y G dadas por:

F (x) =((x1 ∧ (x2 ∨ ¬x3)) ∨ (x2 ∧ ¬x3), (x1 ∧ (x2 ∨ x3)) ∨ (x2 ∧ x3),

(x2 ∧ (¬x1 ∨ x3)) ∨ (¬x1 ∧ x3))

G(x) =(x1 ∨ (x2 ∧ ¬x3), x2 ∧ (x1 ∨ x3), x3 ∨ (x2 ∧ ¬x1))

Consideremos también la tabla de valores:

x F (x) G(x)
000 000 000
001 001 001
010 101 101
011 011 011
100 100 100
101 010 101
110 110 110
111 111 111

De su definición y la tabla de valores, F y G son redes booleanas regulatorias que
son compatibles con Ô. Tanto en F y en G los puntos 000, 001 son puntos fijos.
Por otro lado, en F el punto 010 es punto periódico pues pertenece al ciclo ĺımite
010− 101− 010, sin embargo en G el punto 010 no tiene preimágenes, por ende
no es punto periódico.
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Para evitar estos casos, consideremos conjuntos de observaciones de la siguiente
forma:

Oπ = {(x, π(x)) : x ∈ X ∧ π : X → X es permutación}.

De este modo se garantiza que, si existe una red regulatoria G compatible con
Oπ, entonces X son puntos periódicos de G, ya que toda permutación sobre un
conjunto finito se puede descomponer en ciclos disjuntos, por ende los puntos de
X en G son puntos fijos o forman ciclos ĺımites.

Aśı, podemos definir el siguiente problema derivado del problema 2:

Problema 4 (versión restringida del problema 2). Dado el conjunto de puntos
X ⊆ {0, 1}n¿Existe una permutación π sobre X y una red regulatoria F tal que
F sea compatible con el conjunto de observaciones Oπ = {(x, π(x)) : x ∈ X}?

Se sigue que, si una red F es solución del problema 4, entonces F también es so-
lución del problema 3. Consideremos ahora las funciones f1, f2, . . . , fn : {0, 1}n →
{0, 1} como las funciones de activación local de F . Se sigue que, para todo
x ∈ {0, 1}n:

F (x) = y = (y1, y2, . . . , yn) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)).

Aśı, definiendo para cada i ∈ [n] el conjunto de observacionesOπ
i ⊆ {0, 1}n×{0, 1}

como:
Oπ

i = {(x, π(x)i) : x ∈ X ∧ π : X → X es permutación}.

Se tiene que, si F = (f1, . . . fn) es compatible con Oπ entonces fi es compatible
con Oπ

i para cada i ∈ [n]. La implicancia inversa se se tiene de manera natural,
lo que motiva la siguiente observación.

Observación 4.3. La red booleana F = (f1, . . . , fn) es compatible con Oπ ⇐⇒
fi es compatible con Oπ

i para todo i ∈ [n].

Y finalmente definiendo los conjuntos F π
i (0), F

π
i (1) como sigue:

F π
i (0) = {x ∈ X : π(x)i = 0}, F π

i (1) = {x ∈ X : π(x)i = 1}.

De la proposición 2.7, podemos reescribir el problema 4 como un problema de
múltiples funciones booleanas:

Problema 5 (Reformulación del Problema 4). Dado el conjunto de puntos X ⊆
{0, 1}n ¿Existe una permutación π sobre X y, para cada i ∈ [n], una función
unate fi compatible con F π

i (0) y F π
i (1)?

De esta manera, a pesar de ser un problema de inferencia en redes booleanas, este
puede traducirse a problemas de inferencia de funciones booleanas y por ende se
pueden aplicar las herramientas relacionadas a la discrepancia.

Si consideramos una permutación trivial, vale decir, π(x) = x para todo x ∈ X,
entonces la red identidad es compatible con Oπ, luego también es solución del
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problema 5. Por otro lado, dado que la dinámica de la red regulatoria planteada
en [16] consiste de un único ciclo ĺımite, entonces no existe π que admita esta red
como solución del problema 5, salvo que X = {0, 1}n. Por ello, para encontrar
soluciones del problema 3 distintas de las ya mencionadas, consideraremos el
siguiente problema derivado del problema 5:

Problema 6 (Versión restringida del problema 5). Dado el conjunto de puntos
X ⊂ {0, 1}n ¿Existe una permutación π de X distinta de la trivial y, para cada
i ∈ [n], una función unate fi compatible con los conjuntos F π

i (0) y F π
i (1)?

4.2. Solución del Problema 6

Sea X ⊂ {0, 1}n con |X| = p. Supongamos que p = 1. Consideremos X = {u},
luego Oπ = {(u, u)} para todo π. Consideremos la red booleana G : {0, 1}n →
{0, 1}n dada por:

∀x ∈ {0, 1}n, G(x) = u.

G es red regulatoria, puesto que al ser red constante cada función de activación
local es constante y por ende unate. Más aún, u es punto fijo de G, por lo tanto
la red constante G es solución al problema 6.

Proposición 4.4. El problema 6 tiene solución para todo subconjunto unitario
de {0, 1}n.

Supongamos que 2 ≤ |X| = p ≤ n. Sean a, b ∈ X, se define la distancia de
Hamming entre a y b, dH(a, b), como la cantidad de coordenadas en las que
difieren, vale decir

dH(a, b) := |{i ∈ [n] : ai ̸= bi}|.

Al conjunto de coordenadas en las cuales estos puntos difieren lo denotaremos
comoD(a, b) = {i ∈ [n] : ai ̸= bi}. A continuación mostraremos que, considerando
π′ como una permutación trivial e intercambiando las imágenes de dos puntos que
maximicen la distancia de Hamming, vale decir, si a, b ∈ X son un par de esos
puntos,

π′(x) =


x si x ∈ X\{a, b},
b si x = a,
a si x = b.

entonces, el problema 6 tiene solución para todo X con 2 ≤ p < n .

Para ilustrar esto, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5. Para X = {0000, 1001, 0111, 1010}, notemos que los puntos 0000
y 0111 maximizan la distancia de Hamming, luego:

Oπ′
= {(0000, 0111), (1001, 1001), (0111, 0000), (1010, 1010)}.
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Tenemos que D(a, b) = {2, 3, 4}. Notemos que para Oπ′
1 :

Oπ′

1 = {(0000, 0), (1001, 1), (0111, 0), (1010, 1)}
F π′

1 (0) = {0000, 0111}, F π′

1 (1) = {1001, 1010}

Y la matriz ∆Fπ′
1 (0),Fπ′

1 (1) está dada por:

∆Fπ′
1 (0),Fπ′

1 (1) =


+ 0 0 +
+ 0 + 0
+ − − 0
+ − 0 −

 .

Luego, el vector Σ1 = [+000] cubre la matriz ∆Fπ′
1 (0),Fπ′

1 (1). Por otro lado, para

i ∈ D(a, b):

∆Fπ′
2 (0),Fπ′

2 (1) =

 0 − − −
− 0 0 −
− 0 − 0

, ∆Fπ′
3 (0),Fπ′

3 (1) =


0 − − −
+ − 0 −
− 0 0 −
0 0 + −

 ,

∆Fπ′
4 (0),Fπ′

4 (1) =


0 − − −
+ − − 0
− 0 − 0
0 0 − +

 .

Notemos que las anteriores matrices pueden ser cubiertas por los vectores Σ2 =
[0+−−],Σ3 = [0−+−],Σ4 = [0−−+], los cuales solo difieren en una coordenada
con la discrepancia △(b, a) = [0−−−].

La similaridad de los vectores de signos con la discrepancia △(b, a) en el ejemplo
anterior tiene sentido dado que a y b maximizan la distancia de Hamming, luego
su discrepancia maximiza la cantidad de signos no 0 y por ende cualquier otra
discrepancia no debiera ser muy distinta de △(b, a).

Proposición 4.6. Dado un conjunto de puntos X ⊂ {0, 1}n, con |X| ≥ 2. Sean
a, b ∈ X puntos tales que dH(a, b) = máx

u,v∈X
{dH(u, v)}, considerando la permutación

π′ sobre X dada por:

π′(x) =


x si x ∈ X\{a, b},
b si x = a,
a si x = b.

Entonces existe red regulatoria G compatible con el conjunto de observaciones
Oπ′

.

Demostración. Consideremos los puntos a, b ∈ X y la permutación π′ sobre X
dados en el enunciado. Sin pérdida de generalidad, consideremos D = D(a, b).
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Sea i ∈ [n], consideremos ahora el conjunto de observaciones Oπ′
i y los conjuntos

F π′
i (0), F π′

i (1) asociados. Podemos distinguir 2 casos.

Si i /∈ D, entonces a y b tiene el mismo valor en esta coordenada, vale decir
ai = bi. Se sigue que:

∀u ∈ X\{a, b} (u, π′(u)i) = (u, ui) ∈ Oπ′

i ,

(a, π′(a)i) = (a, bi) = (a, ai) ∈ Oπ′

i ,

(b, π′(b)i) = (b, ai) = (b, bi) ∈ Oπ′

i .

Luego, podemos inferir que, para todo x ∈ F π′
i (0) e y ∈ F π′

i (1), xi = 0 e yi = 1,
por lo tanto △(x, y)i = + y entonces la i-ésima columna de la matriz ∆Fπ′

i (0),Fπ′
i (1)

solo contiene signos +. Aśı, por definición 3.21 el vector de signos Σi = e+i cubre
la matriz ∆Fπ′

i (0),Fπ′
i (1), donde e+i es el vector de signos que tiene 0 en todas las

posiciones salvo en la i-ésima coordenada, donde tiene un signo +.

De la definición 3.23 y la proposición 3.24, sabemos que las funciones unate
f ↓Σi

(x) y f ↑Σi
(x) son compatibles con F π′

i (0) y F π′
i (1).

Por otro lado, si i ∈ D entonces a y b difieren en la i-ésima coordenada. Supon-
gamos que ai = 0 y bi = 1, luego:

π′(a)i = bi = 1 =⇒ a ∈ F π′

i (1)

π′(b)i = ai = 0 =⇒ b ∈ F π′

i (0)

Consideremos los conjuntos F ′(0) = F π′
i (0)\{b} y F ′(1) = F π′

i (1)\{a}. Al reor-
denar las filas de la matriz ∆Fπ′

i (0),Fπ′
i (1), podemos representarla como una matriz

por bloques de la forma:

∆Fπ′
i (0),Fπ′

i (1) =


∆F ′(0),F ′(1)

∆b,F ′(1)

∆F ′(0),a

△(b, a)

 .

Por definición, para todo x ∈ F ′(0) e y ∈ F ′(1), se tiene que xi = 0 e yi = 1.
Para ∆F ′(0),F ′(1), análogo al caso anterior, se puede cubrir con el vector de signos
Σi = e+i .

Para ∆b,F ′(1), como bi = 1, entonces la i-ésima columna solo contiene signos 0.
Consideremos un vector z ∈ F ′(1), luego zi = 1. Notemos que, como la distancia
de Hamming entre a y b es máxima, entonces dH(a, z) ≤ dH(a, b). Se sigue que
existe al menos un j ∈ D tal que zj = aj, si no, entonces podŕıa darse que
dH(a, z) = dH(a, b), D(a, z) = D(a, b) y por ende z = b.

Más aún, j ̸= i, ya que zi = bi ̸= ai. Aśı, zj ̸= bj y las discrepancias ∆(b, a) y
∆(b, z) tienen el mismo signo en la j-ésima coordenada. Como se cumple para
todo F ′(1), entonces cada fila de la matriz ∆b,F ′(1) coincide en al menos una
coordenada en D, distinta de i, con la discrepancia △(b, a).
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Para ∆F ′(0),a se tiene que ai = 0 y para todo z ∈ F ′(0), zi = 0, entonces la i-ésima
columna solo contiene signos 0. Análogo al caso anterior, dH(z, b) ≤ dH(a, b) y
por ende existe j ̸= i tal que zj = bj ̸= aj y las discrepancias △(z, a) y △(b, a)
tienen el mismo signo en la j-ésima coordenada.

∆b,F ′(1) =

 . . . 0 . . . +/0 . . . −/0 . . .

. . .
... . . .

... . . .
... . . .

. . . 0 . . . +/0 . . . −/0 . . .


∆F ′(0),a =

 . . . 0 . . . +/0 . . . −/0 . . .

. . .
... . . .

... . . .
... . . .

. . . 0 . . . +/0 . . . −/0 . . .


△(b, a) =

(
. . . - . . . + . . . - . . .

)
i j l

Figura 4.1: Signos en las matrices ∆b,F ′(1) y ∆F ′(0),a según △(b, a), i, j, l ∈ D1.

En consecuencia, el vector de signos Σi dado por:

∀t ∈ [n] Σi
t =

{
+ si t = i,
△(b, a)t si no.

cubre la matriz de discrepancias ∆Fπ′
i (0),Fπ′

i (1) y entonces las funciones unate

f ↓Σi
(x) y f ↑Σi

(x) son compatibles con F π′
i (0) y F π′

i (1).

Aśı, para cada i ∈ [n], las funciones unate f ↓Σi
(x) y f ↑Σi

(x) son compatibles con
F π′
i (0) y F π′

i (1). Por proposición 2.7, son compatibles con Oπ′
i y entonces de la

observación 4.3 la red booleana G = (g1, g2, . . . , gn) donde, para cada i ∈ [n],
gi ∈ {f ↓Σi

(x), f ↑Σi
(x)}, es una red regulatoria y compatible con Oπ′

.

En conclusión, la red regulatoria G obtenida en el anterior desarrollo es solución
del problema 6 considerando la permutación π′ sobre X. Esta red también es
solución del problema 3. Más aún, como la permutación π es distinta de la trivial,
entonces G es distinta de la red identidad y para |X| > 2 la dinámica de la red
contiene puntos fijos y ciclos ĺımites, por lo tanto es distinta de la red regulatoria
presentada en [16].

Ejemplo 4.7. Retomando el ejemplo 4.5, consideremos la red G = (f ↓Σ1
, f ↓Σ2

, f ↓Σ3
, f ↓Σ4

)
dada por:

G = (x1,¬x3 ∧ ¬x4,¬x2 ∧ ¬x4,¬x2 ∧ ¬x3).

1Los śımbolos +/0,−/0 indican que en esa posición solo puede haber alguno de los dos signos.

26



Y su tabla de valores:

x f ↓Σ1
f ↓Σ2

f ↓Σ3
f ↓Σ4

0000 0 1 1 1
0001 0 0 0 1
0010 0 0 1 0
0011 0 0 0 0
0100 0 1 0 0
0101 0 0 0 0
0110 0 0 0 0
0111 0 0 0 0
1000 1 1 1 1
1001 1 0 0 1
1010 1 0 1 0
1011 1 0 0 0
1100 1 1 0 0
1101 1 0 0 0
1110 1 0 0 0
1111 1 0 0 0

.

En la tabla de valores, los puntos de X se encuentran con color verde.

De la elección de π en el ejemplo 4.5 y de la tabla de valores podemos inferir que
G es solución del problema 6 y también del problema 3.
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Caṕıtulo 5

Puntos fijos

En el caṕıtulo anterior mostramos que, dado un conjunto arbitrario de puntos
X ⊆ {0, 1}n, siempre es posible construir una red regulatoria no trivial cuya
dinámica tiene a los puntos en X como puntos periódicos.

Sin embargo, esta construcción no garantiza que dichos puntos sean los únicos
puntos periódicos de la red, lo que limita su utilidad práctica. En particular, se
pueden generar puntos fijos o ciclos ĺımites fuera de X, como se observa en el
ejemplo 4.7, donde los puntos {0001, 0010, 0100, 1100} son puntos fijos de la red
que no pertenecen al conjunto X dado.

Este hecho motiva el estudio del siguiente problema:

Problema 7 (Problema de Inferencia Estricta en Redes Regulatorias).
Dado un conjunto de puntos X ⊆ {0, 1}n ¿ Existe una red regulatoria F tal que
los puntos en X sean los únicos puntos periódicos de F?

Sea F : {0, 1}n → {0, 1}n una red regulatoria que es solución del problema 7,
entonces F verifica las siguientes condiciones:

(∀x ∈ X) F (x) ∈ X ∧ ∃! y ∈ X : F (y) = x,

(∀x /∈ X) ̸ ∃k ∈ N : F k(x) = x.

La primera condición se debe a que, si F contiene ciclos ĺımites, entonces estos
ciclos están compuestos necesariamente sólo de puntos en X. Como además cada
punto en X debe pertenecer a un ciclo ĺımite o bien ser punto fijo, entonces F
actua como una permutación sobre el conjunto X. Del caṕıtulo anterior sabemos
que cualquier red F compatible con un conjunto de observaciones Oπ de la forma:

Oπ = {(x, π(x)) : x ∈ X ∧ π : X → X es permutación},

verifica la primera condición. Sin embargo, F no necesariamente verifica la se-
gunda condición, ya que puede tener puntos periódicos fuera del conjunto X. En
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general no existen caracterizaciones que permitan descartar, sin recorrer exhaus-
tivamente el espacio, la existencia de atractores (puntos fijos o ciclos ĺımites) fuera
del conjunto X.

Por otro lado, incluso al restringirse a puntos fijos, que es el caso más simple de
atractores, el problema sigue siendo altamente estructural: se trata de construir
funciones unate que fijen un subconjunto dado de {0, 1}n sin fijar ningún otro
punto fuera del subconjunto.

Por ello, en este caṕıtulo nos enfocaremos exclusivamente en el caso de los puntos
fijos. Más formalmente:

Problema 8 (Problema de Inferencia Estricta de Puntos Fijos en Redes
Regulatorias). Dado un conjunto de puntos X ⊆ {0, 1}n ¿Existe red regulatoria
tal que los puntos en X sean sus únicos puntos fijos?

Aśı, para encontrar una red factible para el problema 8 podemos buscar entre
todas las redes factibles del problema 5 considerando π como la permutación
trivial, vale decir, analizar todas las redes regulatorias compatibles con el conjunto
de observaciones Oπ = {(x, x) : x ∈ X}.
Ahora bien, determinar todas las redes regulatorias que son compatibles con un
conjunto de observaciones dado es otro problema distinto. Sin embargo, como vi-
mos en la observación 4.3, este problema equivale a determinar todas las funciones
unate que son compatibles para cada conjunto de observación Oπ

j asociado a Oπ

y, en el trabajo de Katerin De la Hoz et al. (2025) [7], se presenta un teorema
que permite caracterizar las funciones unate que son compatibles.

Teorema 5.1. (Ver Anexo) Sea F (0), F (1) ⊆ {0, 1}n y Σ un vector que cubre
∆F (0),F (1). Una función unate f tal que Σ(f) = Σ es compatible con las observa-
ciones si y solo si f ↓Σ ≤ f ≤ f ↓Σ.

Esta caracterización depende a su vez del vector de signos Σ dado y determinar
cuántos y cuáles vectores de signos cubren la matriz ∆F (0),F (1) es otro problema
abierto.

Por todo ello, en las siguientes secciones mostraremos que existen conjuntos de
puntos cuyas propiedades nos permiten concluir que no es posible construir una
red regulatoria que sea solución factible del problema 8 , lo que da evidencia de
la dificultad intŕınseca del problema.

5.1. Conjunto de interés

Consideremos el conjunto de puntos Xeven
n = {x ∈ {0, 1}n : wH(x) es par}, donde

wH(x) = Σixi corresponde al peso de Hamming del vector x.

Ejemplo 5.2. Para n = 4, el conjunto X está dado por:

Xeven
4 = {0000, 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 1111}.
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Luego Oπ = {(x, x) : x ∈ Xeven
4 }. Para j = 3 se tienen:

Oπ
3 = {(0000, 0), (0011, 1), (0101, 0), (0110, 1), (1001, 0), (1010, 1), (1100, 0), (1111, 1)},

F π
3 (0) = {0000, 0101, 1001, 1100}, F π

3 (1) = {0011, 0110, 1010, 1111}.

∆Fπ
3 (0),Fπ

3 (1) =



0 0 + +
0 + + 0
+ 0 + 0
+ + + +
0 − + 0
0 0 + −
+ − + −
+ 0 + 0
− 0 + 0
− + + −
0 0 + −
0 + + 0
− 0 + +
0 0 + −
0 + + 0
0 − + +
0 0 + +



.

Se puede inferir que Σ = [00 + 0] cubre ∆Fπ
3 (0),Fπ

3 (1). Las discrepancias [00 ++] y
[00 +−] no pueden ser cubiertas por un vector de signos Σ con Σ3 ̸= +.

Dado i ∈ [n], como para todo x ∈ F π
i (0) e y ∈ F π

i (1) se tiene que xi = 0 e yi = 1,
entonces la i-ésima columna de la matriz ∆Fπ

i (0),Fπ
i (1) solo contiene signos +, de

manera que el vector de signos Σ = e+i cubre la matriz. Más aún, de la definición
3.21 cualquier vector de signos Σ tal que Σi = + cubre la matriz, lo que motiva
la siguiente proposición.

Proposición 5.3. Sea Oπ
i = {(x, xi) : x ∈ Xeven

n } y sean F π
i (0), F

π
i (1) definidos

con respecto a Oπ
i . El vector de signos Σ ∈ {0,+,−}n cubre ∆Fπ

i (0),Fπ
i (1) si y solo

si Σi = +.

Demostración. Supongamos que Σi = +, luego por lo anteriormente explicado Σ
cubre ∆Fπ

i (0),Fπ
i (1).

Por otro lado, sea Σ un vector de signos que cubre ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1) y por contradic-
ción supongamos que Σi ∈ {0,−}. Consideremos i, j, k ∈ [n] todos distintos y
consideremos los siguientes vectores en {0, 1}n:

u1 = ej + ek , v1 = ei + ej,

u2 = 0⃗ , v2 = ei + ek.
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Donde et es el t-ésimo vector canónico para todo t ∈ [n] y 0⃗ = (0, 0, . . . , 0). Como
wH(u1) = wH(v1) = wH(v2) = 2 y wH(u2) = 0, entonces u1, u2, v1, v2 ∈ Xeven

n .
Por definición de F π

i (0) y de F π
i (1), u1, u2 ∈ F π

i (0) y v1, v2 ∈ F π
i (1), luego las

discrepancias △(u1, v1) y △(u2, v2) están en la matriz ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1).

∀t ∈ [n], △(u1, v1)t =


+ si t = i,
− si t = k,
0 e.o.c.

△(u2, v2)t =

{
+ si t = i, k,
0 e.o.c.

∆Fπ
i (0),Fπ

i (1) =


k i j

· · · 0 − 0 · · · 0 + 0 · · · 0 · · ·

· · · 0 + 0 · · · 0 + 0 · · · 0 · · ·


→ △(u1, v1)

→ △(u2, v2)

Como Σi ̸= + y Σ cubre ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1), Σ debe cubrir a △(v1, u1) y △(v2, u2) en
coordenadas distintas de i, pero estas discrepancias tienen signos 0 en todas las
coordenadas menos en i y k, luego necesariamente deben ser cubiertas por Σk.

Como ambas discrepancias difieren de signo en su k-ésima coordenada, entonces
ambas no pueden ser cubiertas al mismo tiempo sólo por esta coordenada, por
lo que Σ no cubre ambas discrepancias, luego Σ no puede cubrir ∆Fπ

i (0),Fπ
i (1). En

consecuencia, Σi necesariamente debe tener signo +.

Observación 5.4. Existen conjuntos de puntos X ⊆ {0, 1}n distintos de Xeven
n

para los cuales también aplica el resultado de la proposición 5.3. En particular,
de la demostración podemos inferir que el conjunto X ′ = {x ∈ {0, 1}n : wH(x) =
2} ∪ {⃗0} también verifica la proposición.

5.2. Cláusulas singulares y signos 0

Dado i ∈ [n], Consideremos un vector de signos Σ que cubre ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1). De la

proposición 3.24, sabemos que las funciones unate f ↓(x)Σ y f ↑(x)Σ son compatibles
con F π

i (0) y F π
i (1). Sin embargo, la forma de estas funciones depende del valor de

Σ. Esto nos motiva a analizar las funciones según un valor de Σ dado que cubre
la matriz ∆Fπ

i (0),Fπ
i (1).

Recordemos que para todo x ∈ F π
i (0) y para todo y ∈ F π

i (1) se tiene que xi = 0
e yi = 1. Luego, de la proposición 5.3 se tiene Σi = + y de la definición 3.23
se sigue que cada cláusula de f ↓(x) contiene al menos al literal xi, mientras que
cada cláusula de f ↑(x) contiene al menos al literal ¬xi. Supongamos que existe
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un vector u ∈ F π
i (1) tal que Cu = xi, luego:

f ↓(x) = xi ∨
∨

z∈Fπ
i (1)\{u}

Cz.

Como cada cláusula Cz contiene al literal xi, se deduce por ley de absorción que
f ↓(x) = xi. De manera análoga para f ↑(x), si existe un vector v ∈ F π

i (0) tal que
C ′

v = ¬xi, entonces se tiene que f ↑(x) = 1− ¬xi = xi. Aśı, tenemos la siguiente
proposición:

Proposición 5.5. Sea Σ un vector de signos que cubre la matriz ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1).

(i) Si existe u ∈ F π
i (1) tal que Cu = xj, entonces f ↓(x) = xj, y

(ii) si existe v ∈ F π
i (0) tal que C ′

v = ¬xj, entonces f ↑(x) = xj.

En adelante, a las cláusulas de la forma Cu = xi o C ′
v = ¬xi las denominaremos

cláusulas singulares.

Si el vector de signos Σ genera cláusulas singulares en f ↓Σ(x) y f ↑Σ(x), entonces
f ↓Σ(x) = f ↑Σ(x) = xi. Estas funciones simplifican el análisis de puntos fijos dado
que admiten a todo vector x ∈ Xeven

n como punto fijo y, más aun, si f ↓Σ(x) =
f ↑Σ(x) = xi entonces por el teorema 3.20 se concluye que no existen funciones
unate distintas que sean compatibles con F π

i (0) y F π
i (1), pues no existe una

función unate g tal que f ↓Σ(x) < g(x) < f ↑Σ(x).

Por lo anterior, interesa analizar cuando un vector de signos Σ que cubre ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1)

genera clausulas singulares. Para ello, se definen los conjuntos I0, I+, I− ⊆ [n] co-
mo sigue:

Ic = {j ∈ [n] : Σj = c}.
Donde c ∈ {0,+,−}.
Observación 5.6. Si Σ es un vector de signos que cubre la matriz ∆Fπ

i (0),Fπ
i (1),

entonces I+ ̸= ∅, esto dado que necesariamente Σi = +, luego i ∈ I+.

En primer lugar, consideraremos vectores de signos que contienen 0, luego I0 ̸= ∅.
Consideremos el vector u ∈ {0, 1}n definido como sigue:

uk =


0 si k ∈ I+\{i},
1 si k ∈ I− ∨ k = i,
c si k ∈ I0.

Donde c = 0 si |I−| es impar y, si |I−| es par, se fija un s ∈ I0 tal que xs = 1 y
el resto se hace 0. Luego:

wH(u) =

{
|I−|+ 1 si |I−| es impar,
|I−|+ 2 si |I−| es par.

En ambos casos wH(u) es par, por lo tanto u ∈ Xeven
n y como ui = 1, entonces

u ∈ F π
i (1).

De la definición 3.23 se sigue que Cu es una cláusula singular, por lo tanto de la
proposición 5.5 concluimos que f ↓Σ(x) = xi.
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Ejemplo 5.7. Para n = 4, j = 3:

Si Σ = [00 +−], de la construcción anterior obtenemos el vector u = 0011.
Este vector pertenece al conjunto Xeven

n y además, Cu = xi.

Análogamente, si Σ = [0++0], de la construcción anterior podemos obtener
dos vectores u = 1010 o bien u′ = 0011, ya que |I−| es par y hay dos
coordenadas en |I0| que podemos fijar a 1. Ambos vectores pertenecen al
conjunto Xeven

n y su clausula asociada en f ↓Σ(x) es xi.

Por otro lado, tomando v ∈ {0, 1}n tal que

vk =


1 si k ∈ I+\{j},
0 si k ∈ I− ∨ k = j,
c si k ∈ I0.

Donde c = 0 si |I+| es impar y, si |I+| es par, se fija un s ∈ I0 para que ys = 1 y
el resto se hace 0.

wH(v) =

{
|I+| − 1 si |I+| es impar,
|I+| − 1 + 1 si |I+| es par.

En ambos casos, wH(v) es par, por lo tanto v ∈ Xeven
n y como vi = 0, entonces

v ∈ F π
i (0).

De la definición 3.23 se tiene que C ′
v es una cláusula singular. Análogo al caso

anterior, se concluye por proposición 5.5 que f ↑Σ(x) = xi.

Ejemplo 5.8. Para n = 4, j = 3:

Si Σ = [00 +−], de la construcción anterior obtenemos el vector v = 0000.
Este vector pertenece al conjunto Xeven

n y además, C ′
v = xi.

Análogamente, si Σ = [0++0], de la construcción anterior podemos obtener
dos vectores v = 1100 o bien u′ = 0101, ya que |I+| es par y hay dos
coordenadas en |I0| que podemos fijar a 1. Ambos vectores pertenecen al
conjunto Xeven

n y su clausula asociada en f ↑Σ(x) es xi.

De ambos casos, dado un vector de signos Σ que cubre ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1) y tal que
Σ tiene al menos un signo 0 podemos construir vectores u, v ∈ {0, 1}n tal que
u ∈ F π

i (1), v ∈ F π
i (0) y Cu = xi, C

′
v = ¬xi. Luego, f

↓Σ(x) = f ↑Σ(x) = xi y se
sigue que no existe función unate g distinta de xi que sea compatible con F π

i (0)
y F π

i (1).

Proposición 5.9. Dado el conjunto de observaciones Oπ
i = {(x, xi) : x ∈ Xeven

n }
y los conjuntos F π

i (0), F
π
i (1) asociados. Sea Σ un vector de signos que cubre

∆Fπ
i (0),Fπ

i (1). Si existe j ̸= i ∈ [n] tal que Σj = 0, entonces f ↓Σ(x) = f ↑Σ(x) = xi.

Además, podemos mencionar la siguiente consecuencias de la proposición 5.9 con
respecto a las clausulas de las funciones f ↓Σ(x) y f ↑Σ(x).

Corolario 5.10. Sea Σ un vector de signos que cubre ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1). Si f
↓Σ(x) o

f ↑Σ(x) no contienen cláusulas singulares, entonces Σ no contiene signos 0.
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5.3. Vectores completos

Siguiendo la idea del corolario anterior, interesa ver que sucede con aquellos vec-
tores que no contienen signos 0. Denominaremos a estos vectores como completos.

Consideremos i ∈ [n] y un vector de signos Σ ∈ {0,+,−}n completo que cubre
∆Fπ

i (0),Fπ
i (1). Supongamos que existe u ∈ F π

i (1) tal que Cu es una cláusula singular,
es decir, Cu = xi. Se sigue, por definición 3.23, que u debe verificar para cada
k ∈ [n]:

uk =

{
0 si k ∈ I+\{j},
1 si k ∈ I− ∨ k = j.

Aśı, wH(u) = |I−| + 1 . Si |I−| es impar, entonces u ∈ Xeven
n y de la proposición

5.5 se sigue que f ↓(x) = xi.

Por otro lado, si |I−| es par entonces wH(u) es impar, luego u /∈ Xeven
n . En

consecuencia, no existen puntos en F π
i (1) tal que su cláusula asociada sea singular.

Ejemplo 5.11. Para n = 4 y j = 3

Σ = [−−+−] → u = 1111 ∈ Xeven
n

Σ = [+−+−] → u = 0111 /∈ Xeven
n

Consideremos que |I−| es par. Sea t ̸= i ∈ [n], tomemos el vector ut ∈ {0, 1}n
definido como sigue:

∀k ∈ [n] ut
k =


0 si k ∈ I+\{i, t},
1 si k ∈ I− ∨ k = i,
c si k = t.

Donde c = 0 si t ∈ I− y c = 1 si t ∈ I+. Se sigue que wH(u
t) ∈ {|I−|, |I−| + 2},

ambos valores pares, por lo tanto ut ∈ Xeven
n . Como ut

i = 1, este pertenece al
conjunto F π

i (1) y por definición 3.23:

Cut =

{
xi ∧ xt si c = 1,
xi ∧ ¬xt si c = 0.

Definiendo V = F π
i (1)\{u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , un} y la cláusula Cu\{xi} tal que

Cu = xi ∧Cu\{xi} para todo u ∈ {0, 1}n, entonces para todo v ∈ F π
i (1) podemos
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escribir f ↓Σ(x) como sigue

f ↓Σ(x) =
∨

z∈Fπ
i (1)

Cz

=
∨

t̸=i∈[n]

Cut ∨
∨
z∈V

Cz

=
∨

t̸=i∈[n]

(xi ∧ Cut\{xi}) ∨
∨
z∈V

(xi ∧ Cz\{xi})

= xi ∧

 ∨
t̸=i∈[n]

Cut\{xi} ∨
∨
z∈V

Cz\{xi}


= xi ∧

 ∨
t∈I+\{i}

xt ∨
∨
t∈I−

¬xt ∨
∨
z∈V

Cz\{xi}

 .

Consideremos L =
(∨

t∈I+\{i} xt ∨
∨

t∈I− ¬xt

)
y z ∈ V . Como todo literal de la

cláusula Cz\{xi} debe estar en L ( si no f ↓Σ(x) no seŕıa unate), por absorción
esta cláusula “desaparece” de f ↓Σ(x). Como se cumple para todo z ∈ V , se sigue
que:

f ↓(x) = xi ∧

 ∨
t∈I+\{i}

xt ∨
∨
t∈I−

¬xt


Ejemplo 5.12. Para n = 4,j = 3:

Σ = [−−+−] → f ↓(x) = x3.

Σ = [+−+−] → f ↓(x) = x3 ∧ (x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x4).

Σ = [−+++] → f ↓(x) = x3.

Para f ↑(x), análogo al caso anterior supongamos que existe v ∈ F π
i (0) tal que

C ′
v = ¬xi, luego:

vk =

{
1 si k ∈ I+\{i},
0 si k ∈ I− ∨ k = i.

Se sigue que wH(v) = |I+| − 1. Si |I+| es impar, entonces v ∈ Xeven
n y de la

proposición 5.5 se sigue que f ↑(x) = xi. Si |I+| es par, wH(v) es impar y luego
v /∈ Xeven

n , por lo que no existen vectores en F π
i (0) tal que su cláusula asociada

sea singular.

Ejemplo 5.13. Para n = 4 y j = 3:

Σ = [−−+−] → u = 0000 ∈ Xeven
n .

Σ = [+−+−] → u = 1000 /∈ Xeven
n .
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Supogamos que |I+| es par. Sea t ̸= i ∈ [n], tomando el vector vt ∈ {0, 1}n
definido como:

∀k ∈ [n] vtk =


1 si k ∈ I+\{i, t},
0 si k ∈ I− ∨ k = i,
c si k = t.

Donde c = 0 si t ∈ I+ y c = 1 si t ∈ I−. Como wH(v
t) ∈ {|I+| − 2, |I+|},

ambos valores pares, entonces vt ∈ Xeven
n y como vti = 0, entonces vt ∈ F π

i (0).
Por definición 3.23:

C ′
vt =

{
¬xi ∧ xt si c = 1,
¬xi ∧ ¬xt si c = 0.

Finalmente, de manera similar a f ↓Σ(x), considerando el conjunto V ′ = F π
i (0)\{v1, . . . ,

vi−1, vi+1, . . . , vn} y las cláusulas C ′
v\{¬xi} tal que:

C ′
v = ¬xi ∧ C ′

v\{¬xi}.

Podemos concluir que:

f ↑(x) = 1−

¬xi ∧

 ∨
t∈I+\{i}

¬xt ∨
∨
t∈I−

xt ∨
∨
z∈V ′

C ′
z\{¬xi}


f ↑(x) = 1−

¬xi ∧

 ∨
t∈I+\{i}

¬xt ∨
∨
t∈I−

xt


= xi ∨

 ∧
t∈I+\{i}

xt ∧
∧
t∈I−

¬xt


Ejemplo 5.14. Para n = 4,j = 3:

Σ = [−−+−] → f ↑(x) = x3.

Σ = [+−+−] → f ↑(x) = x3 ∨ (x1 ∧ ¬x2 ∧ ¬x4).

Σ = [−+++] → f ↑(x) = x3.

Aśı, si Σ es un vector de signos completos, dependiendo de la paridad de signos
+ y − se tienen funciones bien definidas y que permiten hacer un análisis más
claro sobre la dinámica que siguen.

5.4. Análisis global

A partir de las secciones anteriores tenemos resultados suficientes para poder
determinar aquellas funciones unate compatibles con F π

i (0) y F π
i (1) con respecto

a cada vector de signos Σ que cubre la matriz ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1). Definiendo para cada
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i ∈ [n] las funciones ϕ1
i , ϕ

2
i : {0,+,−}n × {0, 1}n → {0, 1} como:

ϕ1
i (Σ, x) = xi ∧

 ∨
t∈I+\{i}

xt ∨
∨
t∈I−

¬xt

 ,

ϕ2
i (Σ, x) = xi ∨

 ∧
t∈I+\{i}

xt ∧
∧
t∈I−

¬xt

 .

Se sigue que, para todo vector de signos Σ ∈ {0,+,−}n que cubre ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1):

1. Si I0 ̸= ∅, entonces f ↓(x) = f ↑(x) = xi.

2. Si I0 = ∅, n par:

a) Si |I+|, |I−| son par, f ↓(x) = ϕ1
i (Σ, x) y f ↑(x) = ϕ2

i (Σ, x).

b) Si |I+|, |I−| son impar, f ↓(x) = f ↑(x) = xi.

3. Si I0 = ∅, n impar:

a) Si |I+| es impar y |I−| es par, f ↓(x) = ϕ1
i (Σ, x) y f ↑(x) = xi.

b) Si |I+| es par y |I−| es impar, f ↓(x) = xi y f ↑(x) = ϕ2
i (Σ, x).

Para los casos 1 y 2.b), como f ↓(x) = f ↑(x) = xi del teorema 5.1 no existe función
booleana unate g distinta de xi tal que g es compatible con F π

i (0), F
π
i (1).

Para los casos 3.a) y 3.b), notemos que por definición de ϕ1
i (Σ, x), si xi = 0

entonces ϕ1
i (Σ, x) = 0. Si xi = 1, en general se tiene ϕ1

j(Σ, x) = 1 salvo para el
vector uΣ ∈ {0, 1}n dado por:

∀k ∈ [n], uΣ
k =

{
0 si k ∈ I+\{i},
1 si k ∈ I− ∨ k = i

ya que ϕ1
i (Σ, u

Σ) = 0 ̸= 1 = uΣ
i . Se sigue que:

ϕ1
j(Σ, x) =

{
xi si x ∈ {0, 1}n\{uΣ},
0 si x = uΣ.

Como solo difiere en una imagen con la función unate f(x) = xi y el valor de la
imagen pasa de 0 a 1, se tiene que ϕ1

i (Σ, x) < xi. Más aun, podemos inferir que no
existe función unate g(x) distinta de xi y ϕ1

i (Σ, x) tal que ϕ1
i (Σ, x) < g(x) < xi.

De manera análoga para ϕ2
i (Σ, x), casi para todo x ∈ {0, 1}n se tiene que ϕ2

i (Σ, x) =
xi salvo para el vector vΣ dado por:

∀k ∈ [n], vΣk =

{
1 si k ∈ I+\{i},
0 si k ∈ I− ∨ k = i.
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Como ϕ2
i (Σ, v

Σ) = 1 ̸= 0 = vΣi , se tiene que xi < ϕ2
i (Σ, x). Más aun, podemos

inferir que no existe función booleana g(x) distinta de ϕ2
i (Σ, x) y xi tal que xi <

g(x) < ϕ2
i (Σ, x).

Para el caso 2.a), de los anteriores casos podemos inferir que ϕ1
i (Σ, x) < xi <

ϕ2
i (Σ, x). Las funciones ϕ

1
i (Σ, x) y ϕ2

i (Σ, x) solo difieren en las imágenes de uΣ y
vΣ.

∀x ∈ {0, 1}n\{uΣ, vΣ} ϕ1
i (Σ, x) = ϕ2

i (Σ, x) = xi,

ϕ1
i (Σ, u

Σ) = 0 < 1 = ϕ2
i (Σ, u

Σ),

ϕ1
i (Σ, v

Σ) = 0 < 1 = ϕ2
i (Σ, v

Σ).

A partir de esto, podemos construir dos funciones g1i (x), g
2
i (x) tales que ϕ

1
i (Σ, x) <

g1i (x), g
2
i (x) < ϕ2

i (Σ, x).

En primer lugar, podemos definir g1i (x) como sigue:

∀x ∈ {0, 1}n\{uΣ, vΣ} g1i (x) = xi,

g1i (u
Σ) = 1 = uΣ

i ,

g1i (v
Σ) = 0 = vΣi .

Es claro que para todo x ∈ {0, 1}n, g1i (x) = xi, la cual es trivialmente unate, por
ende del teorema 5.1 es compatible con F π

i (0) y F π
i (1). Por otro lado, para g2i (x):

∀x ∈ {0, 1}n\{uΣ, vΣ} g2i (x) = xi,

g2i (u
Σ) = 0 ̸= uΣ

i ,

g2i (v
Σ) = 1 ̸= vΣi .

En particular, esta función coincide con ϕ1
i (Σ, x) en casi todo punto de {0, 1}n

salvo para vΣ. Aśı, para escribir la función g2i (x) podemos tomar una disyunción
de la función ϕ1

i (Σ, x) con la siguiente cláusula: ∧
t∈I+\{i}

xt ∧
∧
t∈I−

¬xt

 . (*)

Como es una composición de la función ϕ1
i (Σ, x), entonces g2i también depende

del vector de signos Σ.

Aśı, la función g2i (Σ, x) esta dada por:

g2i (Σ, x) =

xi ∧

 ∨
t∈I+\{i}

xt ∨
∨
t∈I−

¬xt

 ∨

 ∧
t∈I+\{i}

xt ∧
∧
t∈I−

¬xt


En efecto, notemos que si ϕ1

i (Σ, x) = 1, entonces g21(Σ, x) = 1. Si ϕ1
i (Σ, x) = 0,

generalmente se tiene que g21(Σ, x) = 0 salvo cuando la cláusula descrita en *
toma valor 1, y esto sólo sucede para el vector vΣ.
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Como g2i (Σ, x) se puede escribir sin que un literal y su negación estén presentes,
entonces g2i (Σ, x) es función unate y por lo tanto del teorema 5.1 es compatible
con F π

i (0) y F π
i (1).

De todos los casos concluimos que, dado un vector de signos Σ, existen a lo más
cuatro funciones unate que verifican el teorema 5.1. Por arbitrariedad de i ∈ [n],
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.15. Dado el conjunto de observaciones Oπ
i = {(x, xi) : x ∈ Xeven

n }
y los conjuntos F π

i (0), F
π
i (1) asociados. Sea Σ un vector de signos que cubre

∆Fπ
i (0),Fπ

i (1). Si h es una función unate compatible con F π
i (0) y F π

i (1) entonces
h ∈ {ϕ1

i (Σ, x), ϕ
2
i (Σ, x), xi, g

2
i (Σ, x)}.

Para que una red booleana F = (f1, . . . , fn) excluya a un punto x ∈ {0, 1}n de
ser punto fijo, debe existir i ∈ [n] tal que fi(x) ̸= xi.

Consideremos i ∈ [n] y un vector de signos Σ que cubre ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1). Dada una
función unate h(x) que verifique el teorema 5.15, si h(x) = xi, esta función no
excluye a ningún punto de ser punto fijo. Si h(x) = ϕ1

i (Σ, x) o h(x) = ϕ2
i (Σ, x),

estas funciones, por su definición, excluyen a los puntos uΣ o vΣ, respectivamente.
Si h(x) = g2i (Σ, x), por su definición esta función excluye a los puntos uΣ y vΣ.
Luego h(x) excluye a lo más dos puntos de ser puntos fijos. Más formalmente,
tenemos la siguiente consecuencia del teorema 5.15.

Corolario 5.16. Sea el conjunto de observaciones Oπ
i = {(x, xi) : x ∈ Xeven

n } y
los conjuntos F π

i (0), F
π
i (1) asociados. Si hi es una función unate compatible con

F π
i (0) y F π

i (1) entonces hi excluye a lo más 2 valores de ser puntos fijos.

Sea ahora una red regulatoria H = (h1, . . . , hn) : {0, 1}n → {0, 1}n tal que, para
todo i ∈ [n], la función hi es unate y verifica el teorema 5.15. Por la observación
4.3, la red H es compatible con Oπ.

Del corolario anterior esta red excluye, por cada función de activación local, a lo
más 2 valores de ser punto fijo. Luego, puede excluir a lo más 2n puntos de ser
puntos fijos, por ende PF (H) ≥ 2n − 2n.

Como |Xeven
n | = 2n−1, si n > 5 se tiene que |Xeven

n | < PF (H), lo cual implica que
existen puntos fijos de H que no pertenecen al conjunto Xeven

n .

Ejemplo 5.17. Para n = 4 se tiene que 2n − 2n = 2n−1, luego existe red regula-
toria que tiene a Xeven

4 como únicos puntos fijos.

Consideremos los vectores de signos Σ1, . . . ,Σ4 tales que

Σ1 = [+−+−] → uΣ1

= 1101, vΣ
1

= 0010

Σ2 = [−+−+] → uΣ2

= 1110, vΣ
2

= 0001

Σ3 = [+−+−] → uΣ3

= 0111, vΣ
3

= 1000

Σ4 = [−+−+] → uΣ4

= 1011, vΣ
4

= 0100
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Luego la red regulatoria H = (g21(Σ
1, x), g22(Σ

2, x), g23(Σ
3, x), g24(Σ

4, x)) esta dada
por la siguiente tabla de verdad

x g21(Σ
1, x) g22(Σ

2, x) g23(Σ
3, x) g24(Σ

4, x)
0000 0 0 0 0
0001 0 1 0 1
0010 1 0 1 0
0011 0 0 1 1
0100 0 1 0 1
0101 0 1 0 1
0110 0 1 1 0
0111 0 1 0 1
1000 1 0 1 0
1001 1 0 0 1
1010 1 0 1 0
1011 1 0 1 0
1100 1 1 0 0
1101 0 1 0 1
1110 1 0 1 0
1111 1 1 1 1

En color verde están los valores del conjunto X, mientras que en color púrpura
están las imágenes de aquellos valores uΣi

, vΣ
i
para cada i ∈ [n]. A partir de la

tabla de verdad, las funciones de activación local quedan definidas por:

g21(Σ
1, x) = (x1 ∧ (¬x2 ∨ x3 ∨ ¬x4)) ∨ (¬x2 ∧ x3 ∧ ¬x4)

g22(Σ
2, x) = (x2 ∧ (¬x1 ∨ ¬x3 ∨ x4)) ∨ (¬x1 ∧ ¬x3 ∧ x4)

g23(Σ
3, x) = (x3 ∧ (x1 ∨ ¬x2 ∨ ¬x4)) ∨ (x1 ∧ ¬x2 ∧ ¬x4)

g24(Σ
4, x) = (x4 ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3)) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ ¬x3)

En śıntesis, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 5.18. El problema 8 no tiene solución para el conjunto Xeven
n =

{x ∈ {0, 1}n : wH(x) es par} con n ≥ 5.

Teniendo en cuenta que para el conjunto de todo {0, 1}n existe una solución, la
cual es la red identidad definida en el capitulo anterior ya que esta red presenta
a todos los puntos como puntos fijos, interesa ver qué sucede con conjuntos más
pequeños que Xeven

n .

5.5. Conjuntos de peso k

Consideremos ahora al conjunto Xk
n ⊆ {0, 1}n definido como:

Xk
n = {u ∈ {0, 1}n : wH(u) = k}.
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Donde k ∈ [n] ∪ {0}.
Para los casos extremos k = 0 y k = n, el conjunto Xk admite una solución trivial
al problema 8. En efecto, para k = n si consideramos que todas las funciones de
activación local F π

i son constantes e iguales a 1, es decir, F π
i (x) = 1 para todo j,

entonces la red booleana F = (f 1, f 2, . . . , fn) asigna a cada punto de {0, 1}n la
imagen 1⃗, donde 1⃗ denota el vector compuesto únicamente por unos. Luego 1⃗ es
el único punto fijo de la red F y wh(⃗1) = n, por lo tanto PF (F ) = {⃗1} = Xn.

De manera análoga para k = 0, si consideramos ahora que todas las funciones
de activación local F π

i son constantes e iguales a 0, entonces F = (f 1, f 2, . . . , fn)
asigna a cada punto de {0, 1}n la imagen 0⃗, donde 0⃗ denota el vector compuesto
únicamente por ceros, aśı 0⃗ es el único punto fijo de la red F y PF (F ) = {⃗0} =
X0. En ambos casos, dado que el conjunto Xk solo contiene 1 punto es fácil
construir una red booleana constante tal que todas las imagenes sean este punto,
sin embargo para 1 ≤ k < n el conjunto cuenta con más puntos, por lo que no se
puede replicar el mismo procedimiento. Sin embargo, en lo que sigue mostraremos
que se puede construir una red G : {0, 1}n → {0, 1}n tal que PF (G) = Xk para
todo k tal que 1 ≤ k < n.

Ejemplo 5.19. Para k = 2 y n = 5, el conjunto X2 ⊂ {0, 1}5 esta dado por

X2 = {11000, 10100, 10010, 10001, 01001, 00101, 00011, 00110, 0101, 01100}

Consideremos i ∈ [n], 1 ≤ k < n y el conjunto de observaciones Oπ
i = {(x, xi) :

x ∈ Xk
n}. Consideremos los conjuntos F π

i (0), F
π
i (1) ⊆ Xk asociados a Oπ

i . Con
respecto a la matriz de discrepancia ∆Fπ

i (0),Fπ
i (1), al igual que para el caso anterior,

cualquier vector de signos que tenga un + en la j-ésima entrada cubre la matriz,
puesto que para cada u ∈ F π

i (0) y v ∈ F π
i (1) se tiene que ui = 0, vi = 1 y por

ende △(u, v)i = +. Sin embargo, también podemos decir lo siguiente.

Proposición 5.20. Dado el conjunto de observaciones Oπ
i y los conjuntos F π

i (0), F
π
i (1)

asociados. Sea Xk
n con k ∈ [n− 1]. El vector de signos Σi ∈ {+,−, 0}n dado por

∀j ∈ [n], Σi
j =

{
0 si j = i,
− si no.

cubre a la matriz ∆Fπ
i (0),Fπ

i (1).

Demostración. Notemos que, por definición de cobertura de vectores de signos,
mostrar que Σi cubre la matriz ∆Fπ

i (0),Fπ
i (1) equivale a mostrar que cada fila con-

tiene un signo − en alguna de las n− 1 posiciones distintas de i. Cada fila de la
matriz ∆Fπ

i (0),Fπ
i (1) corresponde a una discrepancia entre un vector de F π

i (0) y un
vector de F π

i (1). Consideremos u, v ∈ Xk tal que u ∈ F π
i (0) y v ∈ F π

i (1). Como
ui = 0 y vi = 1, entonces △(u, v)i = +. Más aun, como wH(u) = wH(v) = k,
existe j ̸= i ∈ [n] tal que uj = 1 y vj = 0, luego △(u, v)j = −. Por arbitrariedad
de u y v se cumple para todo F π

i (0) y F π
i (1), por lo tanto toda fila de la matriz

∆Fπ
i (0),Fπ

i (1) contiene un signo − en una coordenada distinta de la i-ésima.
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La función f ↓Σi
(x) excluye a una gran cantidad de puntos de ser posibles puntos

fijos. Para ver esto notemos que, de la definición 3.23 y de F π
i (1), la función

f ↓Σi
(x) corresponde a la disyunción de clausulas conjuntivas de exactamente n−k

variables negadas, que es la cantidad de valores 0 que tiene cada vector en F π
i (1).

Dado que Σi
i = 0, la variable xi no está presente en ninguna de las cláusulas.

Ejemplo 5.21. Considerando el conjunto X2 del ejemplo 5.19, para j = 1 el
conjunto F 1(1) esta dado por

F 1(1) = {11000, 10100, 10010, 10001}

y considerando Σ1 = [0−−−−], la función f ↓(x) asociada está dada por

f ↓(x) = (¬x3∧¬x4∧¬x5)∨(¬x2∧¬x4∧¬x5)∨(¬x2∧¬x3∧¬x5)∨(¬x2∧¬x3∧¬x4)

Como por definición solo aparecen variables negadas, la función f ↓Σi
(x) es unate.

Además, de la proposición 3.24 esta función es compatible con F π
i (1) y F π

i (0).
Luego, la red G = (g1, g2, . . . , gn) tal que gi(x) = f ↓Σi

(x) para todo i ∈ [n] es un
buen candidato para ser solución al problema 8 para el conjunto Xk

n. Como cada
gi es compatible con el conjunto de observaciones Oπ, se sigue de la observación
4.3 que la red G es compatible con el conjunto de observaciones O = {(x, x) : x ∈
Xk

n}. En consecuencia, cada x ∈ Xk
n es punto fijo de la red G.

Consideremos y ∈ {0, 1}n tal que y /∈ Xk
n, luego wh(y) ̸= k.

Supongamos que wh(y) < k. Sea i ∈ [n] tal que yi = 0. Como y tiene a lo más k−1
coordenadas con valor 1, entonces existen al menos n − k coordenadas distintas
de i con valor 0. Sean j1, j2, . . . , jn−k ̸= i ∈ [n] ı́ndices tales que yjl = 0 para todo
l ∈ [n− k]. Consideremos el vector z ∈ {0, 1}n definido como:

zj =

{
0 si j ∈ {j1, . . . , jn−k},
1 si no.

Entonces wH(z) = k, por ende z ∈ Xk. Como zi = 1, entonces z ∈ F π
i (1) y la

clausula Cz dada por:

Cz =
∧

j∈[n]:zj=0

¬xj,

está contenida en la función gi(x). En particular, Cz = 1 si se evalúa la función
en x = z. Como las coordenadas donde z toma valor 0 también toman valor 0 en
y, se sigue que Cz = 1 si se evalúa en x = y. En consecuencia, al ser gi(x) una
disyunción de cláusulas, se tiene que gi(y) = 1 ̸= yi y por ende y no es punto fijo
de la red G.

para wH(y) > k, consideremos i ∈ [n] tal que yi = 1. Luego y tiene a lo más
n − k − 1 coordenadas que toman valor 0 distintas de i, con lo cual cualquier
conjunto de n − k ı́ndices distintos de i tendrá al menos un ı́ndice l ∈ [n] tal
que yl = 1. Se sigue que, como f ↓(x) es una disyunción de clausulas con n − k
variables negadas cada una (y sin incluir variable xi), al evaluar en x = y, cada
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clausula tendrá al menos un literal que tomará valor 1, por ende su negación
tomará valor 0 y en consecuencia la cláusula tomará valor 0. Aśı, como gi(x) es
una disyunción de cláusulas y cada cláusula toma valor 0 al evaluar en x = y,
gi(y) = 0 ̸= yi y en consecuencia el vector y no puede ser punto fijo de la red G.

Aśı, la red G solo admite como puntos fijos al conjunto Xk
n, por ende es solución

factible del problema 8.

Para todo k ∈ [n], el conjunto Xk
n es más pequeño que el conjunto Xeven

n . Dado
que el conjunto X no tiene solución, pero el conjunto de todos los puntos de
{0, 1}n, que es aun más grande, si tiene solución nos lleva a inferir que el tamaño
del conjunto no es una propiedad suficiente para inferir si el problema 8 tiene
solución.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En esta tesis se abordó un problema espećıfico de inferencia de redes booleanas re-
gulatorias: determinar si, dado un conjunto finito de puntos en {0, 1}n, existe una
red regulatoria que tenga dichos puntos como sus puntos periódicos. Para abordar
este problema, se utilizó el concepto de discrepancia, recientemente introducido
en el estudio de funciones booleanas parcialmente definidas. Las herramientas ba-
sadas en discrepancia presentadas en la tesis permitieron caracterizar funciones
unate compatibles con conjuntos de observaciones, y posteriormente se extendió
su aplicación al contexto de redes regulatorias.

Uno de los principales resultados fue la reformulación del problema en términos
de compatibilidad con observaciones estructuradas, lo que permitió aplicar herra-
mientas combinatorias y lógicas basadas en la discrepancia para construir redes
regulatorias que contuvieran un conjunto dado de puntos como puntos periódi-
cos. En particular, se demostró que para todo subconjunto propio X ⊊ {0, 1}n
es posible construir una red regulatoria no trivial compatible con el conjunto X
y tal que los puntos de X son periódicos.

Finalmente, se analizó un caso concreto para el cual se demuestra que no existe
una red regulatoria que tenga a un conjunto dado de puntos como sus únicos pun-
tos fijos. Este resultado evidencia que el problema de inferencia estricta planteado
en este trabajo no siempre tiene solución, lo cual destaca tanto la complejidad es-
tructural del problema como las limitaciones de las metodoloǵıas actuales cuando
se requiere control total sobre los atractores del sistema.

6.1. Trabajos Futuros

La reformulación del problema de inferencia en redes regulatorias como un proble-
ma de compatibilidad con un conjunto de observaciones estructuradas permitió
demostrar que siempre existe una solución no trivial. Sin embargo, esta metodo-
loǵıa no considera redes cuya dinámica tenga atractores parcialmente contenidos
en el conjunto de interés, como se vio en el ejemplo 4.2. Este tipo de redes es in-
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teresante, especialmente a la luz de los resultados del caṕıtulo 5, donde se mostró
que en algunos casos el problema de inferencia estricta no tiene solución. En esos
casos, seŕıa útil contar a futuro con una forma de inferir una red regulatoria que
al menos se aproxime a la dinámica deseada.

Además, en el caṕıtulo 5 se plantean varias preguntas abiertas que podŕıan estu-
diarse más adelante. Una de ellas es que no existe una forma general de descartar
la presencia de puntos periódicos fuera del conjunto de interés, más allá de revisar
todos los puntos del espacio. Encontrar propiedades o condiciones estructurales
que permitan evitar este tipo de análisis exhaustivo seŕıa un avance importante.

Otra ĺınea de trabajo futura está relacionada con el concepto de discrepancia.
En particular, no se sabe en general cuántos vectores de signos pueden cubrir
una matriz de discrepancia, ni cuántas funciones unate son compatibles con un
conjunto arbitrario de observaciones. Estas cantidades podŕıan ayudar a entender
la complejidad del problema.

Por último, aunque en esta tesis se construyeron funciones unate que excluyen
puntos fuera del conjunto de interés como puntos fijos, esto fue posible porque
los ejemplos eran pequeños y teńıan propiedades particulares. No existe todav́ıa
un método general que, dado un vector de signos que cubre una matriz, permita
construir una función unate que maximice la exclusión de puntos no deseados. De-
sarrollar una herramienta aśı seŕıa útil para mejorar el control sobre los atractores
en problemas de inferencia estricta.
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[11] Omar K Pineda, Hyobin Kim y Carlos Gershenson. ((A novel antifragility
measure based on satisfaction and its application to random and biological
Boolean networks)). En: Complexity 2019.1 (2019), pág. 3728621.
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Anexo

En este anexo se presentan una serie de resultados relevantes tanto para el pro-
blema de inferencia de funciones unate como para los problemas de inferencia
en redes booleanas, comunicados por Katerin De la Hoz (DIICC,UDEC) y que
forman parte de su trabajo de tesis doctoral.

Estos resultados no forman parte del desarrollo original de esta tesis, pero se con-
sideran fundamentales para complementar el marco teórico y técnico presentado,
en particular respecto a la caracterización de funciones compatibles a partir de
vectores de signos que cubren matrices de discrepancia.

Definición .1. Sean y, z ∈ {0,+,−}n vectores de signos. Diremos que y, z son:

la negación uno del otro si ∀i ∈ [n], yi = + ⇐⇒ zi = −.

la casi-negación uno del otro si ∀i ∈ [n], yi ̸= 0 ∧ zi ̸= 0 =⇒ yi ̸= zi.

casi iguales ∀i ∈ [n], yi ̸= 0 ∧ zi ̸= 0 =⇒ yi = zi.

Definición .2. El soporte de un vector de signos x se define como el conjunto de
indices donde las coordenadas de x son distintas de 0. La cardinalidad del soporte
se denomina peso. Un vector de signos se dice singleton si su peso es 1.

El siguiente resultado puede ser probado directamente utilizando la definición de
cobertura:

Proposición .3. Sea M una matriz de discrepancias. Un vector de signos Σ ∈
{0,+,−}n cubre la matriz M si y solo śı no existe fila r de M tal que r sea una
casi-negación de Σ

De esta proposición, considerando ahora la matriz ∆F (0),F (1), se tiene el siguiente
colorario:

Corolario .4. Sea F (0), F (1) ⊆ {0, 1}n y Σ ∈ {0,+,−}n un vector que cubre la
matriz ∆F (0),F (1). Entonces,

(a) no existe y ∈ F (0) tal que sgn(y) sea casi igual a Σ.

(b) no existe z ∈ F (1) tal que sgn(z) sea casi-negación de Σ.
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Proposición .5 (proposición 3.22). Sean F (0), F (1) ⊆ {0, 1}n. Si f es una fun-
ción unate compatible con F (0) y F (1), entonces Σ(f) cubre la matriz ∆F (0),F (1).

Demostración. Sea S = {σ1, . . . , σl} el soporte de Σ(f). Sean y ∈ F (0) y z ∈
F (1), y definiendo P : x0 = y, x1, x2, . . . , xl = z como el camino entre y y z en
{0, 1}n, donde ∀i ∈ [l],xi := xi−1 ⊕ eσi

, con ⊕ la suma módulo 2. Como f(y) =
0 < 1 = f(z), se tiene que ∃j ∈ [l] tal que f(xj−1) < f(xj), equivalentemente
f(xj−1) < f(xj−1 ⊕ eσj

). Notemos que yσj
= xj−1

σj
y zσj

= xj
σj
, lo que implica que

△(xj−1, xj)σj
= △(y, z)σj

. Procederemos a demostrar que Σ(f) cubre △(y, z). Si
△(xj−1, xj)σj

= + se sigue que Σ(f)σj
= + de la definición de monótono creciente,

luego Σ(f)σj
= △(y, z)σj

. Análogamente, si △(xj−1, xj)σj
= −, se tiene que

Σ(f)σj
= − de la definición de monótono decreciente, luego Σ(f)σj

= △(y, z)σj
.

Por lo tanto, Σ(f) cubre ∆F (0),F (1).

Proposición .6 (proposición 3.24). Las funciones f ↓Σ(x),f ↑Σ(x) son unate y
compatibles con los conjuntos F (0), F (1).

Demostración. Para ambas funciones, se sigue de su definición que son funciones
unate, pues no presentan a un literal y su negación. Ahora bien, para mostrar la
compatibilidad de f ↓Σ(x) mostraremos que ∀z ∈ F (1), f ↓Σ(z) = 1 y ∀y ∈ F (0),
f ↓Σ(y) = 0.

Sea ẑ ∈ F (1) e ŷ ∈ F (0). Del colorario .4, item (a), se tiene que Cẑ no puede ser
vaćıo. Luego,Cẑ evaluado en ẑ equivale a:∧

ẑi=1
Σi=+

ẑi ∧
∧
ẑi=0
Σi=−

¬ẑi = 1.

Por lo tanto f ↓Σ(ẑ) = 1. Como Σ, de la definición 3.23, cubre la matriz ∆F (0),F (1),
entonces ∀z ∈ F (1),∃j ∈ [n] tal que Σj = △(ŷ, z)j. Si Σj = +, entonces ŷj = 0
y zj = 1, lo que implica que Cz evaluado en ŷ es 0. De la misma forma, si
Σj = −, entonces ŷj = 1 y zj = 0, lo que implica que Cz evaluado en ŷ es 0. La
demostración para f ↑Σ(x) es análoga, considerando ahora el item (b) del colorario
.4.

De ambas proposiciones se puede concluir el siguiente teorema.

Teorema .7 (Teorema 3.25). Existe una función unate compatible con F (0) y
F (1) si y solo si existe un vector de signos que cubre la matriz ∆F (0),F (1).

Para la demostración del teorema 3.20, necesitamos introducir las siguientes de-
finiciones:

Definición .8. Sea Σ ∈ {0,+,−}n un vector de signos.

El orden parcial ≤Σ en {0, 1}n se define como: x ≤Σ y si y solo si ∀i ∈ [n],
si Σi = +, entonces xi ≤ yi y, si Σi = −, entonces xi ≥ yi. Si al menos
una de las desigualdades es estricta, diremos que x <Σ y.
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A ⊆ {0, 1}n se dice Σ-anticadena si ∀x, y ∈ A, x e y son no comparables
con respecto a ≤Σ, es decir, ni x ≤Σ y ni x ≥Σ y.

Definición .9. Sea f una función y sea Σ = Σ(f).

Se dice que A1
f ⊆ {0, 1}n describe los unos de f si f(x) = 1 si y solo si

existe z ∈ A1
f tal que z ≤Σ x.

Se dice que A0
f ⊆ {0, 1}n describe los ceros de f si f(x) = 0 si y solo si

existe y ∈ A0
f tal que x ≤Σ y.

La siguiente proposición muestra como los conjuntos F (0) y F (1) describen el
comportamiento de las funciones f ↓Σ(x) y f ↑Σ(x).

Proposición .10. Sean F (0), F (1) ⊆ {0, 1}n y Σ ∈ {0,+,−}n un vector de
signos que cubre ∆F (0),F (1). Entonces,

(a) F (1) describe los unos de f ↓Σ(x).

(b) F (0) describe los ceros de f ↑Σ(x).

Demostración. Primero probaremos el item (a). Mostraremos que ∀x ∈ {0, 1}n, f ↓Σ(x) =
1 si y solo si ∃z ∈ F (1) tal que z ≤Σ x.

De la definición de f ↓Σ tenemos que,

f ↓Σ(x) = 1 ⇔ ∃ẑ ∈ F (1),
∧
ẑi=1
Σi=+

ẑi ∧
∧
ẑi=0
Σi=−

¬ẑi = 1

Esta ecuación tiene solución si ∀i ∈ [n],Σi = + y ẑi = 1, o Σi = − y ẑi = 0, lo
cual implica que ẑi = xi. Por otro lado, para los casos donde Σi = + y ẑi = 0,
o Σi = − y ẑi = 1, el valor de xi puede ser 0 o 1 , luego ẑi ≤ xi y ẑi ≥ xi,
respectivamente. Por lo tanto, ẑ ≤Σ x.

La demostración para el item (b) es similar. Usando la definición de f ↑Σ y razo-
nando análogamente, se prueba que ∀x ∈ {0, 1}n, f ↑Σ(x) = 0 si y solo si ∃y ∈ F (0)
tal que x ≤Σ y.

Observación .11. Los conjuntos que describen los unos y ceros de una función
pueden transformarse en anticadenas con respecto al orden parcial Σ eliminando
redundancias. Por ejemplo, si existen z1, z2 ∈ A1

f tales que z1 <Σ z2, entonces,
por la propiedad de transitividad del orden parcial, el conjunto A1

f − {z2} sigue
describiendo los unos de f . De manera similar, si existen y1, y2 ∈ A0

f tales que
y1 <Σ y2, entonces A0

f − {y1} sigue describiendo los ceros de f . Al eliminar
todos estos elementos dominados, se obtienen conjuntos minimales con la misma
capacidad descriptiva. Estos conjuntos minimales se denominan la 1-anticadena
y la 0-anticadena de f , respectivamente.
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Y a partir de esta observación, se establece la siguiente relación de orden entre
las funciones f ↓Σ(x) y f ↑Σ(x).

Corolario .12. Sean F (0), F (1) ⊆ {0, 1}n y Σ ∈ {0,+,−}n un vector de signos
que cubre ∆F (0),F (1). Entonces f ↓Σ ≤ f ↑Σ.

Demostración. Debemos demostrar que ∀x ∈ {0, 1}n, se cumple que f ↓Σ(x) =
1 ⇒ f ↑Σ(x) = 1, y que f ↑Σ(x) = 0 ⇒ f ↓Σ(x) = 0. Procedamos por contradicción:
supongamos que existe x ∈ {0, 1}n tal que f ↓Σ(x) = 1 y f ↑Σ(x) = 0. Por la
Proposición .10, sabemos que existen z ∈ F (1) y y ∈ F (0) tales que z ≤Σ x y
x ≤Σ y. Entonces, por la propiedad de transitividad del orden parcial, se tiene
que z ≤Σ y, y usando nuevamente la Proposición .10 concluimos que f ↓Σ(z) =
0 y f ↑Σ(y) = 1, lo cual es una contradicción. La demostración de la segunda
implicación es análoga.

Finalmente, tenemos el Teorema 3.20.

Teorema .13 (Teorema 3.20). Sea F (0), F (1) ⊆ {0, 1}n y Σ ∈ {0,+,−}n un
vector de signos que cubre ∆F (0),F (1). Una función unate f tal que Σ(f) = Σ es
compatible con las observaciones si y solo si f ↓Σ ≤ f ≤ f ↓Σ.

Demostración. Una función unate f que verifica f ↓Σ ≤ f ≤ f ↑Σ es compatible
con las observaciones, ya que ∀y ∈ F (0) se cumple que f ↑Σ(y) = 0, y ∀z ∈ F (1) se
cumple que f ↓Σ(z) = 1, lo que implica que f(y) = 0 y f(z) = 1, respectivamente.

Por otro lado, para demostrar la implicación rećıproca, basta con probar que
∀x ∈ {0, 1}n, si f(x) = 1 entonces f ↑Σ(x) = 1, y si f(x) = 0 entonces f ↓Σ(x) = 0.

Si A1
f y A0

f son la 1-anticadena y la 0-anticadena de f , podemos adaptar fácil-
mente la demostración del Corolario .12 y obtener la misma contradicción.
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