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Resumen

En este trabajo, proponemos, analizamos e implementamos un nuevo Método
de Elementos Finitos Híbrido Multiescala para la ecuación de Helmholtz. La
principal innovación en la construcción de este método radica en cómo se definen
los multiplicadores de Lagrange en una formulación híbrida para la ecuación de
Helmholtz, lo que se traduce en la introducción de una condición de Robin en
los problemas locales. El objetivo principal de esta modificación es posibilitar la
descomposición de la formulación híbrida en problemas locales y un problema
global bien definidos, independientemente de los coeficientes de la ecuación o de
la partición del dominio. El análisis de error se basa en la formulación híbrida del
problema. Este nuevo método fue sometido a diversos experimentos numéricos,
con el fin de evaluar y comparar su rendimiento y precisión.
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Capítulo 1

Introducción

El análisis y estudio de la propagación de ondas, ya sean electromagnéticas
o acústicas, ha sido uno de los principales temas de estudio por parte de la
comunidad científica durante las últimas décadas. Esto se debe principalmente a
su amplio rango de aplicaciones, que abarcan áreas como sondeos de radar/sonar
para la detección de iones, análisis sísmicos y diagnósticos médicos no invasivos.
Es por esto que la construcción y desarrollo de métodos numéricos para aproximar
estas ondas tiene una importancia primordial, especialmente en casos que
involucran frecuencias de alto orden, que requieren un tratamiento especial para
mitigar sus efectos de dispersión.

La ecuación de Helmholtz es de particular interés, esto debido a que la variación
en los parámetros para el análisis de la ecuación puede impactar significativamente
en la precisión de la aproximación obtenida por un método numérico en particular.
Si bien se han obtenido resultados para casos unidimensionales con condiciones
de Robin y condiciones de frontera mixtas [13, 23], nuestra comprensión en casos
bidimensionales o tridimensionales ha girado predominantemente en torno a
condiciones de frontera Robin, centrándonos en la estabilidad y convergencia,
como lo demuestran trabajos como [25], [29] y [17]. Estos estudios han probado la
estabilidad, analizado la dispersión de la solución y proporcionado estimaciones
para el error, revelando una dependencia entre el tamaño de los elementos de la
malla y la frecuencia de la onda.
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En [10] se definieron condiciones sobre el dominio para desarrollar y analizar un
método MHM (Híbrido-mixto multiescala) para la ecuación de Helmholtz. Sin
embargo, esta teoría impone restricciones significativas, que requieren propiedades
específicas tanto en los datos como en la malla. El objetivo de este trabajo es
presentar un nuevo método híbrido mixto (MH). Su principal innovación es la
imposición de una condición de Robin artificial en los problemas locales, con el fin
de relajar estas restricciones. Esta idea surge siguiendo la modificación presentada
en [2], que introduce una perturbación al multiplicador de Lagrange mediante la
adición de un término dependiente de la variable primal.

El objetivo de este trabajo es definir este nuevo método en el contexto de la
ecuación de Helmholtz con condiciones de frontera mixtas, abordando un espacio
bidimensional, desarrollando una teoría de estabilidad y realizando posteriormente
el análisis de error

En adelante, el texto se presenta de la siguiente manera: después de esta
introducción en el Capítulo 1, el siguiente capítulo presenta las definiciones
fundamentales para este estudio, incluyendo particiones, mallas y normas. El
Capítulo 3 presenta y describe el problema modelo, introduce una nueva
formulación híbrida, se demuestra que el problema está bien definido, se establecen
resultados de estabilidad tanto para versiones continuas como discretas del
problema, y se concluye presentando estimaciones de error para el método híbrido.
El Capítulo 4 presenta el método híbrido multiescala, sus problemas locales y el
problema global, demostrando que todos estos problemas están bien definidos.
También se presenta el algoritmo computacional del método. El Capítulo 5 está
dedicado a experimentos computacionales que validan los resultados teóricos de
los capítulos anteriores. Finalmente, en el Capítulo 6, se presenta un resumen de
las conclusiones generales obtenidas en este trabajo.
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Capítulo 2

En este capítulo presentamos algunas definiciones y resultados preliminares
que serán útiles para comprender este trabajo. Introducimos definiciones para
espacios y normas, además, proporcionamos notaciones para las particiones y
mallas.

2.1. Resultados Clásicos

Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo K = R o K = C, y Ω un abierto
Lipschitz en Rd, con d ∈ {2, 3}.

Definición 2.1.1 (Producto Interior). Un producto interior sobre K es una
aplicación (·, ·) : X × X → K con las siguientes propiedades:

i) (u, u) ≥ 0, para todo u ∈ X .

ii) Sea θ el vector nulo sobre X, se tiene que (u, u) = 0 ⇔ u = θ.

iii) (u, v) = (v, u), para todo u, v ∈ X .

iv) (αu+β v, w) = α (u,w)+β (v, w), para todo α, β ∈ K, para todo u, v, w ∈ X .

Definición 2.1.2 (Norma). Sea ∥ · ∥ : X → R una aplicación con las siguientes
propiedades:

i) ∥u∥ ≥ 0, para todo u ∈ X .

ii) Sea θ el vector nulo sobre X, ∥u∥ = 0 ⇔ u = θ.

iii) ∥λu∥ = |λ|∥u∥, para todo λ ∈ K, para todo u ∈ X .

iv) ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥, para todo u, v ∈ X .
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Observación 2.1.1. Para efectos de este trabajo consideraremos K = C.

Definición 2.1.3 (Forma Sesquilineal). Sea V un espacio vectorial complejo. Se
define una “Forma Sesquilineal” como una aplicación a(·, ·) : V × V → K tal que
es lineal en el primer argumento y lineal con respecto al conjugado del segundo
argumento.

Sea el domino A, sea ∂A una frontera Lipschitz de A, sea la normal exterior
n∂A a A. Se define Pk(A), como el espacio de polinomios de orden menor o igual
a k definidos sobre A.

Además, sea M(A) un espacio de funciones f : A→ C Lebesgue medible. Se
define

Lp(A) :=
{
f ∈M(A) : ∥f∥Lp(A) < +∞

}
, 1 ≤ p ≤ +∞, (2.1.1)

con la norma ∥·∥Lp : Lp(A)→ K definida como:

∥f∥Lp(A) :=

{ (∫
A
|f |p
) 1

p , si 1 ≤ p < +∞,
ess supx∈A |f(x)| , si p = +∞.

(2.1.2)

Sea el espacio de funciones localmente integrables L1
loc(A) definido como:

L1
loc(A) :=

{
f ∈M(A) : f |K ∈ L1(K), para todo K ⊂ A,K compacto

}
.

(2.1.3)
En el caso p = 2, se define el producto interior (·, ·)A : L2(A)× L2(A)→ R como:

(f, g)A =

∫
A

f g, (2.1.4)

además, podemos definir la norma para el espacio L2(A) como
∥f∥L2(A) = ∥f∥0,A =

√
(f, f)A para todo f ∈ L2(A).

Sean X y Z dos espacios vectoriales. Se define el espacio de todas las aplicaciones
lineales de X a Z como L(X,Z). Además, se define el espacio dual de X como
L(X,K) cuya notación es X ′.

Definición 2.1.4 (Producto Dualidad). Dada una forma lineal u′ ∈ X ′ y un
vector v ∈ X, se representa el resultado de u′(v) como ⟨u′, v⟩X′,X . Esto define una
aplicación ⟨·, ·⟩X′,X : X ′ ×X → K llamada producto dualidad, que satisface las
siguientes propiedades:
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i) ⟨u′1 + u′2, v⟩X′,X = ⟨u′1, v⟩X′,X + ⟨u′2, v⟩X′,X , para todo u′1, u′2 ∈ X ′, para todo
v ∈ X.

ii) ⟨u′, v1 + v2⟩X′,X = ⟨u′, v1⟩X′,X + ⟨u′, v2⟩X′,X , para todo u′ ∈ X ′, para todo
v1, v2 ∈ X.

iii) ⟨λu′, v⟩X′,X = λ ⟨u′, v⟩X′,X , para todo u′ ∈ X ′, para todo v ∈ X, para todo
λ ∈ K.

iv) ⟨u′, λ v⟩X′,X = λ ⟨u′, v⟩X′,X , para todo u′ ∈ X ′, para todo v ∈ X, para todo
λ ∈ K.

Un multi-índice n-dimensional α = (α1, ..., αd) ∈ Nd es una tupla de orden
|α| =∑d

i=1 αi. Para cada m ∈ N0, se define Cm(A) como el espacio vectorial de
funciones continuas u : A → K, tales que su derivada parcial ∂α = ∂|α|

∂x
α1
1 ...∂x

αd
d

de orden |α| = m es continua. Se denota como C∞c (A) (funciones continuas con
soporte compacto) como D(A) cuyo espacio dual viene definido como D(A)′. Sea
f ∈ D(A)′, se define su derivada parcial ∂αf ∈ D(A)′ como:

⟨∂αf, v⟩D(A)′,D(A) = (−1)|α| ⟨f, ∂αv⟩D(A)′,D(A) , para todo v ∈ D(A). (2.1.5)

Donde ⟨·, ·⟩D(A)′,D(A) : D(A)′×D(A)→ K representa la dualidad entre D(A)′
y D(A). En particular u ∈ L1

loc(A) puede ser representado como fu ∈ D(A)′ a
través de la siguiente definición:

⟨fu, v⟩D(A)′,D(A) =

∫
A

u v, para todo v ∈ D(A), (2.1.6)

además, se define el funcional ∂αf ∈ D(A)′ como “derivada distribucional” de u.
Sea m ∈ N0, se definen los espacios de Sobolev como:

Hm(A) :=
{
u ∈ L2(A) : ∂α u ∈ L2(A), |α| ≤ m

}
, (2.1.7)

con el producto interior (·, ·) : Hm(A)×Hm(A)→ K dado por

(u, v)m,A :=
∑

|α|≤m

(∂α u, ∂α v)A, (2.1.8)

que induce la norma ∥·∥m,A : Hm(A) → K, definida como ∥·∥m,A :=
√
(·, ·)m,A
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y la semi-norma |·|m,A :=
√

(∂m ·, ∂m ·)A. Sean u ∈ L2(A), se define el gradiente

de u como la función vectorial ∇u :=
(
∂ u
∂ x1

, ...., ∂ u
∂ xd

)
, y el divergente de σ =

(σ1, ..., σd) ∈ [L2(A)]
d como la función escalar ∇ · σ :=

∑d
i=1

∂σi
∂xi

. Notemos que,
si u ∈ H1(A) implica que ∇u ∈ [L2(A)]

d, entonces, se puede definir la siguiente
relación para ∇ · σ a través del espacio:

H(div;A) :=
{
σ ∈

[
L2(A)

]d
: ∇ · σ ∈ L2(A)

}
. (2.1.9)

Se define la restricción de H1(A) sobre ∂A por:

H
1
2 (∂A) :=

{
v|∂A : v ∈ H1(A)

}
, (2.1.10)

donde v|∂A representa la traza v en ∂A. Se define el dual del espacio H
1
2 (∂A)

como H− 1
2 (∂A), que satisface la siguiente identidad:

H− 1
2 (∂A) =

{
σ|∂A · n∂A : σ ∈H(div, A)

}
. (2.1.11)

Se define el producto de dualidad ⟨·, ·⟩∂A : H− 1
2 (∂A)×H 1

2 (∂A)→ K, como:

⟨µ, v⟩∂A := (σ,∇v)A + (∇ · σ, v)A, (2.1.12)

donde, σ ∈H(div;A) tal que σ|∂A · n∂A = µ y v ∈ H1(A).

2.2. Particiones y Mallas

Siguiendo las definiciones propuestas en [3], se introducen dos particiones
que no necesariamente coinciden pero tampoco son independientes. Primero, se
define Ω ⊂ Rd, con d ∈ {2, 3}, un dominio con frontera Lipschitz Γ de diámetro dΩ.
Se introduce una familia {PH}H>0 de particiones de Ω compuesta por polígonos
cerrados, acotados y disjuntos. El diámetro de un elemento K ∈PH se denota
por HK , y el diámetro de la circunferencia inscrita en el polígono viene dado por
ρK . En la Figura 2.2.1 se presenta un ejemplo para un elemento K en particular.
Se define H := máxK∈PHHK y se asume la existencia de c > 0 tal que

HK

ρK
≤ c, para todo K ∈PH, para todo H > 0. (2.2.1)
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Cada polígono K posee frontera ∂K compuesta de aristas E. El conjunto de

ρK

HK

K

Figura 2.2.1: Un elemento K, la linea roja representa el diámetro del elemento,
la linea azul representa el diámetro de la circunferencia inscrita.

bordes de PH viene dado por ∂PH y el conjunto de aristas por E ; tal que,
∂PH = {∂K : K ∈PH}, y

E =

{
E = ∂K1 ∩ ∂K2, o K1, K2 ∈PH, K1 ̸= K2, y
E = ∂K ∩ ∂Ω, E no es un punto aislado (d = 2) o una arista (d = 3)

}
.

Adicionalmente, se define el conjunto de aristas interiores, denotadas por E0, como
sigue

E0 =
{
E = ∂K1 ∩ ∂K2, para todo K1, K2 ∈PH, K1 ̸= K2

}
.

Para cada E ∈ E se asocia un vector normal unitario nE; su orientación es fija
pero arbitraria. Para cada K ∈PH denotamos por nK al vector normal exterior
en ∂K, y sea n|∂K |E para cada E ⊂ ∂K una notación que nos permite indicar
sobre qué elemento se analiza la arista E. El primer paso es definir una malla
computacional, introduciendo EH , una partición sobre E en segmentos F de largo
HF ≤ H := máxD∈EH HD, tal que cada F ∈ EH es un subconjunto de solo una
arista E ∈ E . No asumiremos que los segmentos tengan el mismo largo, pero
vamos a pedir que no sean muy diferentes. Más precisamente, vamos a imponer la
siguiente suposición.

Suposición 2.2.1. La malla EH es tal que, para cada K ∈PH, una malla regular
ΞH(K) de K puede construirse, donde su traza sobre ∂K coincide con EH . Además,
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la malla ΞH := ∪K∈PHΞH(K) será referenciada como una malla virtual. Esta
construcción define una partición conforme.

El último ingrediente de la definición del esquema discreto es la malla que
será utilizada para aproximar las funciones de base locales: para cada K ∈PH,
se introduce una familia de triangulaciones regulares

{
T K
h

}
h>0

construida de la
siguiente manera:

1. Primero, para cada K ∈ PH, la triangulación ΞH(K) se refina una vez.
Este proceso se construye tomando cada elemento perteneciente a la malla y
subdividiéndolo en 4 triángulos congruentes, uniendo los puntos medios de las
aristas del elemento inicial. Este proceso es también llamado red-refinement
[4]. La nueva malla obtenida se denomina triangulación mínima;

2. luego, para cada K, la familia
{
T K
h

}
h>0

está compuesta por refinamientos
regulares de triangulaciones mínimas.

El diámetro de T ∈ T K
h se denota por hT, y h := máxK∈PH máxT∈T K

h
hT.

Es importante remarcar que, si E = K1 ∩K2 ∈ E , entonces la traza de dos mallas
vecinas T K1

h y T K2
h no necesariamente coinciden. En la Figura 2.2.2 se muestra

un ejemplo de una partición que satisface las suposiciones presentadas.

Figura 2.2.2: Ejemplo de una partición sobre un dominio Ω con elementos
poligonales no conformes. Observe las submallas (verde y naranja) discretizando
dos elementos diferentes de PH con diferentes granularidades, donde T ∈ T K

h es
un elemento de la discretización de K ∈PH. La línea roja representa un borde
E ∈ E y la línea azul representa un elemento F ∈ E del esqueleto de la malla. [2]

Finalmente, enunciamos el siguiente supuesto sobre la partición:

Suposición 2.2.2. La partición satisface la condición de “Star-shaped Regularity”,
esto es, existe γ > 0 tal que, para todo H, el politopo K ∈PH satisface que, para
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todo x ∈ K, existe una bola BK de centro yK ∈ K y de radio δK > γHK , tal que la
intersección de todo conjunto convexo [18, p. 191] formado por {x} ∪BK(yK , δK)

está contenida en K [5, Definición 4.2.2].

2.3. Espacios, Productos interiores y Normas

Seguiremos la notación de los espacios de Lebesgue y Sobolev previamente
definidos. ParaK ∈PH ym ≥ 1, consideraremos el espacio localHm(K) equipado
con la norma usual. Se define el siguiente espacio

Hm(PH) =
{
v ∈ L2(Ω) : v|K ∈ Hm(K), para todo K ∈PH

}
,

equipado con la semi-norma y norma,

|v|m,PH =

( ∑
K∈PH

|v|2m,K

) 1
2

, para todo v ∈ V,

∥v∥m,PH
=

( ∑
K∈PH

∥v∥2m,K

) 1
2

, para todo v ∈ V,

respectivamente, y sea V = H1(PH), se define el siguiente producto interior

(u, v)PH :=
∑
K∈PH

(u, v)K , para todo u, v ∈ V, (2.3.1)

adicionalmente, se tiene

(u, v)V :=
∑
K∈PH

ω2 (u, v)K + ω (u, v)∂K∩ΓA
+ (∇u,∇ v)K , para todo u, v ∈ V,

(2.3.2)
que induce la norma

∥v∥V,ω =

( ∑
K∈PH

{
ω2 ∥v∥20,K + ω ∥v∥20,∂K∩ΓA

+ |v|21,K
}) 1

2

, para todo v ∈ V,

(2.3.3)

donde ω > 0 corresponde a un parámetro físico del problema, y ΓA ⊆ ∂Ω. Además,
vamos a considerar V (K) = H1(K), donde la siguiente norma local será útil a lo
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largo de este trabajo

∥v∥V (K),ω =
(
ω2 ∥v∥20,K + ω ∥v∥20,∂K∩ΓA

+ |v|21,K
) 1

2
, para todo v ∈ V (K).

Además, se define el siguiente espacio:

H− 1
2 (∂PH) =

∏
K∈PH

H− 1
2 (∂K).

El espacio natural consiste en funciones que son trazas normales de H(div,Ω);
más precisamente, se define el espacio

Λ :=

σ|∂K · nK :

σ ∈H(div,Ω),
σ|∂K∩ΓA

· nK = 0,

para todo K ∈PH

 . (2.3.4)

El Teorema de Trazas [14] asegura que la siguiente operación entre H− 1
2 (∂PH) y

V está bien definida

⟨µ, v⟩∂PH :=
∑
K∈PH

⟨µ, v⟩∂K , para todo (µ, v) ∈ H− 1
2 (∂PH)× V. (2.3.5)

Siguiendo la notación presentada en [10, Ecuación 3.5], el espacio Λ viene equipado
con la siguiente norma

∥µ∥Λ,ω := sup
v∈V

Re⟨µ, v⟩∂PH

∥v∥V,ω
, para todo µ ∈ Λ. (2.3.6)

Simplificaremos la notación escribiendo supv∈V en lugar de supv∈V \{0}.
Ahora, para ℓ ≥ 0 y k ≥ 0, se introducen los siguientes espacios de elementos
finitos.

Vh :=
∏

K∈PH

Vh(K). (2.3.7)

Donde

Vh(K) :=
{
vh ∈ C0(K) : vh|T ∈ Pk(T), para todo T ∈ T K

h

}
, (2.3.8)

y
ΛH := {µH ∈ Λ : µH |F ∈ Pℓ(F ), para todo F ∈ EH} . (2.3.9)
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Se define el interpolante de Lagrange local [15, Teorema 1.103] IkK : Hk+1(K)→
Vh(K) para todo K ∈PH tal que para todo m = 0, ..., k + 1 satisface

||v−IkK(v)||m,K ≤ C hk+1−m
K |v|k+1,K , para todo v ∈ Hk+1(K), K ∈PH, (2.3.10)

donde C > 0 depende de la regularidad de la submalla, y hK = máxT∈T K
h
hT.

Ahora, se define Ikh : Hk+1(PH)→ Vh como el interpolante de Lagrange global
[15, Lemma 1.110], donde Ikh satisface

Ikh(v)
∣∣
K
= IkK(v), para todo K ∈PH, para todo v ∈ Hk+1(PH). (2.3.11)

Antes de introducir un resultado de interpolación, se presenta la siguiente
desigualdad de trazas.

Lema 2.3.1. Sea K ∈ PH y sea v ∈ V (K), haciendo uso de la condición de
“Star-shaped Regularity” enunciada en la Suposición 2.2.2, se define la siguiente
desigualdad de trazas

∥v∥0,∂K ≤
(

1

HK

∥v∥20,K +HK |v|21,K
) 1

2

. (2.3.12)

Demostración. Resultado obtenido de la desigualdad de trazas presentada en [7,
Ecuación 2.18]

Usando estas estimaciones, se presenta el siguiente lema.

Lema 2.3.2. Sea Ikh un interpolante de Lagrange global. Para todo v ∈ Hk+1(PH),
existe c1 > 0, c2 > 0 y c3 > 0 dependientes de la regularidad de la submalla, y que
no dependen de ω, tal que

∥∥v − Ikh(v)∥∥0,PH
≤ c1 h

k+1 |v|k+1,PH
, (2.3.13)

∣∣v − Ikh(v)∣∣1,PH
≤ c2 h

k |v|k+1,PH
. (2.3.14)

Además

∥∥v − Ikh(v)∥∥V,ω ≤ c3

(
h2 + ω2 +

ω

H + h2Hω
) 1

2
hk |v|k+1,PH

. (2.3.15)

Demostración. Sea v ∈ Hk+1(PH). Recordando que h = máxK∈PH hK . Usando
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(2.3.10), (2.3.11), se tiene

∥∥v − Ikh(v)∥∥20,PH
=
∑
K∈PH

∥∥v − Ikh(v)∥∥20,K
=
∑
K∈PH

∥∥v − IkK(v)∥∥20,K
≤
∑
K∈PH

c̃1 h
2 (k+1)
K |v|2k+1,K

≤ c̃1
∑
K∈PH

h2 (k+1) |v|2k+1,K

= c̃1 h
2 (k+1) |v|2k+1,PH

,

donde c̃1 > 0. Luego,

∥∥v − Ikh(v)∥∥0,PH
≤ c1 h

k+1 |v|k+1,PH
,

con c1 > 0. Similarmente, para (2.3.14), usando (2.3.10), (2.3.11), y la definición
de h, se tiene

∣∣v − Ikh(v)∣∣21,PH
=
∑
K∈PH

∣∣v − Ikh(v)∣∣21,K
=
∑
K∈PH

∣∣v − IkK(v)∣∣21,K
≤
∑
K∈PH

c̃2 h
2 k
K |v|2k+1,K

≤ c̃2
∑
K∈PH

h2 k |v|2k+1,K

= c̃2 h
2 k |v|2k+1,PH

,

donde c̃2 > 0. Luego,

∣∣v − Ikh(v)∣∣1,PH
≤ c2 h

k |v|k+1,PH
,

con c2 > 0. Combinando (2.3.13), (2.3.14), la definición de la norma V , y la
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desigualdad de trazas (2.3.12), se tiene

∥∥v − Ikh(v)∥∥V,ω =
(
ω2
∥∥v − Ikh(v)∥∥20,PH

+
∣∣v − Ikh(v)∣∣21,PH

+ ω
∥∥v − Ikh(v)∥∥20,ΓA

) 1
2

≤
(
ω2
∥∥v − Ikh(v)∥∥20,PH

+
∣∣v − Ikh(v)∣∣21,PH

+
ω

H
∥∥v − Ikh(v)∥∥20,PH

+Hω
∣∣v − Ikh(v)∣∣21,PH

) 1
2

≤
(
c21 ω

2 h2 k |v|2k+1,PH
+ c22 h

2 k+2 |v|2k+1,PH

+c21
ω

H h2 k |v|2k+1,PH
+ c22Hω h2 k+2 |v|2k+1,PH

) 1
2

≤ c3

(
h2 + ω2 +

ω

H + h2Hω
) 1

2
hk |v|k+1,PH

donde c3 = máx {c1, c2}.

Finalmente, se introduce un proyector para ΛH . Para cada F ∈ E se define
la proyección Πℓ

F : L2(F )→ Pℓ(F ) como

(Πℓ
F (µ), q)F = (µ, q)F , para todo q ∈ Pℓ(F ). (2.3.16)

Luego, se define el proyector global Πℓ : L2(E) → ΛH como Πℓ(µ)|F = Πℓ
F (µ),

para cada µ ∈ L2(E).
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Capítulo 3

Una Nueva Formulación Híbrida

Multiescala

En este capítulo, vamos a introducir y analizar un nuevo método de elementos
finitos híbrido multiescala para la ecuación de Helmholtz. Esta nueva formulación
híbrida tiene como objetivo ser el punto de partida para el desarrollo de nuevos
métodos de elementos finitos multiescala, siguiendo la metodología presentada en
[10]. El objetivo principal del desarrollo de esta formulación es que, a diferencia
de lo presentado en [10], el método construido a partir de ella esté asociado
a problemas locales bien definidos, independientemente de la relación entre la
frecuencia ω y la geometría de cada elemento de la partición PH.

3.1. El Problema Modelo

Sea Ω ⊂ Rd, con d ∈ {2, 3}, un dominio con frontera Lipschitz Γ, donde κ ∈
L∞(Ω,R) es un módulo de compresibilidad y ρ ∈ L∞(Ω,R) es la densidad.
Considerando una frecuencia angular ω ∈ R∗

+ y un término fuente f ∈ L2(Ω), el
campo de dispersión u ∈ H1(Ω) satisface

−ω
2

κ
u−∇ ·

(
1

ρ
∇u
)

= f, en Ω. (3.1.1)

Teniendo en mente sus usos más comunes, como la propagación de ondas sísmicas
o acústicas, además de la radiación electromagnética, vamos a separar la frontera Γ
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en dos subconjuntos, ΓD y ΓA, de manera que Γ = ΓD∪ΓA y, además, ΓD∩ΓA = ∅.
Vamos a imponer una condición de frontera Dirichlet u = 0 sobre ΓD. Para ΓA

vamos a considerar una condición de frontera absorbente de primer orden

1

ρ
∇u · n∂Ω − 1√

κ ρ
u = 0, (3.1.2)

donde n∂Ω es el vector normal unitario exterior a ∂Ω. Finalmente, nos
concentraremos en resolver el problema de valores de contorno para encontrar
u ∈ H1(Ω) tal que:


−ω2

κ
u−∇ ·

(
1
ρ
∇u
)

= f, sobre Ω

u = 0, en ΓD
1
ρ
∇u · n∂Ω − i ω√

κ ρ
u = g, en ΓA

, (3.1.3)

donde g ∈ L2(ΓA). Nuestros resultados están enfocados en casos de frecuencias
altas. Vamos a asumir que existe ω0 tal que ω ≥ ω0 > 0. Un ejemplo particular
sobre el problema modelo recién enunciado se presenta en la figura 3.1.1

3.2. Formulación Débil Estándar

Con el objetivo de presentar una nueva formulación híbrida y construir resultados
sobre esta, introduciremos primero la forma débil del problema (3.1.3), entregando
resultados de existencia, unicidad y estabilidad para la solución de dicha
formulación.
Se define la formulación débil estándar de (3.1.3) como sigue: Encontrar u ∈ H1

D(Ω)

tal que:(
1

ρ
∇u,∇v

)
Ω

− ω2

(
1

κ
u, v

)
Ω

− i ω
(

1√
κ ρ

u, v

)
ΓA

= (f, v)Ω + (g, v)ΓA
, (3.2.1)

para todo v ∈ H1
D(Ω), donde el espacio H1

D(Ω) se define como:

H1
D(Ω) :=

{
v ∈ H1(Ω) : v|ΓD

= 0
}
. (3.2.2)
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ΓA

Ω

ΓD Fuente del sismo

Figura 3.1.1: Ejemplo aplicado del problema modelo 3.1.3, simulando la
propagación de ondas sísmicas. Dentro de la imagen, el término fuente “f ”
corresponde al elemento denominado “Fuente del sismo”, la cual puede venir
definida por una función pulso o por una función gaussiana. El dominio Ω en
este caso corresponde a una sección del terreno donde ocurrió el sismo que se
desea analizar. Dicho dominio presenta densidad ρ y modulo de compresibilidad κ.
Además, la frontera se define como todo el borde que encierra este terreno, la cual
se puede dividir en dos subconjuntos disjuntos: ΓD, que representa la superficie
del terreno, y ΓA, que corresponde al resto del borde que encierra el dominio bajo
la superficie. La solución del problema describe la propagación y refracción de la
onda emitida por la fuente.

Adicionalmente, consideraremos el siguiente espacio [28, p. 121]

H
1
2
00(ΓA) :=

{
ξ|ΓA

: ξ ∈ H 1
2 (Γ), ξ|ΓD

= 0
}
. (3.2.3)

Teniendo esta construcción, se presentan los siguientes resultados de existencia y
unicidad:

Lema 3.2.1. Sea Ω, un dominio con frontera Lipschitz. Existe un único u ∈ H1
D(Ω)

que resuelve el problema (3.2.1).

Demostración. Considerando el resultado presentado en [20, Teorema 2.1], que
nos entrega un resultado de existencia y unicidad para el problema de Helmholtz
con condiciones de contorno mixtas y coeficientes variables mediante un argumento
de continuidad, podemos establecer que existe u ∈ H1

D(Ω), solución única de la
formulación débil presentada en (3.2.1).

Una vez presentada la existencia y unicidad para el problema (3.2.1), construiremos
un resultado de estabilidad para la misma, con el objetivo de analizar su
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dependencia con respecto al dominio Ω y los coeficientes ω, κ y ρ.
Para empezar, consideraremos las siguientes definiciones: Sea K ∈PH, se definen

ρ∗ := sup
x∈K

ρ(x), ρ∗ := ı́nf
x∈K

ρ(x), κ∗ := sup
x∈K

κ(x), κ∗ := ı́nf
x∈K

κ(x). (3.2.4)

Además

ρ∗∗ := sup
x∈Ω

ρ(x), ρ∗∗ := ı́nf
x∈Ω

ρ(x), κ∗∗ := sup
x∈Ω

κ(x), κ∗∗ := ı́nf
x∈Ω

κ(x). (3.2.5)

Teniendo en cuenta las definiciones previas, presentamos el siguiente resultado de
estabilidad para la solución u ∈ H1

D(Ω) del problema (3.2.1).

Lema 3.2.2. Sea u ∈ H1
D(Ω), solución del problema (3.2.1). Existe una constante

positiva CdΩ que depende de Ω, tal que, dado f ∈ L2(Ω) y g ∈ L2(ΓA), se cumple
la siguiente estimación:

∥u∥V,ω ≤ CdΩ (∥f∥0,Ω + ∥g∥0,ΓA
) . (3.2.6)

Demostración. La demostración de este lema es una variación de [26, Proposición
8.1.4] y [22, Proposición 3.3]. Sea u ∈ H1

D(Ω), solución del problema (3.2.1). De
manera directa se tiene que u ∈ V . Se define γ > 0 y xT , tales que xT · nΓA ≥ γ.
Además, |xT |0,∞ ≤ dΩ y ∇ · xT = d. Considerando v = u en la forma sesquilineal
(3.2.1), podemos obtener las siguientes desigualdades para la parte real:

1

ρ∗
∥∇u∥20,Ph

− 1

κ∗
ω2∥u∥20,Ph

≤ |(f, u)Ω|+ |(g, u)ΓA
|, (3.2.7)

además, para la parte imaginaria, podemos obtener lo siguiente.

1√
ρ∗ κ∗

ω∥u∥20,ΓA
≤ |(f, u)Ω|+ |(g, u)ΓA

|. (3.2.8)

De la ecuación (3.2.8), utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene

ω√
ρ∗ κ∗

∥u∥20,ΓA
≤ 1

2 ϵ ω
∥f∥20,Ω+

ϵ ω

2
∥u∥20,Ph

+
1

2 ϵ2 ω
∥g∥20,ΓA

+
ω ϵ2
2
∥u∥20,ΓA

, (3.2.9)



18 3.2. Formulación Débil Estándar

con ϵ > 0, ϵ2 > 0 valores fijos pero arbitrarios. De la ecuación (3.2.7), se obtiene

1

ρ∗
∥∇u∥20,Ph

≤ 1

2 ϵ3 ω2
∥f∥20,Ω +

ϵ3 ω
2

2
∥u∥20,Ph

+
1

2 ϵ4 ω2
∥g∥20,ΓA

+
ϵ4 ω

2

2
∥u∥20,ΓA

,

(3.2.10)
con ϵ3 > 0, ϵ4 > 0 valores fijos pero arbitrarios. Ahora, si consideramos v = xT ·∇u
y usando las estimaciones de [22], se tiene

2 Re a(u,xT · ∇u) ≥ d
ω2

κ∗
∥u∥20,Ph

+
1

ρ∗

∫
ΓA

|∇u|2 xT · nΓA

− d− 2

ρ∗
∥u∥21,Ph

− ω2

κ∗

∫
ΓA

|u|2 xT · nΓA

− 2Re
i ω√
κ∗ ρ∗

∫
ΓA

uxT · ∇u,

lo que implica que

d
ω2

κ∗
∥u∥20,Ph

+
1

ρ∗

∫
ΓA

|∇u|2 xT · nΓA ≤ 2 Re aK(u,x
T · ∇u)

+
d− 2

ρ∗
∥∇u∥20,Ph

+
ω2

κ∗

∫
ΓA

|u|2 xT · nΓA

+ 2Re
i ω√
κ∗ ρ∗

∫
ΓA

uxT · ∇u,

como u satisface el problema débil (3.2.1), se tiene que

d
ω2

κ∗
∥u∥20,Ph

+
1

ρ∗

∫
ΓA

|∇u|2 xT · nΓA ≤ 2 Re

∫
Ω

(xT · ∇u) f

+
d− 2

ρ∗
∥∇u∥20,Ph

+
ω2

κ∗

∫
ΓA

|u|2 xT · nΓA

+ 2Re
i ω√
κ∗ ρ∗

∫
ΓA

uxT · ∇u

+Re

∫
ΓA

(xT · ∇u) g.



3.2. Formulación Débil Estándar 19

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y las propiedades de xt, llegamos a

d
ω2

κ∗
∥u∥20,Ph

+
γ

ρ∗
∥∇u∥20,ΓA

≤ d− 2

ρ∗
∥∇u∥20,Ph

+ C1 dΩ

(
ω2

κ∗
∥u∥20,ΓA

+
ω√
κ∗ ρ∗

∥u∥0,ΓA
∥∇u∥0,ΓA

)
+ C2 dΩ (∥f∥0,Ω∥∇u∥0,Ph

+ ∥g∥0,ΓA
∥∇u∥0,ΓA

) .

Donde C1 > 0 y C2 > 0 no dependen de ρ o κ. Usando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, se tiene los siguiente:

∥u∥0,ΓA
∥∇u∥0,ΓA

≤ ω

2 ϵ5
∥u∥20,ΓA

+
ϵ5
2ω
∥∇u∥20,ΓA

,

∥g∥0,ΓA
∥∇u∥0,ΓA

≤ 1

2 ϵ6
∥g∥20,ΓA

+
ϵ6
2
∥∇u∥20,ΓA

.

Similarmente, podemos construir la siguiente estimación

∥f∥0,Ω∥∇u∥0,Ph
≤ 1

2 ϵ7
∥f∥20,Ω +

ϵ7
2
∥∇u∥20,Ph

,

con ϵ5 > 0, ϵ6 > 0, ϵ7 > 0 valores fijos pero arbitrarios. Definiendo

ϵ6 =
2

dΩC2

(
γ

ρ∗
− C1 dΩ

ϵ5
2
√
κ∗ ρ∗

)
,

y tomando ϵ5 lo suficientemente pequeño, para satisfacer ϵ6 > 0, se obtiene

d
ω2

κ∗
∥u∥20,Ph

≤ d− 2

ρ∗
∥∇u∥20,Ph

+ C3 dΩ

(
ω2

κ∗
∥u∥20,ΓA

+
ω2

2 ϵ5
√
κ∗ ρ∗

∥u∥20,ΓA

)
+ C4 dΩ

(
1

2 ϵ7
∥f∥20,Ω +

ϵ7
2
∥∇u∥20,Ph

+
1

2 ϵ6
∥g∥0,ΓA

)
,

donde C3 > 0, C4 > 0 no dependen de ρ o κ. Utilizando las desigualdades (3.2.9)



20 3.2. Formulación Débil Estándar

y (3.2.10), podemos obtener que

d
ω2

κ∗
∥u∥20,Ph

≤ d− 2

ρ∗

(
ρ∗

2 ϵ3 ω2
∥f∥20,Ω +

ρ∗ ϵ3 ω
2

2
∥u∥20,Ph

+
ρ∗

2 ϵ4 ω2
∥g∥20,ΓA

+
ρ∗ ϵ4 ω

2

2
∥u∥20,Ph

)
+ C5 dΩ

(
1

κ∗
+

1

ϵ5
√
ρ∗ κ∗

)(
1

2 ϵ
∥f∥20,Ω +

ϵ ω2

2
∥u∥20,Ph

+
1

2 ϵ2
∥g∥0,ΓA

+
ω2 ϵ2
2
∥u∥20,Ph

)
+ C6 dΩ

(
1

2 ϵ7
∥f∥20,Ω +

1

2 ϵ6
∥g∥0,ΓA

)
+ C7 dΩ

ϵ7
2

(
ρ∗

2 ϵ3 ω2
∥f∥20,Ω +

ρ∗ ϵ3 ω
2

2
∥u∥20,Ph

+
ρ∗

2 ϵ4 ω2
∥g∥20,ΓA

+
ρ∗ ϵ4 ω

2

2
∥u∥20,Ph

)
,

donde C5 > 0, C6 > 0, y C7 > 0 no dependen de ρ o κ. Definiendo

ϵ3 =

d

κ∗
− 1

2
ϵ4

(
d− 2

ρ∗
+
C7 dΩ ρ

∗ ϵ7
2

)
1

2

(
d− 2

ρ∗
+
C7 dΩ ρ

∗ ϵ7
2

)

+

−C5 dΩ

(
1

κ∗
+

1

ϵ5
√
ρ∗ κ∗

)(
ϵ+ ϵ2
2

)
− ϵ8

1

2

(
d− 2

ρ∗
+
C7 dΩ ρ

∗ ϵ7
2

) ,

con ϵ8 > 0, tomando ϵ, ϵ2, ϵ4, ϵ7, y ϵ8 suficientemente pequeños, obtenemos un
denominador siempre positivo, para esto basta con considerar por ejemplo:

ϵ4 =
1

2

d

κ∗

(
d− 2

ρ∗
+
C7 dΩ ρ

∗ ϵ7
2

)−1

,

ϵ = ϵ2 =
1

4

d

κ∗

(
C5 dΩ

(
1

κ∗
+

1

ϵ5
√
ρ∗ κ∗

))−1

,

ϵ8 =
1

4

d

κ∗
. (3.2.11)

Esto permite establecer que ϵ3 es siempre es mayor que 0. Así, siempre podemos
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obtener la siguiente desigualdad

d

κ∗
>
ϵ4 ρ

∗

2

(
d− 2

ρ∗
+
C7 dΩ ρ

∗ ϵ7
2

)
+ C5 dΩ

(
1

κ∗
+

1

ϵ5
√
ρ∗ κ∗

)(
ϵ+ ϵ2
2

)
+ ϵ8,

donde finalmente, se obtiene

ω2 ∥u∥20,PH
≤ C̃dΩ

(
∥f∥0,Ω + ∥g∥0,ΓA

)
, (3.2.12)

con C̃dΩ > 0 dependiente solo de dΩ. Junto con (3.2.9) y (3.2.10), obtenemos la
estimación deseada.

3.3. Una Nueva Formulación Híbrida

En esta sección presentamos una nueva formulación híbrida para la ecuación
(3.1.3); posteriormente, se demostrará un resultado de equivalencia entre esta
nueva formulación y la formulación débil estándar (3.2.1).
Introducimos una nueva formulación híbrida débil. Para esto construimos ς : V →
H− 1

2 (∂PH) tal que:
v ∈ H1

D(Ω)⇒ ς(v) ∈ Λ. (3.3.1)

Usando este mapeo, se propone la siguiente formulación híbrida: Encontrar (u, λ) ∈
V × Λ tal que:{

a(u, v) + ⟨λ, v⟩∂PH = (f, v)PH + (g, v)ΓA
, para todo v ∈ V

⟨µ, u⟩∂PH = 0, para todo µ ∈ Λ
, (3.3.2)

donde la nueva forma sesquilineal a(·, ·) : V × V → C viene definida por:

a(u, v) :=
∑
K∈PH

(
1

ρ
∇u,∇v

)
K

−
(
ω2

κ
u, v

)
K

−i
(

ω√
κ ρ

u, v

)
∂K∩ΓA

−i ⟨ς(u), v⟩∂K .

(3.3.3)
Adicionalmente, la versión local de a(·, ·) está definida como:

aK(u, v) :=

(
1

ρ
∇u,∇v

)
K

−
(
ω2

κ
u, v

)
K

− i
(

ω√
κ ρ

u, v

)
∂K∩ΓA

− i ⟨ς(u), v⟩∂K .

(3.3.4)
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El término de borde −i ⟨ς(u), v⟩∂K , introducido en la definición de la nueva
forma sesquilineal (3.3.3) tiene el objetivo de posibilitar resultados de existencia y
unicidad de solución que definen al método MH.
Ahora, para probar la equivalencia entre las soluciones de ambos métodos,
presentamos el siguiente lema:

Lema 3.3.1. Sea L ∈ V ′, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. L se anula en H1
D(Ω);

2. Existe un único funcional µ ∈ Λ tal que L(v) = ⟨µ, v⟩∂PH para todo v ∈ V .

Demostración. Comenzaremos por probar una identidad útil. Sea v ∈ H1
D(Ω), µ ∈

Λ, y σ ∈ H(div,Ω) tal que µ|∂K = σ · nK para todo K ∈ PH. Notemos que
v|ΓA

∈ H
1
2
00(ΓA), entonces

⟨µ, v⟩∂PH =
∑
K∈PH

(σ,∇ v)K + (∇ · σ, v)K = (σ,∇ v)Ω + (∇ · σ, v)Ω

= ⟨σ|Γ · n, v|Γ⟩
H− 1

2 (Γ),H
1
2
00(Γ)

= ⟨σ|ΓA
· n, v|ΓA

⟩
H− 1

2 (ΓA),H
1
2
00(ΓA)

. (3.3.5)

Asumamos ahora que L se anula en H1
D(Ω), en particular L se anula en H1

0 (Ω),
luego [27, Lema 1] asegura la existencia de un único funcional µ ∈ H− 1

2 (∂PH)

tal que existe σ ∈H(div,Ω) que satisface µ|∂K = σ|∂K · nK para todo K ∈PH,
y además L(v) = ⟨µ, v⟩∂K para todo v ∈ V . Resta mostrar que σ|ΓA

· n = 0.
En efecto, sea g ∈ H

1
2
00(ΓA), consideremos su extensión por cero g̃ ∈ H

1
2 (Γ) y

vg ∈ H1
D(Ω) tal que vg|ΓA

= g̃. Luego, usando (3.3.5) obtenemos

⟨σ|ΓA
· n, g⟩

H− 1
2 (ΓA),H

1
2
00(ΓA)

= ⟨µ, vg⟩∂PH = L(vg) = 0,

por lo tanto σ|ΓA
· n = 0 y además µ ∈ Λ.

Asumamos la existencia de un único funcional µ ∈ Λ tal que L(v) = ⟨µ, v⟩∂PH para
todo v ∈ V . Notemos que la definición de µ implica la existencia de σ ∈H(div,Ω)

tal que µ|∂K = σ|∂K · nK para todo K ∈ PH, y además σ|ΓA
· nK = 0. Sea

v ∈ H1
D(Ω), luego v|ΓA

∈ H
1
2
00(ΓA), así en virtud de (3.3.5) tenemos

L(v) = ⟨µ, v⟩∂PH = ⟨σ|ΓA
· n, v|ΓA

⟩
H− 1

2 (ΓA),H
1
2
00(ΓA)

= 0,

por lo tanto L se anula en H1
D(Ω).
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Como consecuencia del Lema 3.3.1, se puede presentar la siguiente representación
del espacio H1

D(Ω).

Corolario 3.3.1. Se tiene la siguiente caracterización

H1
D(Ω) = {v ∈ V : ⟨µ, v⟩∂PH = 0, para todo µ ∈ Λ} .

Demostración. Consideremos la aplicación lineal y acotada B : Λ→ V ′ que para
cada µ ∈ Λ satisface ⟨Bµ, v⟩V ′,V = ⟨µ, v⟩∂PH para todo v ∈ V . Notemos que B
es inyectiva. En efecto, sea µ ∈ Λ tal que Bµ = 0, luego ⟨µ, v⟩∂PH = 0 para
todo v ∈ V , es decir, para cada K ∈ PH se satisface ⟨µ, v⟩∂K = 0 para todo
v ∈ H1(K), por lo tanto µ|∂K = 0.
Adicionalmente consideremos el isomorfismo ψ : V → V ′ dado por el Teorema de
Representación de Riesz y mostraremos una identificación entre Λ y H1

D(Ω)
⊥ a

través de la igualdad Im(B) = Im
(
ψ|H1

D(Ω)⊥

)
como representado en el siguiente

diagrama:
Λ

B←→ Im(B) = Im
(
ψ|H1

D(Ω)⊥

)
ψ−1

←−→ H1
D(Ω)

⊥. (3.3.6)

Probemos que Im(B) = Im
(
ψ|H1

D(Ω)⊥

)
. Sea v ∈ H1

D(Ω)
⊥, tenemos que

⟨ψ(v), w⟩V ′,V = (v, w)V = 0 para todo w ∈ H1
D(Ω), gracias al Lema 3.3.1 se asegura

la existencia de un único µ ∈ Λ tal que ⟨ψ(v), w⟩V ′,V = ⟨µ,w⟩∂PH = ⟨Bµ,w⟩V ′,V

para todo w ∈ V , es decir, Bµ = ψ(v), y por lo tanto ψ(v) ∈ Im(B). Sea
µ ∈ Λ, notemos que como B es inyectiva podemos asegurar que la representación,
⟨Bµ,w⟩V ′,V = ⟨µ∗, w⟩∂PH para todo w ∈ V , es válida para un único Λ ∋ µ∗ = µ.
Gracias al Lema 3.3.1 hemos probado que Bµ se anula en H1

D(Ω). Sea w ∈ H1
D(Ω),

notemos que (ψ−1(Bµ), w)V = ⟨Bµ,w⟩V ′,V = 0, luego ψ−1(Bµ) ∈ H1
D(Ω)

⊥, por
lo tanto Bµ ∈ Im

(
ψ|H1

D(Ω)⊥

)
.

Las identificaciones probadas nos llevan a lo siguiente:

(H1
D(Ω)

⊥)⊥ =
{
v ∈ V : (v, w)V = 0, para todo w ∈ H1

D(Ω)
⊥}

=
{
v ∈ V : ⟨ψ(w), v⟩V ′,V = 0, para todo w ∈ H1

D(Ω)
⊥}

= {v ∈ V : ⟨Bµ, v⟩V ′,V = 0, para todo µ ∈ Λ}
= {v ∈ V : ⟨µ, v⟩∂PH = 0, para todo µ ∈ Λ} .

Finalmente, la demostración concluye en virtud del Lema A0.1 y de [15, p 468]
notando que (H1

D(Ω)
⊥)⊥ = H1

D(Ω) = H1
D(Ω).
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Teniendo en cuenta el corolario anteriormente presentado, se puede construir
el siguiente Teorema que relaciona el problema débil (3.2.1) con la formulación
híbrida (3.3.2):

Teorema 3.3.1. Existe u ∈ H1
D(Ω) solución de (3.2.1) si y solo si existe (u, λ) ∈

V × Λ que resuelve (3.3.2). Además, se tiene la siguiente relación entre u y λ:

λ = −
(
1

ρ
∇u · nK + i ς(u)

) ∣∣∣∣
∂K\ΓA

, para todo K ∈PH. (3.3.7)

Demostración. Sea (u, λ) ∈ V × Λ solución de (3.3.2), usando la representación
de H1

D(Ω) obtenida en 3.3.1, se obtiene que u ∈ H1
D(Ω). Reemplazando u en la

primera ecuación de (3.3.2), se obtiene que ς(u) ∈ Λ. Entonces, haciendo uso de
la definición de ς(u) llegamos a que ⟨ς(u), v⟩∂PH = 0 para todo v ∈ H1

D(Ω), y
podemos concluir que(

1

ρ
∇u,∇v

)
Ω

− ω2

(
1

ρ
u, v

)
Ω

− i ω
(

1√
κ ρ

u, v

)
ΓA

= (f, v)Ω + (g, v)ΓA
,

para todo v ∈ H1
D(Ω), resolviendo (3.2.1). Por otro lado, sea u solución de (3.2.1).

Se define el siguiente funcional sesquilineal L:

L(v) = −a(u, v) +
∑
K∈PH

(f, v)K + (g, v)∂K∩ΓA

=
∑
K∈PH

(f, v)K + (g, v)∂K∩ΓA
−
(
1

ρ
∇u,∇v

)
K

+ ω2

(
1

κ
u, v

)
K

+ i ω

(
1√
κ ρ

u, v

)
∂K∩ΓA

− i⟨ς(u), v⟩∂K .

Este operador L se anula en H1
D(Ω). Utilizando el Lema 3.3.1, existe un único

λ ∈ Λ tal que ∑
K∈PH

⟨λ, v⟩∂K = L(v), para todo v ∈ V. (3.3.8)

Luego, el par (u, λ) ∈ V × Λ resuelve (3.3.2). Finalmente, como f = − 1
κ
ω2 u−
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∇ ·
(
1

ρ
∇u
)

, reemplazando en integrando por partes, se puede concluir que

L(v) =− a(u, v) +
∑
K∈PH

(f, v)K + (g, v)∂K∩ΓA

=− a(u, v) +
∑
K∈PH

(
−ω

2

κ
u−∇ ·

(
1

ρ
∇u
)
, v

)
K

+ (g, v)∂K∩ΓA

=
∑
K∈PH

(
−∇ ·

(
1

ρ
∇u
)
, v

)
K

+ (g, v)∂K∩ΓA
−
(
1

ρ
∇u,∇v

)
K

+ i ω

(
1√
κ ρ

u, v

)
∂K∩ΓA

+ i⟨ς(u), v⟩∂K

=
∑
K∈PH

−
〈
1

ρ
∇u · nK , v

〉
∂K

+ (g, v)∂K∩ΓA
+ i ω

(
1√
κ ρ

u, v

)
∂K∩ΓA

+ i⟨ς(u), v⟩∂K

=
∑
K∈PH

−
〈
1

ρ
∇u · nK , v

〉
∂K\ΓA

+ i⟨ς(u), v⟩∂K\ΓA
.

Así, λ = −1
ρ
∇u · nK + i ς(u) en ∂K \ ΓA para cada K ∈ PH, lo que prueba

(3.3.7).

3.4. Definición Concreta de ς(·)

Con el objetivo de obtener resultados explícitos para la formulación (3.3.2), vamos a
construir una definición concreta para ς(·). Definiremos ς : V →∏

K∈PH
H− 1

2 (∂K)

como ς(v)|∂K = (vσ0)|∂K · nK , para todo v ∈ V y sobre cada K ∈ PH, con
σ0 ∈ RT0, donde RT0 denota las funciones de base de Raviart y Thomas de
menor orden. Se construye como sigue: Sea F ∈ E , definiremos σ0|F · nF como
0 ó 1 de manera que para cada K ∈PH, tal que ∂K ∩ ΓA = ∅ se satisfaga que
σ0|∂K · n∂K ̸= 0 y solo pueda ocurrir una de dos situaciones, σ0|∂K · n∂K ≥ 0, o
bien, σ0|∂K ·n∂K ≤ 0, por otro lado, si se satisface que ∂K ∩ ΓA ̸= ∅ ocurrirá que
σ0|∂K · n∂K = 0.

La existencia de σ0 ∈ RT0 que cumpla la definición anterior puede ser entendida
como un problema de grafos. Definiremos un grafo tal que a cada politopo
K ∈PH se le asocia un nodo del grafo. Dos nodos del grafo asociados a K1 ∈PH

y K2 ∈ PH, respectivamente, estarán conectados por una arista si y solo si
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F = ∂K1 ∩ ∂K2 ∈ E y se tiene que σ0|F · nF = 1. Diremos que K ∈ PH tiene
color rojo si σ0|∂K · n∂K ≥ 0, tiene color azul si σ0|∂K · n∂K ≤ 0, y no tiene color
si σ0|∂K · n∂K = 0. Por lo tanto buscamos demostrar que es posible definir un
grafo bipartito [12, Sección 1.6] sobre elementos de la partición PH a través de la
definición de σ0. Para particiones particulares esto es evidente (ver Figura 3.4.1),
la demostración del caso más general será abordado en trabajos posteriores.

ΓA

Ω

A

H

I

BC D

E F

G

Figura 3.4.1: Construcción particular de σ0 sobre un dominio Ω. Las aristas
F ∈ E presentadas en negro entre los elementos representan el caso σ0|F = 0.

3.5. Existencia, unicidad y estabilidad de la

solución del problema híbrido

En esta sección demostraremos que la formulación híbrida (3.3.2) tiene solución
única y además construiremos una estimación para la estabilidad de nuestra
solución.
Primero, usaremos el Lema 3.2.1 para construir el primer resultado sobre (3.3.2).

Teorema 3.5.1. El problema (3.3.2) tiene una única solución (u, λ) ∈ V × Λ.

Demostración. El resultado de existencia y unicidad para el problema (3.3.2)
proviene de la equivalencia con la solución de la formulación débil (3.2.1),
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Figura 3.4.2: Grafo bipartito correspondiente a σ0 definido en 3.4.1.

demostrada en el Teorema 3.3.1. Así, usando el Lema 3.2.1, existe u ∈ H1
D(Ω),

solución única de (3.2.1). Por lo tanto, existe (u, λ) ∈ V × Λ, solución única de la
formulación híbrida continua (3.3.2).

Para continuar, primero introduciremos el siguiente resultado de continuidad para
la forma a(·, ·).

Lema 3.5.1. Para todo u, v ∈ V , se tiene la siguiente estimación:

|a(u, v)| ≤ 1

2
C ∥u∥V,ω ∥v∥V,ω , (3.5.1)

donde C := máx
{

1
ρ∗∗
, 1
κ∗∗
, 1√

κ∗∗ ρ∗∗

}
.

Demostración. Sean u, v ∈ V , y sea K ∈ PH. Utilizando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, se obtienen las siguientes desigualdades:

∣∣∣∣− i ω( 1√
κ ρ

u, v

)
∂K∩ΓA

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ω
(

1√
κ ρ

u, v

)
∂K∩ΓA

∣∣∣∣∣
≤ ω

1√
κ∗ ρ∗

∥u∥0,∂K∩ΓA
∥v∥0,∂K∩ΓA

≤ 1√
κ∗ ρ∗

∥u∥V (K),ω ∥v∥V (K),ω .

Además, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definición de ς(·), se
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obtiene la siguiente estimación para el caso ∂K ∩ ΓA = ∅:

|aK(u, v)| =
∣∣∣∣(1

ρ
∇u,∇v

)
K

− ω2

(
1

κ
u, v

)
K

+ i⟨ς(u), v⟩∂K
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣(1

ρ
∇u,∇v

)
K

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ω2

(
1

κ
u, v

)
K

∣∣∣∣+ |i⟨ς(u), v⟩∂K |
≤ 1

ρ∗
∥∇u∥0,K ∥∇v∥0,K + ω2 1

κ∗
∥u∥0,K ∥v∥0,K + ∥u∥0,∂K ∥v∥0,∂K

≤ 1

ρ∗
∥u∥V (K),ω ∥v∥V (K),ω +

1

κ∗
∥u∥V (K),ω ∥v∥V (K),ω

+ ∥u∥V (K),ω ∥v∥V (K),ω

≤ C2 ∥u∥V (K),ω ∥v∥V (K),ω , (3.5.2)

donde C2 := máx
{

1
ρ∗
, 1
κ∗

}
. Por otro lado, usando nuevamente la desigualdad de

Cauchy-Schwarz y la definición de ς(·), se tiene la siguiente estimación cuando
para el caso ∂K ∩ ΓA ̸= ∅:

|aK(u, v)| ≤ C2 ∥u∥V (K),ω ∥v∥V (K),ω +
1√
κ∗ ρ∗

∥u∥V (K),ω ∥v∥V (K),ω

≤ C3 ∥u∥V (K),ω ∥v∥V (K),ω , (3.5.3)

donde C3 := máx
{
C2,

1√
κ∗ ρ∗

}
. Luego, usando (3.5.2), (3.5.3), y sumando sobre

K ∈PH, se obtiene

|a(u, v)| =
∣∣∣∣∣ ∑
K∈PH

aK(u, v)

∣∣∣∣∣
≤
∑
K∈PH

|aK(u, v)|

≤ C
∑
K∈PH

∥u∥V (K),ω ∥v∥V (K),ω

≤ C

2
∥u∥V,ω ∥v∥V,ω ,

con C := máx {C2, C3}.

Utilizando la estimación obtenida en el Lema (3.2.6), demostraremos la siguiente
condición inf-sup para la forma sesquilineal presentada en (3.3.3).

Teorema 3.5.2. Sea Ω ∈ Rd, d ∈ {2, 3} un dominio de frontera Lipschitz. Existe
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CdΩ > 0 que depende de dΩ, tal que, la forma sesquilineal a(·, ·) definida en (3.3.3)
satisface:

ı́nf
v∈H1

D(Ω)
sup

u∈H1
D(Ω)

|a(u, v)|
∥u∥V,ω ∥v∥V,ω

≥ C̃ CdΩ
2 (ω + 1)

. (3.5.4)

Donde C̃ > 0 no depende de ω, H, o dΩ.

Demostración. Sea u ∈ H1
D(Ω), vamos a definir z ∈ H1

D(Ω) como la solución del
siguiente problema adjunto(

1

ρ
∇v,∇z

)
Ω

− ω2

(
1

κ
v, z

)
Ω

− i ω
(

1√
κ ρ

v, z

)
ΓA

= 2
ω2

κ∗∗
(v, u)Ω, (3.5.5)

para todo v ∈ H1
D(Ω). Gracias al Lema 3.2.1, z está bien definido. Notemos que

−i ⟨ς(v), z⟩∂K = 0 para todo v ∈ H1
D(Ω), lo que nos permite obtener la igualdad

(3.5.5). El Lema 3.5.1 y el hecho de que

∥u∥0,Ω = ∥u∥0,PH
, para todo v ∈ H1

D(Ω),

se tiene que ∥z∥V,ω ≤ CdΩ ω
2 ∥u∥0,PH

, sea v = (1 + i)u + z ∈ H1
D(Ω), el cual

satisface

|a(u, v)| ≥ Re a(u, v)

= Re a(u, (1 + i)u) + Re a(u, z)

≥ 1

ρ∗∗
∥∇u∥20,PH

+
ω√
κ∗∗ ρ∗∗

∥u∥20,ΓA
− ω2

κ∗∗
∥u∥20,PH

+Re a(u, z)

≥ c1 ∥u∥2V,ω − 2
ω2

κ∗∗
+Re a(u, z)

≥ c1 ∥u∥2V,ω ,

con c1 := mı́n

{
1

κ∗∗
,
1

ρ∗∗
,

1√
κ∗∗ ρ∗∗

}
, por lo tanto

|a(u, v)| ≥ c1 ∥u∥2V,ω ,
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además, utilizando la definición de v, se obtiene

∥v∥V,ω = ∥(1 + i)u+ z∥V,ω
≤ 2 ∥u∥V,ω + ∥z∥V,ω
≤ 2 ∥u∥V,ω + CdΩ ω

2 ∥u∥0,PH

≤ C̃dΩ (ω + 1) ∥u∥V,ω ,

donde C̃dΩ depende de dΩ , esto implica

|a(u, v)| ≥ c1 ∥u∥2V,ω
≥ c1 ∥u∥V,ω

(
2 (ω + 1) C̃dΩ

)−1

∥v∥V,ω

≥ C̃ ĈdΩ
2 (ω + 1)

∥u∥V,ω ∥v∥V,ω ,

con ĈdΩ dependiente de dΩ.

Para finalizar esta sección, usaremos los resultados del Teorema 3.5.2 y del Lema
3.5.1 para construir un resultado de dependencia continua de los datos para el
problema (3.3.2).

Teorema 3.5.3. La solución del problema (3.3.2), (u, λ) ∈ V × Λ, satisface la
siguiente estimación:

∥λ∥Λ,ω + ∥u∥V ≤ C̃ CdΩ

(
1

ω2
+

1

ω

)
(ω + 1) (∥f∥0,PH

+ ∥g∥0,ΓA
). (3.5.6)

Donde C̃ > 0 no depende de ω, H o dΩ, y CdΩ > 0 depende solo de dΩ.

Demostración. Sea (u, λ) ∈ V × Λ la solución de (3.3.2). Para todo v ∈ H1
D(Ω),

se tiene que ∥v∥0,PH
≤ cP ∥∇v∥0,PH

(desigualdad de Poincaré-Friedrichs), con
cP > 0 la constante de Poincaré, la cual depende solo de Ω. Entonces, la condición
de inf-sup presentada en (3.5.6) y el hecho de que se satisface la siguiente igualdad:

a(u, v) = (f, v)0,PH + (g, v)0,ΓA
, para todo v ∈ H1

D(Ω), (3.5.7)
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nos permiten construir la siguiente estimación:

C̃ CdΩ
2 (ω + 1)

∥u∥V,ω ≤ sup
v∈H1

D(Ω)

|a(u, v)|
∥v∥V,ω

= sup
v∈H1

D(Ω)

|(f, v)0,PH + (g, v)0,ΓA
|

∥v∥V,ω

≤ sup
v∈H1

D(Ω)

∥f∥0,PH
∥v∥0,PH

∥u∥V,ω
+ sup

u∈H1
D(Ω)

∥g∥0,ΓA
∥v∥0,ΓA

∥v∥V,ω

≤ 1

ω2
sup

v∈H1
D(Ω)

cP ∥f∥0,PH
∥v∥V,ω

∥v∥V,ω
+

1

ω
sup

v∈H1
D(Ω)

cP ∥g∥0,ΓA
∥v∥V,ω

∥v∥V,ω

≤ cP

(
1

ω2
+

1

ω

)
(∥f∥0,PH

+ ∥g∥0,ΓA
)

≤ cP

(
1

ω2
+

1

ω

)
(∥f∥0,PH

+ ∥g∥0,ΓA
).

Utilizando la definición de la norma (2.3.6), podemos notar que:

∥µ∥Λ,ω ≤ sup
v∈V

|⟨µ, v⟩∂PH |
∥v∥V,ω

. (3.5.8)

Además, utilizando la primera ecuación de (3.3.2), se obtiene:

∥λ∥Λ,ω ≤ sup
v∈V

|⟨λ, v⟩∂PH |
∥v∥V,ω

= sup
v∈V

|(f, v)0,PH + (g, v)0,ΓA
− a(u, v)|

∥v∥V,ω

≤ 1

ω2
sup
v∈V

cP ∥f∥0,PH
∥v∥V,ω

∥v∥V,ω
+

1

ω
sup
v∈V

cP ∥g∥0,ΓA
∥v∥V,ω

∥v∥V,ω

+ sup
v∈V

Cc ∥u∥0,PH
∥v∥0,PH

∥v∥V,ω
≤ cP

(
1

ω2
+

1

ω

)
(∥f∥0,PH

+ ∥g∥0,ΓA
) + Cc ∥u∥V,ω ,

donde Cc es la constante de continuidad obtenida en el Lema 3.5.1. Combinando
las cotas para u y λ, podemos concluir la demostración.
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3.6. El Problema Híbrido Discreto

Recordando las definiciones de los espacios Vh y ΛH , dadas en (2.3.8) y (2.3.9),
respectivamente, la versión de dimensión finita para el problema (3.3.2) usando
estos espacios es la siguiente: Encontrar (uh, λH) ∈ Vh × ΛH tal que

a(uh, vh) + ⟨λH , vh⟩∂PH = (f, vh)PH + (g, vh)ΓA
, para todo vh ∈ Vh

⟨µH , uh⟩∂PH = 0, para todo µH ∈ ΛH
.

(3.6.1)
Primero, analizaremos el núcleo discreto, definido como:

Nh = {vh ∈ Vh : ⟨µH , vh⟩∂PH = 0, para todo µH ∈ ΛH} . (3.6.2)

La desigualdad de Poincaré - Friedrichs para funciones H1(Ω) por partes [6,
Ecuación 1.3] implica la existencia de cB > 0 que depende solo de la forma de los
polígonos de PH, tal que

∥vh∥0,Ω ≤ cB ∥∇vh∥0,PH
, para todo vh ∈ Nh. (3.6.3)

Notemos que vh → ∥∇vh∥0,PH
, se define como norma sobre Nh. De aquí en

adelante, vamos a considerar la siguiente suposición, que nos permitirá establecer
que el problema híbrido discreto está bien definido.

Suposición 3.6.1. Si H es suficientemente pequeño, entonces existe una constante
positiva Cdis, que no depende de H o h, y posiblemente depende de las magnitudes
físicas del problema, tal que se satisface la siguiente condición inf-sup discreta

ı́nf
uh∈Nh

sup
vh∈Nh

|a(uh, vh)|
∥uh∥V,ω ∥vh∥V,ω

≥ Cdis > 0. (3.6.4)

Considerando la suposición 2.2.1, y utilizando [19, Lema 4.1], existe el operador
de Fortin Πh : V → Vh, que satisface

⟨µH , v − Πhv⟩∂PH = 0, para todo λH ∈ ΛH , para todo v ∈ V, (3.6.5)

y además
∥Πhv∥V,ω ≤ cF ∥v∥V,ω , para todo v ∈ V, (3.6.6)
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donde cF no depende de h,H, H, o ω. Combinando (3.6.5), (3.6.6), y la definición
de la norma ∥·∥Λ,ω en (2.3.6), podemos establecer que ⟨µH , vh⟩∂PH satisface la
siguiente condición inf-sup discreta

1

cF
∥µH∥Λ,ω ≤ sup

vh∈Vh

|⟨µH , vh⟩∂PH |
∥vh∥V,ω

, (3.6.7)

para todo λH ∈ ΛH . Teniendo en cuenta estas estimaciones, se introduce el
siguiente teorema.

Teorema 3.6.1. Existe un único par (uh, λH) ∈ Vh × ΛH solución del problema
(3.6.1). Además, la solución del problema discreto satisface la siguiente cota de
estabilidad:

1

cF
∥λH∥Λ,ω + ∥uh∥V,ω

≤ cB

(
1

ω2
+

1

ω

)(
1 +

1

Cdis
(Cc + 1)

)(
∥f∥0,PH

+ ∥g∥0,ΓA

)
. (3.6.8)

Demostración. La demostración de existencia y unicidad de la solución para el
problema (3.6.1) se obtiene siguiendo lo presentado en [1, Sección 3.4.1], utilizando
el resultado de [8, Proposición 2.1]. Así, gracias a la condición inf-sup otorgada
por la norma (3.6.7) y de la Suposición 3.6.1, que nos entrega la condición inf-sup
(3.6.4) sobre Nh, podemos concluir que existe (uh, λH) ∈ Vh × ΛH , solución del
problema (3.6.1).
La parte restante de la demostración corresponde a construir la cota de estabilidad
(3.6.8). Sea (uh, λH) ∈ Vh × ΛH solución de (3.6.1). La condición inf-sup (3.6.4),
la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la siguiente igualdad

a(uh, vh) = (f, vh)0,PH + (g, vh)0,ΓA
, para todo vh ∈ Nh, (3.6.9)
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nos permiten construir la siguiente cota

Cdis ∥uh∥V,ω ≤ sup
vh∈Nh

|a(uh, vh)|
∥vh∥V,ω

= sup
vh∈Nh

|(f, vh)0,PH + (g, vh)0,ΓA
|

∥vh∥V,ω

≤ sup
vh∈Nh

∥f∥0,PH
∥vh∥0,PH

∥vh∥V,ω
+ sup

vh∈Nh

∥g∥0,ΓA
∥vh∥0,ΓA

∥vh∥V,ω

≤ 1

ω2
sup
vh∈Nh

cB ∥f∥0,PH
∥vh∥V,ω

∥vh∥V,ω
+

1

ω
sup
vh∈Nh

cB ∥g∥0,ΓA
∥vh∥V,ω

∥vh∥V,ω
≤ cB

(
1

ω2
+

1

ω

)
∥f∥0,PH

+ cB ∥g∥0,ΓA

≤ cB

(
1

ω2
+

1

ω

) (
∥f∥0,PH

+ ∥g∥0,ΓA

)
.

Ahora, usando la condición inf-sup (3.6.7), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y
la primera ecuación de (3.6.1), nos entregan que

1

cF
∥λH∥Λ,ω ≤ sup

vh∈Vh

|⟨λH , vh⟩∂PH |
∥vh∥V,ω

= sup
vh∈Vh

|(f, vh)0,PH + (g, vh)0,ΓA
− a(uh, vh)|

∥vh∥V,ω

≤ 1

ω2
sup
vh∈Vh

cB ∥f∥0,PH
∥vh∥V,ω

∥vh∥V,ω
+

1

ω
sup
vh∈Vh

cB ∥g∥0,ΓA
∥vh∥V,ω

∥vh∥V,ω

+ sup
vh∈Vh

Cc ∥uh∥0,PH
∥vh∥0,PH

∥vh∥V,ω
≤ cB

(
1

ω2
+

1

ω

) (
∥f∥0,PH

+ ∥g∥0,ΓA

)
+ Cc∥uh∥V,ω,

donde Cc es la constante de continuidad de Lema 3.5.1. Finalmente, para concluir
la demostración basta juntar las cotas construidas para uh y λH .

3.7. Estimación del Error

Para esta sección desarrollaremos un análisis de error para el problema a partir de
la formulación híbrida, teniendo en cuenta los resultados presentados en la sección
anterior. Como primer gran resultado, es necesario construir un Lema de Cea, el
cual se presenta a continuación.
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Lema 3.7.1. Sea (u, λ) ∈ V ×Λ solución de (3.3.2) y (uh, λH) ∈ Vh×ΛH solución
de (3.6.1). Entonces, se tiene la siguiente estimación

∥u− uh∥V,ω ≤ c1 ı́nf
vh∈Vh

∥u− vh∥V,ω + c2 ı́nf
µH∈ΛH

∥λ− µH∥Λ,ω , (3.7.1)

∥λ− λH∥Λ,ω ≤ c3 ı́nf
vh∈Vh

∥u− vh∥V,ω + c4 ı́nf
µH∈ΛH

∥λ− µH∥Λ,ω , (3.7.2)

donde c1 =
(

1
Cdis

+ 1
)
(1 + cF ), c2 = 1

Cdis
, c3 = c1Cc cF , y c4 = (1 + cF )+c2Cc cF .

Aquí, Cc es la constante de continuidad de 3.5.1 y cF viene de (3.6.7).

Demostración. La siguiente demostración sigue los pasos presentados en [16, Lema
50.2]. Sea (u, λ) ∈ V × Λ solución del problema (3.3.2) y (uh, λH) ∈ Vh × ΛH

solución del problema (3.6.1). Utilizando la ortogonalidad de Galerkin en la
segunda ecuación de (3.6.1), se obtiene Re⟨λH , u− uh⟩∂PH = 0, así, para cada
µH ∈ ΛH , Re⟨µH , u− uh⟩∂PH = 0, lo que implica que

Re⟨λ− λH , u− uh⟩∂PH = Re⟨λ− µH , u− uh⟩∂PH , para todo λ ∈ Λ. (3.7.3)

Ahora, sea zh ∈ Πh(u) +Nh donde zh = Πh(u) + γh con γh ∈ Nh. Luego, tomando
uh − zh ∈ Nh se tiene

⟨µH , uh − zh⟩∂PH = ⟨µH , uh − Πh(u) + γh⟩∂PH (3.7.4)

= ⟨µH , uh − u⟩∂PH (3.7.5)

= 0, (3.7.6)

para todo µH ∈ ΛH , donde se usó la ortogonalidad de Galerkin para la segunda
ecuación de (3.6.1). Recordando la condición inf-sup de (3.6.4) y utilizando la
ortogonalidad de Galerkin en la primera ecuación de (3.6.1), podemos establecer
la siguiente cota

Cdis ∥uh − zh∥V,ω ≤ sup
wh∈Nh

|a(uh − zh, wh)|
∥wh∥V,ω

= sup
wh∈Nh

|a(u− zh, wh) + ⟨λ− λH , wh⟩PH|
∥wh∥V,ω

= sup
wh∈Nh

|a(u− zh, wh) + ⟨λ− µH , wh⟩PH |
∥wh∥V,ω

≤ ∥u− zh∥V,ω + ∥λ− µH∥Λ,ω ,
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Entonces, utilizando (3.7.3) y la desigualdad triangular, se obtiene la siguiente
estimación

∥u− uh∥V,ω ≤ ∥u− zh∥V,ω + ∥uh − zh∥V,ω (3.7.7)

≤ ∥u− zh∥V,ω + c1 ∥u− zh∥V,ω + c1 ∥λ− µH∥Λ,ω ,

con µh ∈ ΛH , zh ∈ Nh y donde c1 > 0 no depende H, H o h. Como esta estimación
fue realizada para un zh ∈ Πh(u) +Nh arbitrario, basta con considerar el ínfimo y
obtener el siguiente resultado

∥u− uh∥V,ω ≤ c̃1 ı́nf
vh∈Πh(u)+Nh

∥uh − vh∥V,ω + c2 ∥λ− µH∥Λ,ω , (3.7.8)

donde c̃1 = 1
Cdis

+ 1, y c2 = 1
Cdis

. Finalmente, utilizando el resultado de [16, Lema
50.3] se obtiene que

∥u− uh∥V,ω ≤ ĉ1 ı́nf
zh∈Vh

∥u− zh∥V,ω + c2 ∥λ− µH∥Λ,ω , (3.7.9)

con ĉ1 = c̃1 (1 + cFω
2). Entonces, (3.7.1) se obtiene tomando el ínfimo de µH ∈ ΛH .

Ahora, realizaremos la estimación (3.7.2) sobre λ− λH . Sea µH ∈ ΛH , se tiene

∥λ− λH∥Λ,ω = ∥λ− λH + µH − µH∥Λ,ω
≤ ∥λ− µH∥Λ,ω + ∥µH − λH∥Λ,ω .

Sea vh ∈ Vh, utilizando nuevamente la ortogonalidad de Galerkin, obtenemos

⟨λ− µH , vh⟩∂PH = −a(u− uh, vh) + ⟨λH − µH , vh⟩∂PH ,

aplicando esta igualdad en el segundo término y utilizando la condición inf-sup
(3.6.7), llegamos a la siguiente desigualdad

∥µH − λH∥Λ,ω ≤ cF sup
vh∈Vh

|⟨µH − λH , vh⟩∂PH|
∥vh∥V,ω

≤ cF sup
vh∈Vh

|−a(u− uh, vh) + ⟨λ− µH , vh⟩∂PH|
∥vh∥V,ω

≤ c3 ∥u− uh∥V,ω + c4 ∥λ− µH∥Λ,ω ,

donde c3 = Cc cF y c4 = cF , con Cc la constante de continuidad del Lema 3.5.1.
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Entonces, la estimación sobre λ− λH se obtiene de la siguiente manera

∥λ− λH∥Λ,ω ≤ ∥λ− µH∥Λ,ω + ∥µH − λH∥Λ,ω
≤ ∥λ− µH∥Λ,ω + c3 ∥u− uh∥V,ω + c4 ∥λ− µH∥Λ,ω
≤ c3 ∥u− uh∥V,ω + c̃4 ∥λ− µH∥Λ,ω ,

con c̃4 = (1 + cF ). Así, usando la cota sobre u − uh y tomando el ínfimo sobre
µH ∈ ΛH se tiene (3.7.2).

Ahora, se presenta un resultado de interpolación previo a la construcción de un
resultado de convergencia.

Lema 3.7.2. Suponiendo que existe w ∈ Hℓ+2(PH)∩H1
D(Ω),

1
ρ
∇w ∈ Hℓ+1(PH),

con l ≥ 0, y
1

ρ
∇w ∈H(div,Ω). Sea µ ∈ Λ definido como

µ|∂K\ΓA
= −

(
1

ρ
∇w · nK + i wσ0 · nK

) ∣∣∣∣∣
∂K\ΓA

, µ|∂K∩ΓA
= 0, (3.7.10)

para todo K ∈PH. Entonces, existe una constante positiva C > 0, independiente
de h, H o H, y CΩ > 0 dependiente solo de Ω, tal que

∥∥µ− Πℓ
Fµ
∥∥
Λ,ω
≤ C Hℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇w + i wσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

, (3.7.11)

con Πℓ
Fµ ∈ ΛH siendo el operador de interpolación sobre cada F ∈ E. Además,

ı́nf
µH∈ΛH

∥µ− µH∥Λ,ω ≤ C Hℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇w + i wσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

, (3.7.12)

con ΛH y σ0 definidos en (2.3.9) y en la Sección 3.4, respectivamente.

Demostración. Esta demostración se construye como una variación de [3, Lema 3],
construida para R2 (extensible a R3). Sea w ∈ Hℓ+2(PH) y E ∈ E . Sea K ∈PH

tal que F ⊂ ∂K. Se define χE := (1
ρ
∇w · nE + i wσ0 · nE) ∈ Hℓ+1(PH), donde

nE debe entenderse como la extensión trivial del vector normal nE como una
función constante sobre todo K, con |nE| = 1. Notemos que µ := χE|F ∈ L2(F )

para cada F ⊂ E ∈ E .

Ahora, definamos ζF que define al único elemento en ΞH(K) tal que ζF ∩ ∂K = F .
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Sea T̂ el elemento de referencia estándar de vértices (0, 0),(1, 0) y (0, 1), y sea
FF : T̂ → ζF la transformación afín invertible tal que FF (F̂ ) = F , donde
F̂ = [0, 1]. Primero, observemos que

Π̂ℓ
Fµ = Πℓ

F̂
µ̂, (3.7.13)

donde Πℓ
F esta definido en (2.3.16). Entonces∫

F

(µ− Πℓ
Fµ) vds = HF

∫
F̂

(µ̂− Π̂ℓ
Fµ) v̂dŝ (3.7.14)

= HF

∫
F̂

(µ̂− Πℓ
F̂
µ̂) v̂dŝ. (3.7.15)

Adicionalmente, mediante argumento de escala [15] y la regularidad de la malla
ΞH(K), nos entrega que

|ẑ|ℓ+1,T̂ ≤ CHℓ
F |z|ℓ+1,ζF

, y |v̂|1,T̂ ≤ C |v|1,ζF , (3.7.16)

para todo z ∈ Hℓ+1(ζF ) y v ∈ H1(ζF ). Ahora, utilizando [11] y la desigualdad
anterior, se obtiene, que para todo v ∈ V ,∫

F̂

(µ̂− Πℓ
F̂
µ̂)v̂dŝ ≤ C |χ̂E|ℓ+1,T̂ |v̂|1,T̂ (3.7.17)

≤ C Hℓ
F |χE|ℓ+1,ζF

|v|1,ζF , (3.7.18)

donde C es una constante positiva que solo depende del tamaño de ζF .

Ahora, definimos µ̃H := Πℓ
Fµ, para cada F ⊂ ∂K y cada K ∈PH. Un cambio de

variable, (3.7.16), (3.7.18), la regularidad de ΞH(K), y el hecho de que el elemento
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ζF no se sobrepone, nos entrega

⟨µ− µ̃H , v⟩∂K =
∑
F⊂∂F

∫
F

(µ− µ̃H)vds

=
∑
F⊂∂F

∫
F̂

(µ̂− ̂̃µH)v̂dŝ
≤ C

∑
F⊂∂F

Hℓ+1
F |χE|ℓ+1,ζF

|v|1,ζF

≤ C Hℓ+1
F

{∑
F⊂∂F

|χE|2ℓ+1,ζF

} 1
2
{∑
F⊂∂F

|v|21,ζF

} 1
2

≤ C Hℓ+1
F

∣∣∣∣1ρ∇w + i wσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,K

|v|1,K ,

para todo v ∈ V , donde se tiene

|χE|ℓ+1,ζF
=

∣∣∣∣1ρ∇w · nE + i wσ0 · nE

∣∣∣∣
ℓ+1,ζF

≤
∣∣∣∣1ρ∇w + i wσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,ζF

.

Así, sumando sobre todo K ∈PH y utilizando los resultados anteriores, se llega
a la siguiente cota

⟨µ− µ̂H , v⟩∂PH ≤ C Hℓ+1
F

∣∣∣∣1ρ∇w + i wσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,K

|v|1,K

≤ C Hℓ+1
F

∣∣∣∣1ρ∇w + i wσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,K

|v|V,ω , (3.7.19)

que directamente implica

∥µ− µ̃H∥Λ,ω ≤ sup
v∈V

|⟨µ− µ̂H , v⟩∂PH|
∥v∥V,ω

(3.7.20)

≤ C Hℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇w + i wσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

, (3.7.21)

donde el resultado esperado viene de tomar el ínfimo en el lado izquierdo.

Finalmente, utilizando los resultados del Lema 3.6.1, Corolario 2.3.2, y Lema 3.7.2,
podemos presentar la siguiente estimación para el error.

Corolario 3.7.1. Suponiendo que dado (u, λ) ∈ V × Λ solución de (3.3.2),
satisface la hipótesis del Lema 3.7.2. Entonces, existen C1 y C2 constantes positivas
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independientes de H, tales que:

∥u− uh∥V,ω ≤ C1

(
Hℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇u+ i uσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

+ hk |u|k+1,PH

)
, (3.7.22)

∥λ− λH∥Λ,ω ≤ C2

(
Hℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇u+ i uσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

+ hk |u|k+1,PH

)
. (3.7.23)

Demostración. Sea u ∈ Hℓ+2(PH) ∩H1
D(Ω). Por el Lema 3.7.1, se tiene

∥u− uh∥V,ω ≤ c1 ı́nf
vh∈Vh

∥u− vh∥V,ω + c2 ı́nf
µH∈ΛH

∥λ− µH∥Λ,ω ,

∥λ− λH∥Λ,ω ≤ c3 ı́nf
vh∈Vh

∥u− vh∥V,ω + c4 ı́nf
µH∈ΛH

∥λ− µH∥Λ,ω ,

donde c1 =
(

1
Cdis

+ 1
)
(1 + cF ), c2 = 1

Cdis
, c3 = c1Cc cF , y c4 = (1 + cF ) +

c2Cc cF . Además, Cc es la constante de continuidad de Lema 3.5.1 y cF viene de
(3.6.7). Combinando esto con el Lema 3.7.2, se tiene

∥u− uh∥V,ω ≤ c1 ı́nf
vh∈Vh

∥u− vh∥V,ω + c2C H
ℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇u+ i uσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

,

∥λ− λH∥Λ,ω ≤ c3 ı́nf
vh∈Vh

∥u− vh∥V,ω + c4C H
ℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇u+ i uσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

.

Además, considerando u ∈ Hk+2(Ω) y haciendo uso del Corolario 2.3.2, se obtiene

ı́nf
vh∈Vh

∥u− vh∥V,ω ≤
∥∥u− Ikh(u)∥∥V,ω

≤ C1

(
h2 + ω2 +

ω

H + h2Hω
) 1

2
hk |v|k+1,PH

,

donde Ih : V → Vh es el interpolante de Lagrange global y C1 > 0. Aplicando
esto, se obtiene

∥u− uh∥V,ω ≤ c1C1 h
k |u|k+1,PH

+ c2C H
ℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇u+ i uσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

≤ C̃1

(
hk |u|k+1,PH

+Hℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇u+ i uσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

)
,
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donde C̃1 > 0, además

∥λ− λH∥Λ,ω ≤ c3C1 h
k |u|k+1,PH

+ c4C H
ℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇u+ i uσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

≤ C̃2

(
hk |u|k+1,PH

+Hℓ+1

∣∣∣∣1ρ∇u+ i uσ0

∣∣∣∣
ℓ+1,PH

)
,

con C̃2 > 0.
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Capítulo 4

Un Método Híbrido Multi-escala

El propósito de este capítulo es definir y construir una formulación donde la única
incógnita presente sea la aproximación de los multiplicadores de Lagrange en el
borde de cada elemento, resultando en un problema global donde λH es la única
incógnita a determinar. Se demostrará que tanto los problemas locales como el
problema global están bien definidos, finalmente, se introducirá el algoritmo que
nos permitirá implementar este método a nivel computacional.

4.1. Localización

Sean Th : Λ → Vh, T̂h : L2(Ω) → Vh, y T̃h : L2(ΓA) → Vh operadores lineales y
acotados que resuelven los siguientes problemas para cada µ ∈ Λ, f ∈ L2(Ω),
g ∈ L2(ΓA):

a(Th µ, vh) = −⟨µ, vh⟩∂PH , (4.1.1)

a(T̂h f, vh) = (f, vh)PH , (4.1.2)

a(T̃h g, vh) = (g, vh)ΓA
, (4.1.3)

para todo vh ∈ Vh. Donde la forma sesquilineal a(·, ·) utilizada corresponde a la
definida en (3.3.3), la continuidad de esta forma sobre V obtenida mediante el
Lema 3.5.1 es también válida sobre Vh. Ahora, definamos

wh = Th λH + T̂h f + T̃h g. (4.1.4)
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La expresión (4.1.4) se obtiene mediante un procedimiento de condensación estática.
Además, como se detalla más adelante, estas aplicaciones Th, T̂h y T̃h pueden ser
calculados localmente. Estos cálculos locales permiten la eliminación de los grados
de libertad internos de cada elemento, con el objetivo de poder escribir el problema
global solo en términos de λH . El último paso en la obtención del método Híbrido
Multiescala (MH) es reemplazar (4.1.4) en la segunda ecuación de (3.6.1), para
obtener la siguiente ecuación que involucra solo a λH : Encontrar λH ∈ ΛH , tal que

B(λH , µH) = ⟨µH , T̂h f + T̃h g⟩∂PH , para todo µH ∈ ΛH , (4.1.5)

donde el operador B viene definido como

B(ρH , µH) = −⟨µH , Th ρH⟩∂PH , (4.1.6)

para todo (ρH , µH) ∈ ΛH×ΛH . Entonces, este problema tiene como única solución
a λH ∈ ΛH . Una vez que λH es calculado, wh se puede construir utilizando (4.1.4).

4.2. Problemas MH bien definidos

En la sección anterior, hemos introducido y definido los problemas locales y el
problema global de nuestro método MH. Lo que resta es poder establecer que estos
problemas están bien definidos, y además, construir un resultado de estabilidad
para dichos problemas, específicamente, un resultado de condicionamiento que
nos permita establecer constantes de estabilidad para las matrices que componen
nuestro método MH. Para los problemas locales, vamos a establecer una condición
inf-sup para a(·, ·) sobre Vh × Vh. Este resultado está detallado en el Apéndice A,
donde se tiene la estimación A1.33. Dado que este resultado fue probado para
todo u, v en V , la siguiente condición inf-sup sobre Vh también es valida:

ı́nf
uh∈Vh

sup
vh∈Vh

|a(uh, vh)|
∥uh∥V,ω ∥vh∥V,ω

≥ C̃

2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

) ≥ 0, (4.2.1)

donde C̃ > 0 no depende de ninguna partición ni de ω, y Ã se define en el Lema
A1.1.
Así, podemos asegurar que los problemas (4.1.1), (4.1.2) y (4.1.3) están bien
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definidos.
También se puede demostrar que el problema global del método MH (4.1.5) está
bien definido. Antes de esto, vamos a presentar el siguiente resultado.

Proposición 4.2.1. Para todo µH , λH ∈ ΛH , se tiene

⟨µH , Th λH⟩∂PH = ⟨λH , Th µH⟩∂PH . (4.2.2)

Demostración. Sea µH , λH ∈ ΛH . De la ecuación (4.1.1), tenemos

⟨µH , Th λH⟩∂PH =⟨µH , Th λH⟩∂PH

=− a(Th µH , Th λH)
=− a(Th λH , Th µH)
=⟨λH , Th µH⟩∂PH .

Por lo tanto, (4.2.2) se obtiene tomando el conjugado.

Lema 4.2.1. Para λH ∈ ΛH , se define (wh, ηλH ) ∈ Vh×ΛH como la única solución
del problema

a(wh, vh) + ⟨ηλH , vh⟩∂PH = (Th λH , vh)PH , para todo vh ∈ Vh
⟨µH , wh⟩∂PH = 0, para todo µH ∈ ΛH

, (4.2.3)

entonces, se tiene
⟨ηλH , Th λH⟩∂PH = ∥Th λH∥20,PH

, (4.2.4)

y

∥Th ηλH∥V,ω ≤

cB (1 + ω)

Cdis ω
+

2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

)
C̃

 ∥Th λH∥0,PH
, (4.2.5)

donde C̃ > 0 no depende de ninguna partición ni de ω, y Ã se define en el Lema
A1.1.

Demostración. Sea λH ∈ ΛH . El Teorema 3.6.1 nos asegura la existencia y unicidad
de la solución, así la definición de ηλH tiene sentido. Siguiendo los mismos pasos
realizados al principio del capítulo, podemos obtener la siguiente igualdad:

⟨µH , Th ηλH ⟩∂PH = −
〈
µH , T̂h

(
Th λH

)〉
∂PH

, para todo µH ∈ ΛH . (4.2.6)
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Entonces, por la Proposición 4.2.1, se obtiene que

⟨ηλH , Th λH⟩∂PH = ⟨λH , Th ηλH ⟩∂PH = −
〈
λH , T̂h

(
Th λH

)〉
∂PH

. (4.2.7)

Ahora, haciendo uso de la definición de Th y T̂h, podemos probar que

−
〈
λH , T̂h

(
ThλH

)〉
∂PH

=

〈
λH , T̂h

(
Th λH

)〉
∂PH

= a
(
Th λH , T̂h

(
Th λH

))
= a

(
T̂h
(
Th λH

)
, Th λH

)
=
(
Th λH , Th λH

)
=
∥∥Th λH∥∥20,PH

.

Basta tomar el conjugado para concluir la cuenta. En efecto, se obtiene〈
λH , T̂h

(
Th λH

)〉
∂PH

=
∥∥Th λH∥∥20,PH

=
∥∥Th λH∥∥20,PH

= ∥Th λH∥20,PH
.

Finalmente, la estimación (4.2.5) viene de la definición de ηλH y la desigualdad
(3.6.8).

Con estos resultados, podemos demostrar que el problema global está bien definido,
esto se presenta en el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1. Suponiendo que 2.2.1 se satisface. El problema (4.1.5) está bien
definido, además, se tienen las siguientes cotas

|B(νH , µH)| ≤
2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

)
C̃

∥µH∥Λ,ω ∥νH∥Λ,ω , (4.2.8)

para todo (νH , µH) ∈ ΛH × ΛH , (4.2.9)

sup
µH∈ΛH

|B(νH , µH)|
∥νH∥Λ,ω ∥µH∥Λ,ω

≥ Cwp
c

c2F
, para todo (νH , µH) ∈ ΛH × ΛH . (4.2.10)

Con Cwp = 2Cc

1 + cB ω
κ∗∗

 cB
Cdis

+
2

(
1+
√
Ã ω

3
2

κ∗∗

)
C̃




−1

, Ĉ > 0 y C̃ > 0 que no

depende de ω o alguna partición, y Ã se define en el Lema A1.1.
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Demostración. Sea (νH , µH) ∈ ΛH × ΛH , utilizando la condición (4.2.1) se tiene

C̃

2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

) ∥Th µH∥V,ω ≤ sup
vh∈Vh

|a(Th µH , vh)|
∥vh∥V,ω

= sup
vh∈Vh

|−⟨µH , vh⟩∂PH|
∥vh∥V,ω

≤
∥µH∥Λ,ω ∥vh∥V,ω

∥vh∥V
.

donde C̃ > 0 no depende de ω o alguna partición, y Ã se define en el Lema A1.1.
Esto implica el siguiente resultado de continuidad:

∥Th µH∥V,ω ≤
2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

)
C̃

∥µH∥Λ,ω .

Aquí,

|B(νH , µH)| =
∣∣⟨µH , Th νH⟩∂PH

∣∣
≤ ∥µH∥Λ,ω ∥Th νH∥V,ω

≤
2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

)
C̃

∥µH∥Λ,ω ∥νH∥Λ,ω .

Ahora, sea µ ∈ ΛH , utilizando (3.6.7), seguido de (4.1.1), y la continuidad de
a(·, ·), se obtiene:

1

cF
∥µH∥Λ,ω ≤ sup

vh∈Vh

|⟨µH , vh⟩∂PH |
∥vh∥V,ω

≤ sup
vh∈Vh

|−a(Th µH , vh)|
∥vh∥V,ω

≤ Cc ∥Th µH∥V,ω , (4.2.11)

Cc es la constante de continuidad del Lema (3.5.1).
Sea K ∈PH, definimos

ρ∗ := sup
x∈K

ρ(x), ρ∗ := ı́nf
x∈K

ρ(x), κ∗ := sup
x∈K

κ(x), κ∗ := ı́nf
x∈K

κ(x).
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Además

ρ∗∗ := sup
x∈Ω

ρ(x), ρ∗∗ := ı́nf
x∈Ω

ρ(x), κ∗∗ := sup
x∈Ω

κ(x), κ∗∗ := ı́nf
x∈Ω

κ(x).

Dado νH ∈ ΛH , sea Th νH ∈ Vh la solución de (4.1.1), se define (zh, ηνH ) ∈ Vh×ΛH

como la única solución del problema

a(zh, vh) + ⟨ηνH , vh⟩∂PH = (Th νH , vh)PH , para todo vh ∈ Vh
⟨λH , zh⟩∂PH = 0, para todo λH ∈ ΛH

. (4.2.12)

Entonces, por la Proposición 4.2.1 y el Lema 4.2.1, se tiene:

⟨ηνH , Th νH⟩∂PH = ∥Th νH∥20,PH
, (4.2.13)

y

∥Th ηνH∥V,ω ≤

cB (1 + ω)

Cdis ω
+

2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

)
C̃

 ∥Th νH∥0,PH
. (4.2.14)

Ahora, definiendo µH := (1 + i) νH + 2 ω2

κ∗∗
ηνH , utilizando la definición de B(·, ·),
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µH , y la definición de ηνH , se tiene que

|B(νH , µH)| ≥ ReB(νH , µH)

= −Re⟨µH , Th νH⟩∂PH

= −Re⟨
(
(1 + i) νH + 2

ω2

κ∗∗
ηνH

)
, Th νH⟩∂PH

= −Re⟨(1 + i) νH , Th νH⟩∂PH − 2
ω2

κ∗∗
Re⟨ηνH , Th νH⟩∂PH

= Re a((1 + i)Th νH , ThνH)− 2
ω2

κ∗∗
Re⟨ηνH , Th νH⟩∂PH

= Re a((1 + i)Th νH , ThνH) + 2
ω2

κ∗∗
∥Th νH∥20,PH

≥ 1

ρ∗∗
∥∇Th νH∥20,PH

+
ω√
κ∗∗ρ∗∗

∥Th νH∥20,ΓA
− ω2

κ∗∗
∥Th νH∥20,PH

+ 2
ω2

κ∗∗
∥Th νH∥20,PH

≥ 1

ρ∗∗
∥∇Th νH∥20,PH

+
ω√
κ∗∗ρ∗∗

∥Th νH∥20,ΓA
+
ω2

κ∗∗
∥Th νH∥20,PH

≥ c ∥Th νH∥2V,ω ,

donde c := mı́n

{
1

κ∗∗
,
1

ρ∗∗
,

1√
κ∗∗ρ∗∗

}
. Además, considerando la definición de µH ,

la desigualdad (4.2.11), y la desigualdad (4.2.14), se tiene

1

cF
∥µH∥Λ,ω ≤ Cc ∥Th µH∥V,ω

≤ 2Cc ∥Th νH∥V,ω +
Cc 2ω

2

κ∗∗
∥Th ηνH∥V,ω

≤ 2Cc ∥Th νH∥V,ω

+
2 cB ω

2Cc
κ∗∗

cB (1 + ω)

Cdis ω
+

2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

)
C̃

 ∥Th νH∥0,PH

≤ 2Cc ∥Th νH∥V,ω

+
2 cB ω Cc
κ∗∗

cB (1 + ω)

Cdis ω
+

2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

)
C̃

 ∥Th νH∥V,ω . (4.2.15)
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Combinando (4.2.11) y (4.2.15), se obtiene que

|B(µH , νH)| ≥ ReB(µH , νH)

= Re−⟨µH , νH⟩∂PH

≥ c ∥Th νH∥2V,ω
≥ Cwp

c

cF
∥µH∥V,ω ∥Th νH∥V,ω

≥ Cwp
c

c2F
∥νH∥Λ,ω ∥µH∥Λ,ω ,

con Cwp = 2Cc

1 + cB ω
κ∗∗

 cB (1+ω)
Cdis ω

+
2

(
1+
√
Ã ω

3
2

κ∗∗

)
C̃




−1

. Luego, B(·, ·) satisfice

la siguiente condición inf-sup

ı́nf
µH∈ΛH

sup
νH∈ΛH

|B(µH , νH)|
∥νH∥Λ,ω ∥µH∥Λ,ω

≥ Cwp
c

c2F
,

esto prueba la desigualdad (4.2.10).

Ahora, probaremos la equivalencia entre la solución construida mediante los
problemas locales y el problema global con la solución obtenida mediante la
formulación híbrida. Consideremos (uh, λH) ∈ Vh × ΛH como la solución del
problema (3.6.1). Vamos a comenzar por notar que la primera ecuación de (3.6.1)
puede ser escrita de la siguiente manera:

a(uh, vh) = −⟨λH , vh⟩∂PH + (f, vh)PH + (g, vh)ΓA
, para todo vh ∈ Vh. (4.2.16)

Recordando que wh := Th λH + T̂h f + T̃h g, tomaremos vh como un elemento de
Nh. Ahora, usando la definición de los operadores Th, T̂h y T̃h de (4.1.1), (4.1.2) y
(4.1.3), respectivamente, obtenemos:

a(wh, vh) = a(Th λH + T̂h f + T̃h g, vh)

= −⟨λH , vh⟩∂PH + (f, vh)PH + (g, vh)ΓA

= (f, vh)PH + (g, vh)ΓA

= a(uh, vh).
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Por lo tanto, como la solución wh ∈ Vh debe ser única, podemos concluir que
wh = uh. En consecuencia, la solución uh ∈ Vh de (3.6.1) se puede expresar de la
siguiente manera:

uh = Th λH + T̂h f + T̃h g. (4.2.17)

Además, el análisis de convergencia presentado en el Corolario (3.7.1) para la
solución de (3.6.1), sigue siendo válido para uh usando la construcción (4.2.17).

En la siguiente sección demostraremos cómo implementar el método MH
resolviendo los problemas locales, esto, evitando la solución global para calcular las
evaluaciones de Th, T̂h y T̃h. De (4.1.1), (4.1.2) y (4.1.3) y utilizando la definición
local del espacio Vh, podemos ver que en cada K ∈ PH, Th µ|K ∈ Vh(K),
T̂h f |K ∈ Vh(K) y T̃h g|K ∈ Vh(K) son las únicas soluciones de los problemas:

aK(Th µ, vh) = −⟨µ, vh⟩∂K , para todo vh ∈ Vh(K), (4.2.18)

aK(T̂h f, vh) = (f, vh)K , para todo vh ∈ Vh(K), (4.2.19)

aK(T̃h g, vh) = (g, vh)∂K∩ΓA
, para todo vh ∈ Vh(K). (4.2.20)

Por el Teorema A1.1, los problemas (4.2.18), (4.2.19) y (4.2.20) tienen solución
única. Además, estos problemas están bien definidos; en efecto, el resultado de
continuidad del Lema 3.5.1 junto con la condición inf-sup del Teorema A1.2 nos
aseguran que los problemas están bien definidos para cada K ∈PH.

4.3. El Algoritmo de MH

La descomposición en problemas locales, teniendo en cuenta una apropiada
selección para la base de ΛH , resulta en un proceso de computo denominado
Embarrassingly Parallel [21, p. 14] para calcular las funciones de base del método
MH (4.1.5). Precisamente, si {ψ1, ...., ψN} es una base para ΛH , podemos escribirla
de la siguiente manera

{ψ1, ...., ψN} =
⋃
F∈EH

{
ϕF1 , ...., ϕ

F
ℓ+1

}
, (4.3.1)
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donde cada ϕF1 , ...., ϕFℓ+1 tiene soporte en cada F ∈ E . Para dar una definición más
certera de ϕFj para cada j = 1, ..., ℓ+ 1, vamos a fijar las bases φ1, ..., φℓ+1 para
Pℓ(F ), entonces, vamos a definir ϕFj = (nF · nK

F )φj, para todo j = 1, ..., ℓ + 1,
por lo tanto, si KF

1 , K
F
2 ∈PH son tales que F = KF

1 ∩KF
2 y KF

1 ̸= KF
2 , entonces

ϕFj |∂K′ = −ϕFj |∂K . La definición (4.3.1) induce la existencia de una biyección
global-local ψi ←→ ϕFk , que se puede definir como una transformación de índices
locales a globales, a partir de la siguiente aplicación

(k, F )→ i(k, F ), para todo i = 1, ..., N, (4.3.2)

donde se abusa un poco de la notación, usando F en lugar del índice de F en
alguna estructura asociada a la malla EH . Usando (4.3.1), podemos reescribir el
problema global como el siguiente sistema lineal: Encontrar (c1, ..., cN) ∈ R

⟨ψ1, Th ψ1⟩ · · · ⟨ψ1, Th ψN⟩
... . . . ...

⟨ψN , Th ψ1⟩ · · · ⟨ψN , Th ψN⟩



c1
...
cN

 = −


⟨ψ1, T̂h f + T̃h g⟩

...

⟨ψN , T̂h f + T̃h g⟩

 . (4.3.3)

Así podemos escribir (4.1.4) de la siguiente manera

uh =
N∑
i=1

ci Th ψi + T̂h f + T̃h g. (4.3.4)

Ahora, vamos a analizar cómo estas entradas son construidas ⟨ψj, Th ψi⟩∂PH , para
todo i, j = 1, ..., N . Como ψj es un elemento de la base (4.3.1), su soporte es un
subconjunto de solo una arista F ∈ EH . Este elemento F se encuentra a lo más
en dos polígonos

{
KF

1 , K
F
2

}
:= PF

H ⊆PH. Vamos a asociar a ψi, dos polígonos{
KF ′

1 , KF ′
2

}
:= PE

H ⊆PH con F ′ ∈ EH . Utilizando esta notación se tiene

⟨ψj, Th ψi⟩∂PH =
∑

K∈PF
H∩PE

H

⟨ψj, Th ψi⟩∂K =
∑

K∈PF
H∩PE

H

∫
F

ψj Th ψi, (4.3.5)

para todo i, j = 1, ..., N . Así, la suma en torno a este debe ser cero (cuando
PF

H ∩PF ′
H = ∅), solo tenemos un elemento (esto es cuando F se encuentra en la

frontera de Ω) o compuesto por dos elementos. Como en la implementación de un
método de elementos finitos clásicos, se propone para la construcción de (4.3.5) a
través de la contribuciones elemento por elemento con respecto a la partición PH,
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por lo tanto, para cada K ∈PH, F, F
′ ⊂ ∂K, k,m = 1, ...., ℓ+ 1:∫

F

ϕk Th ϕm
Contribuye a−−−−−−−→ ⟨ψi(k,F ), Th ϕi(m,F ′)⟩∂PH , (4.3.6)

donde el mapeo i : N×N→ N fue introducido en (4.3.2). Similarmente, se obtiene∫
F

ϕk T̂h f
Contribuye a−−−−−−−→ ⟨ψi(k,F ), T̂h f⟩∂PH , (4.3.7)

∫
F

ϕk T̃h g
Contribuye a−−−−−−−→ ⟨ψi(k,F ), T̃h g⟩∂PH . (4.3.8)

Lo único que resta explicar del algoritmo de MH es cómo los términos Th ϕm, T̂h f
y T̃h g son calculados en cada K ∈PH. Sea {ξ1, ..., ξNK

} una base de Vh(K). Del
problema variacional discreto podemos ver que para todo i = 1, ..., N , Th ψi se
pueden reescribir como Th ψi =

∑NK

k=1 t
(i)
k ξk donde (t

(i)
1 , ...., t

(i)
NK

) ∈ RNK resuelven
el siguiente sistema lineal:

aK(ξ1, ξ1) · · · aK(ξN , ξ1)
... . . . ...

aK(ξ1, ξN) · · · aK(ξN , ξN)



t
(i)
1
...
t
(i)
N

 = −


∫
F
ψi ξ1
...∫

F
ψi ξN

 , (4.3.9)

donde F ∈ EH es el único elemento contenido en el soporte de ψi. Similarmente,
de (4.2.19) se obtiene, para todo i = 1, ..., N , T̂h f |K =

∑NK

k=1 f
(i)
k ξk resolviendo:

aK(ξ1, ξ1) · · · aK(ξN , ξ1)
... . . . ...

aK(ξ1, ξN) · · · aK(ξN , ξN)



f1
...
fN

 =


(f, ξ1)K

...
(f, ξN)K

 , (4.3.10)

similarmente, de (4.2.20) para todo i = 1, ..., N , se obtiene T̃h g|K =
∑NK

k=1 g
(i)
k ξk

resolviendo:
aK(ξ1, ξ1) · · · aK(ξN , ξ1)

... . . . ...
aK(ξ1, ξN) · · · aK(ξN , ξN)



g1
...
gN

 =


(g, ξ1)∂K∩ΓA

...
(g, ξN)∂K∩ΓA

 , (4.3.11)

donde ∂K ∩ ΓA ̸= ∅.
Finalmente, notemos que luego de resolver los sistemas lineales (4.3.9), (4.3.10) y
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(4.3.11), la parte derecha de (4.3.9) nos entrega una forma fácil de poder calcular
las contribuciones de (4.3.6), (4.3.7) y (4.3.8) para construir (4.3.3) a través de
productos matriciales-vectoriales

∫
F

ψi Th ψj =

NK∑
k=1

t
(j)
k

∫
F

ψi ξk, para todo i, j = 1, ..., N, (4.3.12)

∫
F

ψi T̂h f =

NK∑
k=1

fk

∫
F

ψi ξk, para todo i = 1, ..., N, (4.3.13)

∫
F

ψi T̃h g =

NK∑
k=1

gk

∫
F

ψi ξk, para todo i = 1, ..., N. (4.3.14)

El siguiente algoritmo resume los pasos principales para construir la solución del
método MH.

Algorithm 4.1 Calcular la solución de MH
1: for K ∈PH do
2: Construir el lado izquierdo de A en (4.3.9);
3: Construir el lado izquierdo de bf en (4.3.10);
4: if ∂K ∩ ΓA ̸= ∅ then
5: Construir el lado derecho bg de (4.3.11);
6: end if
7: for F ∈ ∂K do
8: for j = 1, ..., l + 1 do
9: Construir la j-ésima columna del lado derecho de BK(:, j) en (4.3.9)

10: end for
11: end for
12: Resolver A ∗ [EKfK + g∂K∩ΓA

] = [BK + bf + bg] ; (ver (4.3.9), (4.3.10) y (4.3.11)),

13: −ET
K ∗ BK

Contribuye a−−−−−−−−−→M;(lado izquierdo de (4.3.3), además (4.3.6) y (4.3.12))

14:
(
gT
∂K∩ΓA

+ fTK
)
∗ BK

Contribuye a−−−−−−−−−→ L;(lado izquierdo de (4.3.3), además (4.3.7), (4.3.8) y
(4.3.12))

15: end for
16: Resolver M ∗V = L;
17: for K ∈PH do
18: Extraer VK de V;(coeficientes relacionados a K)
19: uK = VT

K ∗ EK + g∂K∩ΓA
+ fK

20: end for

Observación 4.3.1. El Método Híbrido Mixto Multiescala: La formulación del
Método Híbrido Mixto Multiescala (MHM) presentada en [10] está bien definida,
bajo la suposición de que la partición PH es suficientemente refinada, y podemos
controlar la expresión ωH. Además, se establece que el problema puede estar bien
definido, incluso si el término ωH no está controlado. En este caso, se tienen
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dos escenarios. En el primer caso, los problemas locales asociados a los bordes
ΓA están bien definidos ya que nos encontramos en el caso de un problema de
Helmholtz con condiciones de absorción. Por otro lado, los elementos interiores
(∂K ∩ ΓA = ∅) presentan gran complejidad de análisis, esto debido a la existencia
de un conjunto discreto de frecuencias, que impiden que los problemas estén bien
definidos. Este conjunto de frecuencias corresponden a los valores propios ω̃2 que
satisfacen la siguiente relación:

(ρ−1∇u,∇v)K = ω̃2(κ−1 u, v)K .

La dificultad previamente enunciada se soluciona en el nuevo método híbrido (MH)
desarrollado a lo largo de este trabajo, gracias a la adición del término de borde
−i ⟨ς(u), v⟩∂K, el cual funciona como una condición de Robin para los problemas
locales. Así, como se demostró en la sección 4.2, se estableció que tanto los
problemas locales como el problema global están bien definidos, independientemente
del valor y/o de la relación que se tenga entre ω y H.



Capítulo 5. Experimentos Computacionales 55

Capítulo 5

Experimentos Computacionales

En esta sección, presentamos experimentos numéricos para ilustrar los principales
resultados del nuevo método MH. Definiremos a Ω como el cuadrado unitario (0, 1)2,
como dominio del problema (3.1.3). Usaremos mallas cartesianas compuestas por
elementos cuadrados; además, de una partición compuesta por polígonos en forma
de L. Para asegurar la precisión de la solución aproximada por los problemas
locales, hemos considerado k = ℓ + 2. Por lo tanto, la convergencia siempre se
medirá con respecto al orden de aproximación para ΛH , ℓ.

5.1. Análisis de Convergencia

El siguiente experimento tiene el objetivo de verificar los resultados expuestos en
el Capítulo 3. Consideramos el siguiente problema: Encontrar u tal que{

−ω2 u−∆u = 0, en Ω

∇u · n∂Ω − i ω u = g, en ∂Ω
, (5.1.1)

donde g ∈ L2(∂Ω) es elegido de forma que u = J0(ω |x− y|) + i Y0(ω |x− y|),
donde J0 y Y0 son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo, respectivamente,
x ∈ Ω, y y = (1.5, 0.5). Esta solución corresponde a la solución fundamental
de la ecuación de Helmholtz. La Figura 5.1.1 presenta una solución discreta
para ω = 12π, utilizando una malla compuesta por cuadrados y la siguiente
configuración H = 1

8
y h = 1

64
. La Figura 5.1.2 presenta la solución discreta para

ω = 6π, utilizando una malla compuesta por polígonos en forma de L, utilizando
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la siguiente configuración H = 1
8

y h = 1
64

.

Figura 5.1.1: Solución discreta u para (5.1.1) con ω = 12 π, obtenida usando el
método MH con una malla de polígonos en forma de cuadrado. Parte imaginaria
(izquierda) y parte real (derecha).

Figura 5.1.2: Solución discreta u para (5.1.1) con ω = 6 π, obtenida usando
el método MH con una malla de polígonos en forma de L. Parte imaginaria
(izquierda) y parte real (derecha).

La primera prueba de convergencia se realiza utilizando ambas formas de malla
(cuadrada y en forma de L), donde el esqueleto EH coincide con E , es decir,
H = H. Como mencionamos anteriormente, elegimos k = ℓ+ 2. La Figura 5.1.3
representa la convergencia predicha por el Corolario 3.7.1.

En las figuras anteriores, podemos observar que muestran los valores óptimos de
la tasa de convergencia en sus respectivos órdenes. Además, es evidente que hay
efectos de dispersión-contaminación en ambas figuras cuando el valor de H no es
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Figura 5.1.3: Curvas de convergencia del tipo mesh-based usando una malla
compuesta por polígonos cuadrados, con ℓ = 0, ω = 4π, con el segundo nivel
h = 1

64
(izquierda) y ℓ = 2, ω = 10π, con el segundo nivel h = 1

32
(derecha).

Figura 5.1.4: Curvas de convergencia del tipo mesh-based usando una malla
compuesta por polígonos en forma de L, con ℓ = 1, ω = 5 π, y en el segundo nivel
h = 1

64
.

lo suficientemente pequeño. Este comportamiento nos permite asumir una relación
entre ω y H como se supuso en el Capítulo 3. Además, esta relación establece una
dependencia con respecto a H, donde la condición de que H sea lo suficientemente
pequeño debe cumplirse para garantizar que la solución es óptima.
Para una segunda prueba de convergencia, analizamos el comportamiento con
respecto a H. Hacemos esto manteniendo fija una partición específica PH y
refinando EH (llamado convergencia space-based, como se menciona en [3]). La
siguiente figura ilustra una súper convergencia acorde con la estimación teórica
proporcionada en la Sección 3.7.



58 5.2. MH vs. MHM

Figura 5.1.5: Curvas de convergencia space-based para H = 1
4

√
2, ℓ = 0, ω = 2 π

(Izquierda), con el segundo nivel h = 1
64

y ℓ = 2, ω = 22 π (Derecha) con el segundo
nivel h = 1

32
, experimento realizado en una partición de polígonos compuesta por

cuadrados.

La Figura 5.1.5 presenta medio orden más con respecto a lo esperado. Este
comportamiento fue mencionado en [2], [3] y ha sido analizado en [9].

5.2. MH vs. MHM

En la observación 4.3.1, discutimos que el método MHM impone ciertas
restricciones en los problemas locales que carecen de una condición de absorción.
Específicamente, existe un rango de valores de ω donde las soluciones no son
únicas, cuando estas condiciones no se cumplen. En la Sección 3.3, desarrollamos
un método MH mediante la introducción de una condición de Robin artificial en los
problemas locales. Analizamos minuciosamente estas condiciones y demostramos
que el problema está bien definido, independientemente de los valores de ω. Para
este análisis, usamos una solución u diferente, que también satisface (5.1.1) pero
g(x) está elegida de tal manera que:

u = eiωd·x

donde d = (cos(θ), sin(θ)). Para todos los casos hemos elegido θ = π
2
. Las siguientes

figuras representan el comportamiento de los métodos MH.

En la Figura (5.2.1), presentamos el número de condición de los sistemas locales
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Figura 5.2.1: Número de condición de los sistemas locales (izquierda) y el sistema
global (derecha) para ambos métodos. La configuración para este análisis fue
ℓ = 1, k = 3, H = 1

4
, h = H, sobre una malla compuesta por cuadrados.

y globales, mientras los valores de ω crecen. Aquí, MMH y MMHM corresponden
a la matriz del sistema global de los métodos MH y MHM, respectivamente,
además, AMH y AMHM corresponden a la matriz del sistema local de los métodos
MH y MHM, respectivamente. Sin embargo, cuando las frecuencias son iguales
a los autovalores de la ecuación de Helmholtz, el número de condición aumenta
repentinamente, lo que indica que las matrices obtenidas son inconsistentes y la
aproximación numérica podría ser inexacta, esto en el caso del método MHM.
Por otro lado, para el método MH, el número de condición también aumenta en
estos casos, pero sigue siendo más similar en magnitud a los otros valores. Para
complementar este análisis, la siguiente figura presenta las curvas de error con
respecto a ω. La Figura 5.2.2 nos ayuda a confirmar lo mencionado anteriormente:
la mala condición del problema local y global cuando ω es igual a un autovalor de
la ecuación de Helmholtz, lo que presenta un problema discreto en la estimación
del error para el método MHM, este error no se ha observado en el método MH.
Estos resultados confirman que las principales ideas presentadas en el Capítulo 3
para el problema híbrido (continuo y discreto) se cumplen para toda frecuencia ω.

5.3. Un Problema Multiescala

Concluimos este capítulo con un problema de aplicación. Consideramos el modelo
sintético Marmousi II [24]. Tomando un dominio de propagación de 10 km de
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Figura 5.2.2: Curvas de error para ambos métodos con respecto a ω. La
configuración usada es, ℓ = 1, k = 3, H = 1

4
, h = H, sobre una malla compuesta

por cuadrados.

largo y 2.5 km de profundidad. Del modelo podemos extraer la velocidad de onda
P cp y la densidad ρ, las cuales están dadas en la misma malla (ver Figura 5.3.1 y
Figura 5.3.2). El módulo de compresión se define a partir de la velocidad de onda
P y la densidad a través de la fórmula κ = c2p ρ.

Figura 5.3.1: Marmousi II: Velocidad de onda P.

Finalmente, nos enfocamos en el problema de valor de contorno: encontrar u ∈
H1(Ω) tal que

−ω2

κ
u−∇ ·

(
1
ρ
∇u
)

= f, en Ω

u = 0, en ΓD = [−5, 5]× [0]
1
ρ
∇u · n∂Ω − iω√

κ ρ
u = 0, en ΓA = ∂Ω \ ΓD

, (5.3.1)
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Figura 5.3.2: Marmousi II: Densidad.

con f(x) = F e(
−1
0.01

|x−x0|), donde F es la frecuencia (en [Hz]) y x0 = (0.00, 2.00).
Para este caso, dado que no hay una solución analítica, compararemos las soluciones
obtenidas utilizando el método MH y el método de elementos finitos. Calculamos
una solución de referencia utilizando el método de Galerkin con polinomios
cuadráticos en una malla refinada (que contiene 5, 242, 880 elementos cuadriláteros
uniformes). Calculamos la aproximación MH, con los espacios ΛH y Vh utilizando
ℓ = 0, k = 2, h = 1

32
H, H = 1

16
H, y H =

√
2
2

. La Figura 5.3.4 y la Figura 5.3.3
comparan el resultado de las isolíneas y los isovalores entre la solución de Galerkin
y la solución MH.

Figura 5.3.3: Isolíneas para la aproximación de Galerkin (izquierda) y la
aproximación MH (derecha).

En las Figuras 5.3.6 y 5.3.7 se presenta el error entre la solución MH y la solución
de referencia. Para esto, hemos utilizado enfoques mesh-based y space-based
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Figura 5.3.4: Isovalores para la aproximación de Galerkin (izquierda) y la
aproximación MH (derecha).

Figura 5.3.5: Zoom realizado a las figuras de 5.3.3.

(H = H). Podemos observar en la Figura 5.3.6 que el error presenta los mismos
efectos de dispersión que en los experimentos anteriores. Cuando el valor de H es
lo suficientemente pequeño, el error disminuye con la tasa esperada O(H). En el
caso del enfoque space-based, el error disminuye a la tasa esperada O(H

3
2 ).
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Figura 5.3.6: Curvas de convergencia mesh-based sobre una malla compuesta
por cuadrados, con F = 2, ω = 2π F , ℓ = 0, con segundo nivel h = 1

64
.

Figura 5.3.7: Curvas de convergencia space-based sobre una malla compuesta
por cuadrados, con F = 2, ω = 2π F , ℓ = 0, para H = 1

4

√
2, con segundo nivel

h = 1
64

.
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Capítulo 6

Conclusión

6.1. Conclusiones Generales

En este trabajo, hemos introducido un nuevo método multiescala basado en
una nueva formulación híbrida. Como se destacó anteriormente, las principales
ventajas de este método radican en el hecho de que tanto los problemas locales
como globales tienen una solución única, independientemente de la relación entre
la malla y la frecuencia, u otras condiciones físicas del problema. Además, hemos
llevado a cabo un análisis del error usando el problema híbrido para los dos niveles
de discretización. Con toda esta base teórica establecida, nuestro objetivo fue
centrarnos en la implementación del método. En esta fase, hemos demostrado su
precisión, siguiendo las expectativas teóricas y también su precisión en comparación
con el método MHM. Hemos aplicado el método para resolver un problema práctico
y comparado los resultados con los obtenidos utilizando un método de Galerkin.
Finalmente, entre los trabajos y avances futuros, se encuentra la construcción
generalizada para σ0 y la obtención explícita de la constante para la condición de
inf-sup (3.6.4) del problema híbrido discreto. Este último permitirá analizar todas
las dependencias entre la frecuencia y los tamaños de malla para esta constante.
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Apéndice A

Lema A0.1. H1
D(Ω) = H1

D(Ω).

Demostración. Sea {vn}n∈N ∈ H1
D(Ω), una sucesión convergente con respecto a la

norma ∥·∥V,ω, con limite v ∈ V . Esto es

ĺım
n→∞

∥v − vn∥V,ω = 0.

Por definición del espacio V , se tiene que v ∈ L2(Ω). Ahora probaremos que
∇v ∈ L2(Ω). Se tiene∫

Ω

|∇v|2 =
∫
Ω

|∇v −∇vn +∇vn|2

≤
∫
Ω

2
(
|∇v −∇vn|2 + |∇vn|2

)
≤ 2

∫
Ω

|∇v −∇vn|2 + 2

∫
Ω

|∇vn|2

= 2
∑
K∈PH

∫
K

|∇v −∇vn|2 + 2

∫
Ω

|∇vn|2

= 2
∑
K∈PH

∫
K

|∇(v − vn)|2 + 2

∫
Ω

|∇vn|2

= 2
∑
K∈PH

|v − vn|21,K + 2 |vn|21,Ω

≤ 2 ∥v − vn∥2V,ω + 2 ∥vn∥21,Ω ,

donde, como vn ∈ H1(Ω), esto implica que ∥vn∥1,Ω <∞ para todo n ∈ N, es decir,
existe C > 0 tal que ∥vn∥1,Ω < C para todo n ∈ N. Por otro lado, tomando el
límite n → ∞ en la última expresión y usando que ĺımn→∞ ∥v − vn∥V,ω = 0, se
obtiene que

∫
Ω
|∇v|2 <∞, así, ∇v ∈ L2(Ω). Luego, ∥v∥1,Ω ≤ ∥v∥0,Ω + |v|1,Ω <∞,
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donde se puede concluir que v ∈ H1(Ω), resta probar que v|Γ = 0. En efecto, sea
el operador de trazas γ : H1(Ω)→ L2(Γ), continuo. Finalmente

γ(v)|ΓD
= γ( ĺım

n→∞
vn)|ΓD

= ĺım
n→∞

γ(vn)|ΓD
= 0, (A0.1)

concluyendo así que v ∈ H1
D(Ω).

Teorema A0.1. Sea W un espacio de Hilbert con (·, ·)W : W × W → C un
producto interior sobre W . Para cada w′ ∈ W ′, existe un único u ∈ W tal que

∀v ∈ W, ⟨w′, v⟩W ′,W = (u, v)W . (A0.2)

Además, la aplicación w′ ∈ W ′ 7→ u ∈ W , es un isomorfismo.

Demostración. Este teorema y su demostración se encuentran en [28, p. 467,
Teorema A.28].

A1. Estabilidad de a(·, ·) en V

Para analizar la estabilidad de la forma sesquilineal a(·, ·) sobre V , primero
analizaremos el siguiente resultado.

Teorema A1.1. Sea a(·, ·) la forma sesquilineal definida en (3.3.3) sobre V y sea
F ∈ V ′. Se define el siguiente problema: Encontrar u ∈ V tal que

a(u, v) = F (v), para todo v ∈ V. (A1.1)

Si el problema A1.1 tiene solución, entonces dicha solución es única.

Demostración. Sea K ∈PH, asumamos que

a(u, v) = 0, para todo v ∈ V (K). (A1.2)

Definamos ahora v ∈ V tal que

v|K = u|K , y v|K′ = 0 para todo K ′ ∈PH tal que K ′ ̸= K.
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Entonces, de la parte imaginaria se obtiene: Para el caso ∂K ∩ ΓA ̸= ∅, se tiene

ω

∫
∂K∩ΓA

1√
κρ
|u|2 = 0⇒ u

∣∣∣∣
∂K∩ΓA

= 0. (A1.3)

Para el caso ∂K ∩ ΓA = ∅, se tiene

(σ0 · nK)

∫
E

|u|2 = 0⇒ u

∣∣∣∣
E

= 0. (A1.4)

Aquí, E representa el conjunto de aristas F ∈ E0∩∂K donde σ0|E ≠ 0. Utilizando
la demostración de [16, Teorema 35.10], [1, Proposition 2], y [20, Teorema 2.1],
podemos concluir que u = 0 para todo K ∈ PH. Así, u = 0, estableciendo la
unicidad de la solución.

Teniendo en cuenta las definiciones presentadas en (3.2.4) y (3.2.5), se presentan
los siguientes resultados:

Lema A1.1. Para un elemento K ∈ PH dado, y sea u ∈ V (K). Se define
z ∈ V (K) como el único elemento, tal que

aK(w, z) = (w, u)K , para todo w ∈ V (K). (A1.5)

Luego, se satisface la siguiente estimación:

∥z∥2V (K),ω ≤ Ã
1

ω
∥u∥2V (K),ω , (A1.6)

donde Ã = máx {A1, A2} con

A1 =
ρ∗

ω

√
2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A2

ω2

)
+ 4 ρ∗ κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)

+ 2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)
+

√
κ∗ ρ∗

ω

√
2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A2

ω2

)
, (A1.7)
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y además

|z|21,K ≤ ρ∗
(
∥u∥0,K ∥z∥0,K +

ω2

κ∗
∥z∥20,K

)
≤ ρ∗

ω

√
2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A2

ω2

)
∥u∥20,K (A1.8)

+ 2 ρ∗ 2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)
∥u∥20,K , (A1.9)

donde A depende de ω, HK y de las variables físicas del problema.

Demostración. Para esta demostración se analizarán dos casos. Para el primer
caso, vamos a asumir que nos encontramos en los elementos K ∈PH tales que
∂K ∩ ΓA ̸= ∅. Se define x0 ∈ Ω, y γ > 0, tales que (x − x0)

T · nK ≥ γ en ∂K,
además, se tiene (x − x0)

T · nK = 0 para todo ∂K \ E, donde ∂K ∩ ΓA = E.
Además,

∣∣(x− x0)
T
∣∣
0,∞,K

≤ HK y ∇·(x−x0)
T = d. Tomando w = (x−x0)

T ·∇z,
utilizando las definiciones de (x−x0)

T , z, y los resultados de [22], podemos obtener
lo siguiente

2 Re aK((x− x0)
T · ∇z, z) ≥ d

ω2

κ∗
∥z∥20,K +

1

ρ∗

∫
∂K

|∇z|2 (x− x0)
T · nK

− d− 2

ρ∗
|z|21,K −

ω2

κ∗

∫
∂K

|z|2 (x− x0)
T · nK

− 2Re
i ω√
κ∗ ρ∗

∫
E

z (x− x0)
T · ∇z,

esto implica

d
ω2

κ∗
∥z∥20,K +

1

ρ∗

∫
∂K

|∇z|2 (x− x0)
T · nK ≤ 2 Re aK((x− x0)

T · ∇z, z)

+
d− 2

ρ∗
|z|21,K

+
ω2

κ∗

∫
∂K

|z|2 (x− x0)
T · nK

+ 2Re
i ω√
κ∗ ρ∗

∫
E

z (x− x0)
T · ∇z,
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y además

d
ω2

κ∗
∥z∥20,K +HK

γ

ρ∗
∥∇z∥20,E ≤ 2HK ∥u∥0,K |z|1,K +

d− 2

ρ∗
|z|21,K

+HK
ω2

κ∗
∥z∥20,E + 2HK

ω√
κ∗ ρ∗

∥z∥0,E ∥∇z∥0,E .

Luego, como

2HK
ω√
κ∗ ρ∗

∥z∥0,E ∥∇z∥0,E ≤
ω2HK√
κ∗ ρ∗

ρ∗

γ
∥z∥20,E +HK

γ

ρ∗
∥∇z∥20,E , (A1.10)

con γ una constante positiva, se obtiene que

d
ω2

κ∗
∥z∥20,K ≤ 2HK ∥u∥0,K |z|1,K +

d− 2

ρ∗
|z|21,K

+HK
ω2

κ∗
∥z∥20,E +

ω2HK√
κ∗ ρ∗

ρ∗

γ
∥z∥20,E

≤ 2HK ∥u∥0,K |z|1,K +
d− 2

ρ∗
|z|21,K

+ ω2HK

(
1

κ∗
+

ρ∗

γ
√
κ∗ ρ∗

)
∥z∥20,E ,

donde se puede llegar a la siguiente estimación

2HK ∥u∥0,K |z|1,K ≤ ρ∗H2
K ∥u∥20,K +

1

ρ∗
|z|21,K , (A1.11)

con ρ∗ > 0. Entonces, usando (A1.11) obtenemos

d
ω2

κ∗
∥z∥20,K ≤ ρ∗H2

K ∥u∥20,K +
d− 1

ρ∗
|z|21,K

+ ω2HK

(
1

κ∗
+

ρ∗

γ
√
κ∗ ρ∗

)
∥z∥20,E . (A1.12)

Utilizando la definición de z, llegamos a la siguiente estimación

1

ρ∗
|z|21,K −

ω2

κ∗
∥z∥20,K ≤ Re a(z, z),
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entonces

1

ρ∗
|z|21,K ≤ Re aK(z, z) +

ω2

κ∗
∥z∥20,K

≤ ∥u∥0,K ∥z∥0,K +
ω2

κ∗
∥z∥20,K , (A1.13)

luego, combinando (A1.12) y (A1.13)

d− 1

ρ∗
|z|21,K ≤ (d− 1) ∥u∥0,K ∥z∥0,K +

(d− 1)ω2

κ∗
∥z∥20,K , (A1.14)

y usando (A1.12) y (A1.14), se tiene

ω2

κ∗
∥z∥20,K ≤ ρ∗H2

K ∥u∥20,K + (d− 1) ∥u∥0,K ∥z∥0,K

+ ω2HK

(
1

κ∗
+

ρ∗

γ
√
κ∗ ρ∗

)
∥z∥20,E . (A1.15)

Además, obtenemos

ω√
κ∗ ρ∗

∥z∥20,E ≤ − Im aK(z, z) = − Im(u, z)K ≤ ∥u∥0,K ∥z∥0,K , (A1.16)

por lo tanto, combinando (A1.15) y (A1.16) se cumple que

ω2

κ∗
∥z∥20,K ≤ ρ∗H2

K ∥u∥20,K + (d− 1) ∥u∥0,K ∥z∥0,K

+ ωHK

(
1

κ∗
+

ρ∗

γ
√
κ∗ ρ∗

)√
κ∗ ρ∗ ∥u∥0,K ∥z∥0,K

≤ ρ∗H2
K ∥u∥20,K + A ∥u∥0,K ∥z∥0,K ,

donde A = (d − 1) + ωHK

(
1
κ∗

+ ρ∗

γ
√
κ∗ ρ∗

)√
κ∗ ρ∗. Utilizando la siguiente

desigualdad

A ∥u∥0,K ∥z∥0,K ≤
1

2

κ∗A
2

ω2
∥u∥20,K +

1

2

ω2

κ∗
∥z∥20,K , (A1.17)

podemos llegar a la siguiente estimación

ω2 ∥z∥20,K ≤ 2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)
∥u∥20,K . (A1.18)
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Usando (A1.18), recordando (A1.13) y (A1.16), se obtiene

|z|21,K ≤ ρ∗
(
∥u∥0,K ∥z∥0,K +

ω2

κ∗
∥z∥20,K

)
≤ ρ∗

ω

√
2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A2

ω2

)
∥u∥20,K

+ 4 ρ∗ κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)
∥u∥20,K , (A1.19)

además

ω ∥z∥20,E ≤
√
κ∗ ρ∗ ∥u∥0,K ∥z∥0,K

≤
√
κ∗ ρ∗

ω

√
2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A2

ω2

)
∥u∥20,K (A1.20)

finalmente, usando (A1.18), (A1.19) y (A1.20) se llega a

∥z∥2V (K),ω ≤ A1
1

ω
∥u∥2V (K),ω , (A1.21)

donde

A1 =
ρ∗

ω

√
2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A2

ω2

)
+ 4 ρ∗ κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)

+ 2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)
+

√
κ∗ ρ∗

ω

√
2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A2

ω2

)
. (A1.22)

Para el otro caso, elementos K ∈ PH tales que ∂K ∩ ΓA = ∅, vamos a definir
nuevamente x0 ∈ Ω, y γ > 0 tales que (x−x0)

T ·nK ≥ γ en ∂K, además, se cumple
(x−x0)

T ·nK = 0 para todo ∂K \E, donde σ0|E ·nE ̸= 0,
∣∣(x− x0)

T
∣∣
0,∞,K

≤ HK

y ∇ · (x− x0)
T = d. Nuevamente, considerando w = (x− x0)

T · ∇z y usando la
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definición de (x− x0)
T , z y los resultados de [22] se tiene:

2 Re aK((x− x0)
T · ∇z, z) ≥ d

ω2

κ∗
∥z∥20,K +

1

ρ∗

∫
∂K

|∇z|2 (x− x0)
T · nK

− d− 2

ρ∗
|z|21,K

− ω2

κ∗

∫
∂K

|z|2 (x− x0)
T · nK

− 2Re i⟨ς
(
(x− x0)

T · ∇z
)
, z⟩∂K ,

tal que

d
ω2

κ∗
∥z∥20,K +

1

ρ∗

∫
∂K

|∇z|2 (x− x0)
T · nK ≤ 2 Re aK((x− x0)

T · ∇z, z)

+
d− 2

ρ∗
|z|21,K

+
ω2

κ∗

∫
∂K

|z|2 (x− x0)
T · nK

+ 2Re i

∫
E

z (x− x0)
T · ∇z,

y

d
ω2

κ∗
∥z∥20,K +HK

γ

ρ∗
∥∇z∥20,E ≤ 2HK ∥u∥0,K |z|1,K +

d− 2

ρ∗
|z|21,K

+HK
ω2

κ∗
∥z∥20,E + 2HK ∥z∥0,E ∥∇z∥0,E .

Entonces, como

2HK ∥z∥0,E ∥∇z∥0,E ≤ HK
ρ∗

γ
∥z∥20,E +HK

γ

ρ∗
∥∇z∥20,E , (A1.23)

con γ una constante positiva, podemos obtener la siguiente estimación

d
ω2

κ∗
∥z∥20,K ≤ ρ∗H2

K ∥u∥20,K +
d− 1

ρ∗
|z|21,K

+

(
ω2HK

κ∗
+
HK ρ

∗

γ

)
∥z∥20,E . (A1.24)
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Teniendo (A1.13), se sigue que

ω2

κ∗
∥z∥20,K ≤ ρ∗H2

K ∥u∥20,K + (d− 1) ∥u∥0,K ∥z∥0,K

+HK

(
ω2

κ∗
+
ρ∗

γ

)
∥z∥20,E , (A1.25)

además, se tiene

∥z∥20,E ≤ |Im aK(z, z)| = |Im(u, z)K | ≤ ∥u∥0,K ∥z∥0,K , (A1.26)

por lo tanto, de (A1.13) y (A1.26) llegamos a

ω2

κ∗
∥z∥20,K ≤ ρ∗H2

K ∥u∥20,K + (d− 1) ∥u∥0,K ∥z∥0,K

+HK

(
ω2

κ∗
+
ρ∗

γ

)
∥u∥0,K ∥z∥0,K

≤ ρ∗H2
K ∥u∥20,K + A ∥u∥0,K ∥z∥0,K ,

donde A = (d− 1) +HK

(
ω2

κ∗
+ ρ∗

γ

)
. Entonces, usando (A1.17), podemos obtener

ω2 ∥z∥20,K ≤ 2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)
∥u∥20,K . (A1.27)

Además, se tiene

|z|21,K ≤ ρ∗
(
∥u∥0,K ∥z∥0,K +

ω2

κ∗
∥z∥20,K

)
≤ ρ∗

ω

√
2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A2

ω2

)
∥u∥20,K (A1.28)

+ 2 ρ∗ 2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)
∥u∥20,K . (A1.29)

De (A1.27) y (A1.28), llegamos a

∥z∥2V (K),ω ≤ A2
1

ω
∥u∥2V (K),ω , (A1.30)
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donde

A2 =
ρ∗

ω

√
2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A2

ω2

)
+ 4 ρ∗ κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)
+ 2κ∗

(
ρ∗H2

K +
1

2

κ∗A
2

ω2

)
. (A1.31)

Finalmente, se tiene
∥z∥2V (K),ω ≤ Ã

1

ω
∥u∥2V (K),ω , (A1.32)

donde Ã = máx {A1, A2}.

Con este resultado podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema A1.2. Sea u, v ∈ V , se tiene la siguiente condición inf-sup :

ı́nf
u∈V

sup
v∈V

|a(u, v)|
∥u∥V,ω ∥v∥V,ω

≥ C̃

2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

) , (A1.33)

donde C̃ > 0 no depende de ninguna partición o de ω, y Ã viene del Lema A1.1.

Demostración. Sea u, z ∈ V ,se define

v :=

{
(1 + i)u+ 2 ω2

κ∗
z, para todo K ∈PH, tal que ∂K ∩ ΓA ̸= ∅

u+ 2 ω2

κ∗
z, en otro caso

,

(A1.34)
donde z es la solución del siguiente problema adjunto

aK(w, z) = (w, u)K , para todo w ∈ V (K), para todo K ∈PH.

Luego, por el Lema A1.1, se tiene que existe C > 0, tal que

∥z∥V (K),ω ≤
√
Ã

1

ω
1
2

∥u∥V (K),ω , (A1.35)
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Ã viene del Lema A1.1. Ahora, para K ∈PH donde ∂K ∩ ΓA ̸= ∅, se tiene que

|aK(z, v)| ≥
1

ρ∗
∥∇ z∥20,K −

ω2

κ∗
∥z∥20,K +

ω√
κ∗ ρ∗

∥z∥20,∂K∩ΓA

+ 2
ω2

κ∗
∥z∥20,K

≥ C1 ∥z∥2V (K),ω , (A1.36)

con C1 > 0. En otro caso, para K ∈PH donde ∂K ∩ ΓA = ∅, se tiene

|aK(z, v)| ≥
1

ρ∗
∥∇ z∥20,K −

ω2

κ∗
∥z∥20,K + ∥z∥20,E

+

(
2
ω2

κ∗

)
∥u∥20,K

≥ C2 ∥u∥2V (K),ω , (A1.37)

con C2 > 0. De (A1.35), se tiene que

∥v∥V,ω ≤ 2 ∥u∥V,ω + 2
ω2

κ∗∗
∥z∥V,ω

≤ 2 ∥u∥V,ω + 2
ω2

κ∗∗

∑
K∈PH

√
Ã

1

ω
1
2

∥u∥V (K),ω (A1.38)

≤ 2

(
1 +

√
Ã
ω

3
2

κ∗∗

)
∥u∥V,ω , (A1.39)

donde Ã viene del Lema A1.1. Finalmente, de (A1.36), (A1.37), y (A1.39), llegamos
a

|a(u, v)| ≥ Re a(u, v)

=
∑
K∈PH

Re aK(u, v)

≥
∑
K∈PH

C ∥u∥2V (K),ω

= C ∥u∥V,ω ∥u∥V,ω

≥ C̃

2
(
1 +

√
Ã ω

3
2

κ∗∗

) ∥u∥V,ω ∥v∥V,ω ,
donde C̃ > 0 no depende de H o ω, y Ã viene del Lema A1.1.
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