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Resumen

En este trabajo, proponemos, analizamos e implementamos un nuevo Método
de Elementos Finitos Hibrido Multiescala para la ecuacion de Helmholtz. La
principal innovacién en la construccion de este método radica en como se definen
los multiplicadores de Lagrange en una formulacion hibrida para la ecuacion de
Helmholtz, lo que se traduce en la introducciéon de una condicién de Robin en
los problemas locales. El objetivo principal de esta modificacion es posibilitar la
descomposiciéon de la formulacién hibrida en problemas locales y un problema
global bien definidos, independientemente de los coeficientes de la ecuacion o de
la particion del dominio. El analisis de error se basa en la formulacion hibrida del
problema. Este nuevo método fue sometido a diversos experimentos numeéricos,

con el fin de evaluar y comparar su rendimiento y precision.
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Capitulo 1

Introduccion

El anélisis y estudio de la propagaciéon de ondas, ya sean electromagnéticas
o acusticas, ha sido uno de los principales temas de estudio por parte de la
comunidad cientifica durante las ultimas décadas. Esto se debe principalmente a
su amplio rango de aplicaciones, que abarcan areas como sondeos de radar/sonar
para la deteccion de iones, anélisis sismicos y diagnosticos médicos no invasivos.
Es por esto que la construccion y desarrollo de métodos numéricos para aproximar
estas ondas tiene una importancia primordial, especialmente en casos que
involucran frecuencias de alto orden, que requieren un tratamiento especial para

mitigar sus efectos de dispersion.

La ecuacion de Helmholtz es de particular interés, esto debido a que la variacion
en los parametros para el analisis de la ecuacion puede impactar significativamente
en la precision de la aproximaciéon obtenida por un método numérico en particular.
Si bien se han obtenido resultados para casos unidimensionales con condiciones
de Robin y condiciones de frontera mixtas |13, 23], nuestra comprension en casos
bidimensionales o tridimensionales ha girado predominantemente en torno a
condiciones de frontera Robin, centrdndonos en la estabilidad y convergencia,
como lo demuestran trabajos como [25], [29] y [17]. Estos estudios han probado la
estabilidad, analizado la dispersion de la solucién y proporcionado estimaciones
para el error, revelando una dependencia entre el tamano de los elementos de la

malla y la frecuencia de la onda.



En [10] se definieron condiciones sobre el dominio para desarrollar y analizar un
método MHM (Hibrido-mixto multiescala) para la ecuacion de Helmholtz. Sin
embargo, esta teoria impone restricciones significativas, que requieren propiedades
especificas tanto en los datos como en la malla. El objetivo de este trabajo es
presentar un nuevo método hibrido mixto (MH). Su principal innovacion es la
imposicion de una condiciéon de Robin artificial en los problemas locales, con el fin
de relajar estas restricciones. Esta idea surge siguiendo la modificacion presentada
en [2|, que introduce una perturbacion al multiplicador de Lagrange mediante la

adiciéon de un término dependiente de la variable primal.

El objetivo de este trabajo es definir este nuevo método en el contexto de la
ecuacion de Helmholtz con condiciones de frontera mixtas, abordando un espacio
bidimensional, desarrollando una teoria de estabilidad y realizando posteriormente

el analisis de error

En adelante, el texto se presenta de la siguiente manera: después de esta
introducciéon en el Capitulo 1, el siguiente capitulo presenta las definiciones
fundamentales para este estudio, incluyendo particiones, mallas y normas. El
Capitulo 3 presenta y describe el problema modelo, introduce una nueva
formulacion hibrida, se demuestra que el problema esta bien definido, se establecen
resultados de estabilidad tanto para versiones continuas como discretas del
problema, y se concluye presentando estimaciones de error para el método hibrido.
El Capitulo 4 presenta el método hibrido multiescala, sus problemas locales y el
problema global, demostrando que todos estos problemas estan bien definidos.
También se presenta el algoritmo computacional del método. El Capitulo 5 esta
dedicado a experimentos computacionales que validan los resultados teéricos de
los capitulos anteriores. Finalmente, en el Capitulo 6, se presenta un resumen de

las conclusiones generales obtenidas en este trabajo.
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Capitulo 2

En este capitulo presentamos algunas definiciones y resultados preliminares
que seran utiles para comprender este trabajo. Introducimos definiciones para
espacios y normas, ademés, proporcionamos notaciones para las particiones y

mallas.

2.1. Resultados Clasicos

Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo K =R o K = C, y {2 un abierto
Lipschitz en RY, con d € {2, 3}.

Definicion 2.1.1 (Producto Interior). Un producto interior sobre K es una

aplicacion (-,-) : X x X — K con las siguientes propiedades:
i) (u,u) >0, para todo u € X.
it) Sea 0 el vector nulo sobre X, se tiene que (u,u) =0 < u = 6.
iii) (u,v) = (v,u), para todo u,v € X.
) (autpv,w) = a(u,w)+5(v,w), para todo o, f € K, para todo u,v,w € X.

Definicion 2.1.2 (Norma). Sea || - || : X — R wuna aplicacion con las siguientes

propiedades:
i) |lul] >0, para todo u € X .
it) Sea 0 el vector nulo sobre X, ||ul| =0 < u = 0.
i) [[Aul| = |A|Jull, para todo A € K, para todo u € X.

w) ||lu+ | <|ul| + ||v||, para todo u,v € X.
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Observacion 2.1.1. Para efectos de este trabajo consideraremos K = C.

Definicion 2.1.3 (Forma Sesquilineal). Sea V' un espacio vectorial complejo. Se
define una “Forma Sesquilineal” como una aplicacion a(-,-) : V x V. — K tal que
es lineal en el primer argumento y lineal con respecto al conjugado del sequndo

argumento.

Sea el domino A, sea A una frontera Lipschitz de A, sea la normal exterior
n?4 a A. Se define P;(A), como el espacio de polinomios de orden menor o igual
a k definidos sobre A.

Ademas, sea M((A) un espacio de funciones f : A — C Lebesgue medible. Se
define
L2(A) = {f €M(A) : |fllpay < +00} TS p <400, (211)

con la norma ||-||;, : LP(A) — K definida como:

1 .
Ul = 4 Lalf ) Si1Sp <o (2.12)
o N
W esssupsealf(2)], sip=+oo.

Sea el espacio de funciones localmente integrables Li..(A) definido como:

L (A) == {f e M(A) : f|x € L'(K), para todo K C A, K compacto} .
(2.1.3)
En el caso p = 2, se define el producto interior (-,-)4 : L*(A4) x L*(A) — R como:

mwAzéf% (2.1.4)

ademés, podemos definir la norma para el espacio L?*(A) como
£l 224y = [1llo.a = V/(f, f)a para todo f € L*(A).

Sean X y Z dos espacios vectoriales. Se define el espacio de todas las aplicaciones
lineales de X a Z como L(X, 7). Ademas, se define el espacio dual de X como
L(X,K) cuya notacion es X'.

Definicién 2.1.4 (Producto Dualidad). Dada una forma lineal v € X' y un
vector v € X, se representa el resultado de u'(v) como (u',v)x: x. Esto define una
aplicacion (-,-)xx : X' x X — K llamada producto dualidad, que satisface las

siguientes propiedades:
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i) (U] 4+ ub,v)x x = (U], v)x x + (uh, v)xr x, para todo uy,uly € X', para todo
veX.

i) (W' v +va)xr x = (W, v1)x x + (W, v2)x x, para todo u' € X', para todo

v, 09 € X.

iii) (Au',v)x x = AN, v)x x, para todo u' € X', para todo v € X, para todo
Are K.

w) (W, v)x x = XU, v)x x, para todo v € X', para todo v € X, para todo
A e K.

Un multi-indice n-dimensional a = (o, ..., ) € N? es una tupla de orden

la| = 2% | a;. Para cada m € Ny, se define C"(A) como el espacio vectorial de

olel
al xq
Oz, .0z,

de orden |a| = m es continua. Se denota como C°(A) (funciones continuas con

funciones continuas v : A — K, tales que su derivada parcial 0% =

soporte compacto) como D(A) cuyo espacio dual viene definido como D(A)’. Sea
f € D(A), se define su derivada parcial 0*f € D(A)" como:

(0% f, U>D(A)/,D(A) = (_1)|a| {f, 8QU>D(A)’,D(A) , para todo v € D(A4).  (2.1.5)

Donde (-, ) p(ay p(a) : P(A)" x D(A) — K representa la dualidad entre D(A)’
y D(A). En particular u € L} (A) puede ser representado como f, € D(A) a

través de la siguiente definicion:

(fus V) pay piay = / uw, para todo v € D(A), (2.1.6)
A

ademaés, se define el funcional 0% f € D(A)’ como “derivada distribucional” de w.

Sea m € Ny, se definen los espacios de Sobolev como:

H™A) :={ue L*(A): 0%u e L*(A),|a] <m}, (2.1.7)

con el producto interior (-,-) : H™(A) x H™(A) — K dado por

(4, V)moa = > (0% u, 0% v)4, (2.1.8)

la|<m

que induce la norma |-, 4 : H™(A) — K, definida como ||-||,,, 4 == /(*;)m,4



6 2.2. Particiones y Mallas

y la semi-norma ||, , := /(9™ -,0™ ) 4. Sean u € L*(A), se define el gradiente

Ju

de v como la funcién vectorial Vu := <%, .

e g—;fj), y el divergente de o =

d  Oo;
i=1 9z,

si w € H'(A) implica que Vu € [L2(A)]", entonces, se puede definir la siguiente

(01,...,04) € [L*(A)]” como la funcion escalar V- o := 3 . Notemos que,

relacion para V - o a través del espacio:
H(div; A) == {0' e [1X(A)]":V-oe L?(A)} . (2.1.9)
Se define la restriccion de H'(A) sobre OA por:
H2(DA) = {v|oa : v € H'(A)}, (2.1.10)

donde v|y4 representa la traza v en AA. Se define el dual del espacio Hz(9A)

como H~2(dA), que satisface la siguiente identidad:
H 3(0A) = {o]oa - n™ : o € H(div, A)}. (2.1.11)
Se define el producto de dualidad (-, -Jo : H~2(9A) x Hz(dA) — K, como:
(1, V)94 == (o, V) a4+ (V- 0,0)a, (2.1.12)

donde, o € H(div; A) tal que o|gs - n? = py v e HY(A).

2.2. Particiones y Mallas

Siguiendo las definiciones propuestas en [3], se introducen dos particiones
que no necesariamente coinciden pero tampoco son independientes. Primero, se
define Q C RY, con d € {2, 3}, un dominio con frontera Lipschitz I' de didametro dq.
Se introduce una familia { %% },,., de particiones de Q compuesta por poligonos
cerrados, acotados y disjuntos. El diametro de un elemento K € &2 se denota
por H, y el didametro de la circunferencia inscrita en el poligono viene dado por
pr. En la Figura 2.2.1 se presenta un ejemplo para un elemento K en particular.

Se define ‘H := méxgem, Hi y se asume la existencia de ¢ > 0 tal que

Hie < ¢, para todo K € &, para todo H > 0. (2.2.1)
PK
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Cada poligono K posee frontera 0K compuesta de aristas F. El conjunto de

HK -

Figura 2.2.1: Un elemento K, la linea roja representa el diametro del elemento,
la linea azul representa el didmetro de la circunferencia inscrita.

bordes de &3 viene dado por 0% y el conjunto de aristas por &; tal que,
8,@;%:{8[(:[(6 327.[}, y

5_{ E=0K,N0K,, o | Ki,Ky € Py, K1 # Ky, y

E = 0K Nos, E no es un punto aislado (d = 2) o una arista (d = 3)

Adicionalmente, se define el conjunto de aristas interiores, denotadas por £°, como

sigue

£ = { E =0K,N0K,, | paratodo K1, Ky € Py, K1 # Ky }

Para cada F € & se asocia un vector normal unitario n®

; su orientacion es fija
pero arbitraria. Para cada K € &2 denotamos por n* al vector normal exterior
en 0K, y sea n|sk|p para cada £ C 0K una notacién que nos permite indicar
sobre qué elemento se analiza la arista E. El primer paso es definir una malla
computacional, introduciendo £y, una particiéon sobre £ en segmentos F' de largo
Hp < H := maxpeg, Hp, tal que cada F' € £y es un subconjunto de solo una
arista E € £. No asumiremos que los segmentos tengan el mismo largo, pero

vamos a pedir que no sean muy diferentes. Mas precisamente, vamos a imponer la

siguiente suposicion.

Suposicion 2.2.1. La malla E es tal que, para cada K € P4, una malla reqular

=p(K) de K puede construirse, donde su traza sobre OK coincide con Ey. Ademds,

} |
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la malla =y = Ugew, = (K) serd referenciada como una malla virtual. Esta

construccion define una particion conforme.

El altimo ingrediente de la definicién del esquema discreto es la malla que
serd utilizada para aproximar las funciones de base locales: para cada K € %y,
se introduce una familia de triangulaciones regulares {%K }h>0 construida de la

siguiente manera:

1. Primero, para cada K € %, la triangulacion Zg(K) se refina una vez.
Este proceso se construye tomando cada elemento perteneciente a la malla y
subdividiéndolo en 4 triangulos congruentes, uniendo los puntos medios de las
aristas del elemento inicial. Este proceso es también llamado red-refinement

[1]. La nueva malla obtenida se denomina triangulaciéon minima;

2. luego, para cada K, la familia {%LK }h>0 esta compuesta por refinamientos

regulares de triangulaciones minimas.

El diametro de T € ZX se denota por he, y h := MAX g ¢ 7, MAXgc TK hs.
Es importante remarcar que, si £ = K1 N Ky € £, entonces la traza de dos mallas
vecinas ﬂhKl y %LKQ no necesariamente coinciden. En la Figura 2.2.2 se muestra

un ejemplo de una particion que satisface las suposiciones presentadas.

Figura 2.2.2: Ejemplo de una particiéon sobre un dominio €2 con elementos
poligonales no conformes. Observe las submallas (verde y naranja) discretizando
dos elementos diferentes de 2y, con diferentes granularidades, donde T € ZX es
un elemento de la discretizacién de K € &4. La linea roja representa un borde
E € £ y la linea azul representa un elemento F' € £ del esqueleto de la malla. |2]

Finalmente, enunciamos el siguiente supuesto sobre la particion:

Suposicion 2.2.2. La particion satisface la condicion de “Star-shaped Reqularity”,

esto es, ewiste v > 0 tal que, para todo H, el politopo K € P4 satisface que, para



2.3. Espacios, Productos interiores y Normas 9

todo x € K, existe una bola By de centro y, € K y de radio 0 > v Hx, tal que la
interseccion de todo conjunto convexo [15, p. 191] formado por {x} U By (yx, 0k )
estd contenida en K [5, Definicion 4.2.2].

2.3. [Espacios, Productos interiores y Normas

Seguiremos la notaciéon de los espacios de Lebesgue y Sobolev previamente
definidos. Para K € %23, y m > 1, consideraremos el espacio local H™(K') equipado

con la norma usual. Se define el siguiente espacio
H™(Py) = {v e L*Q) :v|x € H"(K), para todo K € P},

equipado con la semi-norma y norma,

1
2
V|, 2y, = ( Z |v\,2nK> , para todo v € V,

KeZPy

1
2
[0, = ( > uvufn,K> . para todo v € V,

KePy

respectivamente, y sea V = H'(Z), se define el siguiente producto interior

(U, D), = Z (u,?), para todo u,v € V, (2.3.1)
KeZPy

adicionalmente, se tiene

(u,v)y = Z w? (u, )k +w (u,0)oxnr, + (Vu, V0)g, para todo u,v €V,
KeZPy
(2.3.2)

que induce la norma

N[

2 2
HUHV,w = ( Z {Wz HUHO,K +w HU”o,aKmFA + M%K}) , para todo v €'V,

KePy

(2.3.3)

donde w > 0 corresponde a un parametro fisico del problema, y I'y C 0€2. Ademas,

vamos a considerar V(K) = H'(K), donde la siguiente norma local sera util a lo
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largo de este trabajo

1

2 2 2
||U||v(K),w = <W2 HUHO,K tw ”UHO,aKmFA + |U|%K) , para todo v € V(K).

Ademés, se define el siguiente espacio:

El espacio natural consiste en funciones que son trazas normales de H (div, 2);

més precisamente, se define el espacio

o € H(div, ),
A=< olpk -n: oloxar, - =0, . (2.3.4)

para todo K € %y,

El Teorema de Trazas |1 1] asegura que la siguiente operacion entre H~2(0 %) y
V' esta bien definida

(U, 0oz, = Z (1, 0)sr, para todo (p,v) € H_%(&@H) x V. (2.3.5)

KeZPy

Siguiendo la notacion presentada en |10, Ecuacion 3.5], el espacio A viene equipado

con la siguiente norma

R6<Hy 6)33]
lpella = sup ————"

, para todo pu € A. (2.3.6)
veV ||U||V,w

Simplificaremos la notacion escribiendo sup,¢y en lugar de sup,ey o

Ahora, para £ > 0y k > 0, se introducen los siguientes espacios de elementos

finitos.
V=[] Va(®). (2.3.7)
KePy,
Donde
Vi(K) = {v, € C%K) : vp|s € Px(T), paratodo T € F}, (2.3.8)
y

Ag :={uy € A : puy|r € P(F), para todo F € Ex}. (2.3.9)
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Se define el interpolante de Lagrange local |15, Teorema 1.103] ZF : H*"'(K) —
Vi(K) para todo K € &4 tal que para todo m = 0, ..., k + 1 satisface

v =T (V) |mx < Ch];(+1_m|v|k+17K, para todo v € H¥"'Y(K), K € 2, (2.3.10)

donde C > 0 depende de la regularidad de la submalla, y hx = méxe, 7K hs.
Ahora, se define ZV : H*"(2;,) — V}, como el interpolante de Lagrange global
|15, Lemma 1.110], donde Z} satisface

Z,{f(v)}K =T} (v), para todo K € Py, para todov € H*(22y). (2.3.11)

Antes de introducir un resultado de interpolacién, se presenta la siguiente

desigualdad de trazas.

Lema 2.3.1. Sea K € P4 y sea v € V(K), haciendo uso de la condicion de
“Star-shaped Regularity” enunciada en la Suposicion 2.2.2, se define la siguiente

desigualdad de trazas

1 9 9
lohon < (= Tl + i o) 2312

Demostracion. Resultado obtenido de la desigualdad de trazas presentada en |7,
Ecuacion 2.18| O

Usando estas estimaciones, se presenta el siguiente lema.

Lema 2.3.2. Sea I} un interpolante de Lagrange global. Para todo v € H*"1 (),
existe ¢y > 0,c9 > 0 y c3 > 0 dependientes de la regularidad de la submalla, y que

no dependen de w, tal que

v —Z (v))| 0.0, <01 pF V41,9, (2.3.13)
v — IS(U)’L@H < cy hF Vs 1.2, - (2.3.14)

Ademds
o= ZEW)|,,. < s (h2 Tt % + 12 ”Hw) W ol (2315)

Demostracion. Sea v € H*1(2). Recordando que h = MaX ke 2, Ni. Usando
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(2.3.10), (2.3.11), se tiene

lo=ZE@)I5 0, = Do o= TZh@)]o

KeZPy
_ k 2
= > =Tk«
KeZPy,
~ 3 2(k+1) | 2
< E 1 hi |U|k+1,K
KeZy
~ 2 (k+1) |12
<G E h |U|k+1,K
KeZy
s p2(k+1) g2
=ah ‘v’k+1,9’;¢7

donde ¢; > 0. Luego,

[l = Z5: ()]

k+1
0,5, <cah |U’k+1,(%¢ ;

con ¢; > 0. Similarmente, para (2.3.14), usando (2.3.10), (2.3.11), y la definicion

de h, se tiene

‘U_Iflf@)ﬁ,gz%: Z ‘U_Iflf(v)lif(

KeZy

= Z ‘U - If((v)ﬁK

KePy

< Z Gy hil ‘U‘iJrl,K
KePy

- 2
< G Z h2k|v‘k+1,K
KeZy

_ =~ 12k 2
=0 h |U|k+1,9’H )
donde ¢, > 0. Luego,

}U—I,’i(v) < ¢y

k
1,2 h |U|k+1,=@7{ ’

con ¢o > 0. Combinando (2.3.13), (2.3.14), la definiciéon de la norma V', y la
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desigualdad de trazas (2.3.12), se tiene

1
Lot =T or, )

2 w 2
1,% + ﬁ HU - Iﬁ(v)“o,%{

o = @)y, = (& lo = ZE@)5 L, + [0 = ZE)

< (@ o = ZhO) o, + 0~ ZhD)

1
2 2
+Hw - ZH)]} )
2 2
< (C% w® h** [0]ks1, 5 T ¢y h*HH2 0] 41,5
1

w
2 W ok | 12 2 242 |2 2
+c1 % hF [olisrm, T@HwWh |U|k+1,%{>

1
w 1
< <h2+w2+ 5 +h27{w)2 h* V41,2,

donde ¢3 = max {cy, c2}.
[l

Finalmente, se introduce un proyector para Ay. Para cada F' € & se define

la proyeccion 114 : L2(F) — Py(F) como
(5 (1), 9)r = (1, q)r, para todo q € Po(F). (2.3.16)

Luego, se define el proyector global I1¢ : L2(£) — Ay como IT(u)|p = % (1),
para cada p € L*(€).
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Capitulo 3

Una Nueva Formulacion Hibrida

Multiescala

En este capitulo, vamos a introducir y analizar un nuevo método de elementos
finitos hibrido multiescala para la ecuacion de Helmholtz. Esta nueva formulacion
hibrida tiene como objetivo ser el punto de partida para el desarrollo de nuevos
métodos de elementos finitos multiescala, siguiendo la metodologia presentada en
[10]. El objetivo principal del desarrollo de esta formulacion es que, a diferencia
de lo presentado en [10], el método construido a partir de ella esté asociado
a problemas locales bien definidos, independientemente de la relaciéon entre la

frecuencia w y la geometria de cada elemento de la particion $2y,.

3.1. El Problema Modelo

Sea Q C R% con d € {2,3}, un dominio con frontera Lipschitz I', donde x €
L>*(Q,R) es un modulo de compresibilidad y p € L>*(,R) es la densidad.
Considerando una frecuencia angular w € R% y un término fuente f € L*(2), el

campo de dispersion u € H'(2) satisface

2 1
-V, (;Vu) =f, en{. (3.1.1)

K

Teniendo en mente sus usos mas comunes, como la propagacion de ondas sismicas

o acusticas, ademas de la radiacion electromagnética, vamos a separar la frontera I’
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en dos subconjuntos, I'p y I'4, de manera que I’ = I'pUI'y y, ademés, [pNI'y = 0.
Vamos a imponer una condicién de frontera Dirichlet u = 0 sobre I'p. Para "4

vamos a considerar una condicién de frontera absorbente de primer orden

1 1
“Vu - -n—
p VEP

u=0, (3.1.2)

9 o5 el vector normal unitario exterior a 0. Finalmente, nos

donde n
concentraremos en resolver el problema de valores de contorno para encontrar

u € HY(Q) tal que:

—%QU -V (%Vu) = f, sobre 2
uw =4V, en FD ) (313>
1 o0 _ _iw
;Vu n Jipl =9, en 'y

donde g € L*(T'4). Nuestros resultados estén enfocados en casos de frecuencias
altas. Vamos a asumir que existe wy tal que w > wy > 0. Un ejemplo particular

sobre el problema modelo recién enunciado se presenta en la figura 3.1.1

3.2. Formulacion Débil Estandar

Con el objetivo de presentar una nueva formulaciéon hibrida y construir resultados
sobre esta, introduciremos primero la forma débil del problema (3.1.3), entregando
resultados de existencia, unicidad y estabilidad para la solucién de dicha
formulacion.

Se define la formulacion débil estandar de (3.1.3) como sigue: Encontrar u € H7,(9)

tal que:

(%VU,W)Q — w? (%u,ﬁ)g —jw <\/1K_pu,@) N = (f,0)a+ (9,7)r,, (3.2.1)

para todo v € H},(2), donde el espacio H},(2) se define como:

Hp(Q) :={ve H(Q) :v|r, =0}. (3.2.2)
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Fuente del sismo

-

L4

Figura 3.1.1: Ejemplo aplicado del problema modelo 3.1.3, simulando la
propagacion de ondas sismicas. Dentro de la imagen, el término fuente “f”
corresponde al elemento denominado “Fuente del sismo”, la cual puede venir
definida por una funcién pulso o por una funcién gaussiana. El dominio 2 en
este caso corresponde a una seccion del terreno donde ocurrié el sismo que se
desea analizar. Dicho dominio presenta densidad p y modulo de compresibilidad «.
Ademaés, la frontera se define como todo el borde que encierra este terreno, la cual
se puede dividir en dos subconjuntos disjuntos: I'p, que representa la superficie
del terreno, y I' 4, que corresponde al resto del borde que encierra el dominio bajo
la superficie. La solucién del problema describe la propagacion y refraccion de la
onda emitida por la fuente.

Adicionalmente, consideraremos el siguiente espacio |25, p. 121]
1 1
Hp(Ta) i= {€lr, : € € H(T) €, = 0} (3:23)

Teniendo esta construccion, se presentan los siguientes resultados de existencia y

unicidad:

Lema 3.2.1. Sea Q, un dominio con frontera Lipschitz. Existe un tinicou € Hp(Q)

que resuelve el problema (3.2.1).

Demostracion. Considerando el resultado presentado en [20, Teorema 2.1, que
nos entrega un resultado de existencia y unicidad para el problema de Helmholtz
con condiciones de contorno mixtas y coeficientes variables mediante un argumento
de continuidad, podemos establecer que existe u € H},(£2), solucién tnica de la

formulacion débil presentada en (3.2.1). O

Una vez presentada la existencia y unicidad para el problema (3.2.1), construiremos

un resultado de estabilidad para la misma, con el objetivo de analizar su
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dependencia con respecto al dominio §2 y los coeficientes w, K y p.

Para empezar, consideraremos las siguientes definiciones: Sea K € £y, se definen

pri=supp(x), p.:=if p(x), K :=supk(x), k= infk(x). (3.2.4)
zEK zeK zEK zeK

Ademas

ok *k

P i=supp(x), pw = Inf p(x), K" :=supr(x), kK= fk(x). (3.2.5)
zeQ zeQ zeQ zel

Teniendo en cuenta las definiciones previas, presentamos el siguiente resultado de

estabilidad para la solucion v € H}(€2) del problema (3.2.1).

Lema 3.2.2. Sea u € HA(Q), solucion del problema (3.2.1). Existe una constante
positiva Cy, que depende de Q, tal que, dado f € L*(Q) y g € L*(T4), se cumple

la siguiente estimacion:

[ullvis < Cag (I llo.2 + lgllor) - (3.2.6)

Demostracion. La demostracion de este lema es una variacion de |20, Proposicion
8.1.4] y [22, Proposicién 3.3]. Sea u € H}(€), solucion del problema (3.2.1). De
manera directa se tiene que v € V. Se define v > 0 y x?, tales que = - nt'4 > ~.
Ademés, |27y < dgy V- x’ = d. Considerando v = u en la forma sesquilineal

(3.2.1), podemos obtener las siguientes desigualdades para la parte real:

1 1 _ _
;HVUH%% — — & llullgz, <I1(f@al +1(g,W)r,]; (3.2.7)

ademés, para la parte imaginaria, podemos obtener lo siguiente.

wllullg.r, < |(f,@el +1(g, D). (3.2.8)

1
/p* K-/*

De la ecuacion (3.2.8), utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene

w 1 I, 1 W €9
\/WHUHS,FA < meHS’QnL?HuHS’% + EHQ o +THUH(2J,FA7 (3.2.9)
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con € > 0, €5 > 0 valores fijos pero arbitrarios. De la ecuacion (3.2.7), se obtiene

1 2 1 €4CL)
IVl s, < 5o & Null 5, + gz ol + 5 Tl
(3.2.10)

con €3 > 0, €, > 0 valores fijos pero arbitrarios. Ahora, si consideramos v = & -Vu

y usando las estimaciones de [22], se tiene

2 1
2 Rea(u, 2" - Vu) > dw—HuHa{% + E/ |Vul> 2’ - nl4
Ta

d2 W T o Ta

— 2Re

V I{*p* FA

lo que implica que

*

2 1 -
dw_Hqu’gh + —*/ Vul? 2T - nl'a < 2 Reag(u,z” - Vu)
K P Jra

iw —_—
/ ux? - Vu,
V K’*p* Ty

como u satisface el problema débil (3.2.1), se tiene que

2 1 S S
Al + o | 1Vul?@T T <2 Re / @ V)

* T4 Q
d—2
2
w N
+ = | |uf*xT - nla
o ra
+ 2Re wxl - Vu

V Kx Px s
+Re/ (xT - Vu) g
Ca



3.2. Formulacion Débil Estandar 19

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y las propiedades de @, llegamos a

2
w 2 Y 2 d—2 2
ALl i, + LIl < 2Vl

*

w?
+ Cy dg (-/i ullsr, + ||u||07FA||VU’||07FA>
E3

w
NGYD

+ Cada ([ flloellVullo.z, + [lgllor[Vullor,)-

Donde C7; > 0y Cy > 0 no dependen de p o . Usando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz, se tiene los siguiente:

w
[ulloralVullor, < 5—

€5
< 5o lullin, + 55 1Veldr,

1
lgllo.callVullor, < 5—llg

2 €6 2
266 O,FA + EHVUHO,FA'

Similarmente, podemos construir la siguiente estimacion

[ fllo.cll Vu

1 €7
0o < 5B+ FIVulE 5,

con €5 > 0, € > 0, €7 > 0 valores fijos pero arbitrarios. Definiendo

1

2 ( o €5 >
€5 = —— L — Crdg—o—),
dQ 02 p* 2\/ R Px
y tomando €5 lo suficientemente pequeno, para satisfacer €5 > 0, se obtiene

w? d—2
1l , <

*

IVullg 2,

*

w? w? )
+ Csdg H_*HUHO,FA + 265—\/@”“ 0,0 a

+Cuda (IR + FIVelR0, + 5 lallor, ).

donde C5 > 0, Cy > 0 no dependen de p o k. Utilizando las desigualdades (3.2.9)
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y (3.2.10), podemos obtener que

*

p

2 Hqu,% + mHgHam

w? d—2/( p* pe
d—|u|? 5 <
“ull, < (2 =

prEqw
A HuHé,%)

1 1 1 w2
Csd I N B (Il (
I Q< €5 v/ Px f{]*) (2€||fH0,Q 9 ”uHo 2,

*

w €9
Lue Huuwh)

2
L
2 gllora
€7 P 2
Crdog —| ——
+ Crda 3521 Ba+ 25

p*€4w2
Sl )

1
(5

A
+ 52— lalir,

donde C5 > 0,Cs > 0, y C7 > 0 no dependen de p o k. Definiendo

d 1 d—2 Crdqp*
( +7QP€7>

Ry 2 p* 2
= 1(d—2 C’dep*€7)
= +
2
€+ €

< M)< )
* 1 2 C7de*€7 ’

2 2

con €g > 0, tomando €, €5, ¢4, €7, v €g suficientemente pequenos, obtenemos un

denominador siempre positivo, para esto basta con considerar por ejemplo:

N 1
64_1i d—2+07d9p €7 ’
2 Ky p* 2
Ld (o (L, 1 !
€E=€ = — — —
7 4 R, 5T K, €5 /Px K ’
1d
= - —. 2.11
s 4 Kk, (3 )

Esto permite establecer que €3 es siempre es mayor que 0. Asi, siempre podemos
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obtener la siguiente desigualdad

d *fd—2 Crdgp* 1 1
2540 + TP T L Codg [ — + Sl B
K 2 p* 2 Ke  €5+/Px K 2

donde finalmente, se obtiene

W [ully . < Cat (1o + 9l ) - (3:212)

con Cy, > 0 dependiente solo de dg. Junto con (3.2.9) y (3.2.10), obtenemos la

estimacion deseada. O

3.3. Una Nueva Formulaciéon Hibrida

En esta seccion presentamos una nueva formulacion hibrida para la ecuaciéon
(3.1.3); posteriormente, se demostrara un resultado de equivalencia entre esta
nueva formulacion y la formulacion débil estandar (3.2.1).
Introducimos una nueva formulacién hibrida débil. Para esto construimos ¢ : V' —
H2(02) tal que:

v e Hp(2) = s(v) € A. (3.3.1)

Usando este mapeo, se propone la siguiente formulacion hibrida: Encontrar (u, \) €

V x A tal que:

{ a(u,v) + (AN V)oz, = (f,0)2, +(9,V)r,, paratodoveV (3.3.2)
Y 3.

(1, W) o2, para todo g € A’
donde la nueva forma sesquilineal a(-,-) : V' x V' — C viene definida por:

o, v) = Kezg;ﬂ (%vu,ﬁ) - (“’; u,@>K—z (¢:—p u,U) il T
(3.3.3)

Adicionalmente, la version local de a(-,-) esta definida como:

are(u,v) = (%VU,W)K - (%2 u,@>K — (\/‘Z_pu,@)amr — i (e (u), Box.
! (3.3.4)
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El término de borde —i{(¢(u),7)sk, introducido en la definicion de la nueva
forma sesquilineal (3.3.3) tiene el objetivo de posibilitar resultados de existencia y
unicidad de solucién que definen al método MH.

Ahora, para probar la equivalencia entre las soluciones de ambos métodos,

presentamos el siguiente lema:

Lema 3.3.1. Sea L € V', las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. L se anula en H();

2. Existe un unico funcional p € A tal que L(v) = (11,7)o2,, para todov € V.

Demostracién. Comenzaremos por probar una identidad ttil. Sea v € HJ,(Q), u €
A,y o € H(div,Q) tal que ulpx = o - n’ para todo K € 2. Notemos que

1
v|r, € Hjh(I'4), entonces

(1, D)oz, = Y (0,VD)k +(V-0,0)k = (0, V) + (V- 0,7)q

KePy

= (o|r-n,r) 1 ={(o|r, m0|r,) (3.3.5)

5 (0),13(1) RLIONNZE YUY
Asumamos ahora que L se anula en H},(2), en particular L se anula en H} (),
luego |27, Lema 1] asegura la existencia de un tnico funcional u € H ’%(832;[)
tal que existe o € H (div,Q) que satisface u|ox = o|sx - n* para todo K € Py,
y ademés L(v) = (u,0)srx para todo v € V. Resta mostrar que olp, - n = 0.
En efecto, sea g € HO%O(F 4), consideremos su extension por cero § € H2(I) y
vy € Hp () tal que vy|r, = §. Luego, usando (3.3.5) obtenemos

<0-‘FA 'n7§> = (M,U_g>a,@H = L(”g) =0,

_1 z
H™2 (FA)7H020(FA)

por lo tanto o|r, - =0y ademés p € A.

Asumamos la existencia de un tnico funcional p € A tal que L(v) = (1, 7)s,, para
todo v € V. Notemos que la definicién de p implica la existencia de o € H (div, §2)
tal que plox = olox - ' para todo K € Py, y ademas or, - n = 0. Sea
v € H,H(Q), luego v|r, € HO%O(FA), asi en virtud de (3.3.5) tenemos

L(U) = <:Uﬁ6>397-¢ = <0.|FA 'n7@|FA> =0,

_1 !
H™2(Ta),H3(T )

por lo tanto L se anula en H5 (). O
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Como consecuencia del Lema 3.3.1, se puede presentar la siguiente representacion
: 1
del espacio Hp)(£2).

Corolario 3.3.1. Se tiene la siqguiente caracterizacion
HLH(Q) ={v eV :{(u,D)op, =0, para todo € A}.

Demostracion. Consideremos la aplicacion lineal y acotada B : A — V' que para
cada p € A satisface (Bu,v)y v = (i, 7)s,, para todo v € V. Notemos que B
es inyectiva. En efecto, sea p € A tal que By = 0, luego (i, 0)spw»,, = 0 para
todo v € V, es decir, para cada K € P se satisface (i,0)9x = 0 para todo
v € HY(K), por lo tanto p|sx = 0.
Adicionalmente consideremos el isomorfismo v : V' — V' dado por el Teorema de
Representacion de Riesz y mostraremos una identificacion entre A y HhL ()1 a
través de la igualdad Im(B) = Im <¢| o (Q)L> como representado en el siguiente
diagrama:

AL Im(B) = Im (¢|HE(Q)L) SO HL () (3.3.6)
Probemos que Im(B) = Im <w|Hb(Q)L>. Sea v € HALH(Q), tenemos que
(Y(v),w)yr v = (v,w)y = 0 para todo w € H}(N), gracias al Lema 3.3.1 se asegura
la existencia de un tnico p € A tal que (Y(v), w)v v = (U, W)ow, = (Bu, w)y v
para todo w € V, es decir, By = ¥(v), y por lo tanto ¢ (v) € Im(B). Sea
p € A, notemos que como B es inyectiva podemos asegurar que la representacion,
(Bu,w)yy = (1, w)az, para todo w € V, es vélida para un tnico A 3 p* = p.
Gracias al Lema 3.3.1 hemos probado que By se anula en H},(Q2). Sea w € H} (),
notemos que (Y (Bpu), w)y = (Bu, w)yy = 0, luego ¢~ (Bp) € Hp(2)*+, por
lo tanto By € Im (w’Hb(Q)L

Las identificaciones probadas nos llevan a lo siguiente:

(Hp()") " ={veV: (v,w)y =0, para todo w € H}(Q)"}
={veV: (¥(w),v)yv =0, para todo w € H}(Q)"}
={veV:(Bu,v)y y =0, para todo p € A}

{
={veV:(u0)snp, =0, para todo p € A}.

Finalmente, la demostracion concluye en virtud del Lema A0.1 y de |15, p 468]
notando que (Hp(Q)1)* = HL(Q) = HLH(Q). O
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Teniendo en cuenta el corolario anteriormente presentado, se puede construir
el siguiente Teorema que relaciona el problema débil (3.2.1) con la formulacion

hibrida (3.3.2):

Teorema 3.3.1. Eziste u € HL(Y) solucion de (3.2.1) si y solo si existe (u, \) €

V' X A que resuelve (3.3.2). Ademds, se tiene la siguiente relacion entre u y A:

, para todo K € P4. (3.3.7)
OK\TI' 4

A= — (%Vu -nf +ig(u)>

Demostracion. Sea (u,\) € V' x A solucion de (3.3.2), usando la representacion
de HL () obtenida en 3.3.1, se obtiene que u € H1 (). Reemplazando  en la
primera ecuacion de (3.3.2), se obtiene que ¢(u) € A. Entonces, haciendo uso de
la definicion de ¢(u) llegamos a que ((u),V)p», = 0 para todo v € HL(Q), y

podemos concluir que

1 - 1 1
~Vu, Vv — w? (_u,v) —iw( u,@) =(f,7)a+ (9,0)r,,
(P )Q p Q viEp T'a (%) + (9,7,

para todo v € H(Q), resolviendo (3.2.1). Por otro lado, sea u solucion de (3.2.1).

Se define el siguiente funcional sesquilineal L:

L(v) = —a(u,v) + Z (fs0) K + (9,D)oxnr,

KePy

_ _ 1 — 1
- Z (f;0)k + (9, 0)ornr, — (;VU,VU)K+CU2 (EU,U)K

KeZPy

piw(our) il
LW U, v —1S\U), V)oK -
,Lip OKNT 4
Este operador L se anula en H},(2). Utilizando el Lema 3.3.1, existe un tnico
A € A tal que
> (M v)ox = L(v), para todo v € V. (3.3.8)

KePy,

Luego, el par (u,A) € V x A resuelve (3.3.2). Finalmente, como f = —+ w?u —
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1
V- (—Vu), reemplazando en integrando por partes, se puede concluir que
P

L(v) = —a(u,0) + Y (f,0)k + (9, D)oxrr,

KeZy
w? 1 _ _
:—G<U,U)+ Z —-——u—V-|(=-Vu , U +(97U)BK0FA
Ke . P K
H
1 _ _ 1 _
_y (—v . (—Vu) ,v) + (9. Poxcrs — (— wm)
p K P K

KePy

viw(cur) il
LW U, v 1 S\u), V)oK
/ﬁ;p OKNT 4

1 1
= - —VU‘TLK,E> + (976)8Kﬁ1—‘ +Zw ( ’U/,@)
Z <p oK ! vip OKNT A

KePy

+i(s(u), V)ox

1
=Y _<-w-nK,v> + i{s(u), V)ar\r4-
OK\I'4

KeZPy P

Asi, A = —%Vu -nf +i¢(u) en OK \ 'y para cada K € %, lo que prueba
(3.3.7). O

3.4. Definicion Concreta de ¢(-)

Con el objetivo de obtener resultados explicitos para la formulacion (3.3.2), vamos a
construir una definicion concreta para ¢(-). Definiremos ¢ : V' = [[xc 5, H ~2(0K)
como <(v)|ox = (vay)|ax - n, para todo v € V y sobre cada K € 93, con
oy € RTy, donde RT, denota las funciones de base de Raviart y Thomas de
menor orden. Se construye como sigue: Sea F' € £, definiremos o¢|r - nf" como
0 6 1 de manera que para cada K € %4, tal que 0K NIy = () se satisfaga que
oolor - n?K # 0 y solo pueda ocurrir una de dos situaciones, og|ox - n?% >0, o
bien, ook - n?% < 0, por otro lado, si se satisface que K NT 4 # @ ocurrird que

O'0|(9K : naK = 0.

La existencia de o9 € RTy que cumpla la definiciéon anterior puede ser entendida
como un problema de grafos. Definiremos un grafo tal que a cada politopo
K € &4 se le asocia un nodo del grafo. Dos nodos del grafo asociados a Ky € P

y Ky € P4, respectivamente, estaran conectados por una arista si y solo si
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F = 0K, NJK, € £ y se tiene que o¢|r - n’" = 1. Diremos que K € 2 tiene
color rojo si ook - n%% > 0, tiene color azul si oolox - n9% <0, y no tiene color

9K — (). Por lo tanto buscamos demostrar que es posible definir un

si oolox - 1
grafo bipartito |12, Seccion 1.6] sobre elementos de la particion P4 a través de la
definicion de o. Para particiones particulares esto es evidente (ver Figura 3.4.1),

la demostracion del caso mas general sera abordado en trabajos posteriores.

2

Figura 3.4.1: Construcciéon particular de oy sobre un dominio 2. Las aristas
F € & presentadas en negro entre los elementos representan el caso og|r = 0.

3.5. Existencia, unicidad y estabilidad de Ila

soluciéon del problema hibrido

En esta seccién demostraremos que la formulacion hibrida (3.3.2) tiene solucion
Unica y ademas construiremos una estimaciéon para la estabilidad de nuestra
solucion.

Primero, usaremos el Lema 3.2.1 para construir el primer resultado sobre (3.3.2).

Teorema 3.5.1. El problema (3.3.2) tiene una tunica solucion (u, \) € V x A.

Demostracion. El resultado de existencia y unicidad para el problema (3.3.2)

proviene de la equivalencia con la solucion de la formulacion débil (3.2.1),
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Figura 3.4.2: Grafo bipartito correspondiente a oy definido en 3.4.1.

demostrada en el Teorema 3.3.1. Asi, usando el Lema 3.2.1, existe u € H} (1),
solucion tnica de (3.2.1). Por lo tanto, existe (u, A) € V' x A, solucién tnica de la

formulacion hibrida continua (3.3.2). ]

Para continuar, primero introduciremos el siguiente resultado de continuidad para

la forma a(-, ).

Lema 3.5.1. Para todo u,v € V', se tiene la siguiente estimacion:

1
la(u, v)] < 5 Cllully,, llvllv,, (3.5.1)

RO B T | 1
donde C = max{p**, P W}

Demostracion. Sean u,v € V, y sea K € . Utilizando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz, se obtienen las siguientes desigualdades:

< (7em7) (")
—lw u,v < |w Uu,v
’ ( Kp KT A Rp KT A
1
<
= w\/m ||u||0,8KﬁFA ||U||o,aKmrA
1
< o el ey V1 (0 0 -

Ademés, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicion de ¢(+), se
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obtiene la siguiente estimacion para el caso 0K NIy = (:

s (, v)| = ' GW,W)K _ W (lu,v)K +ils(w), Do

K
1 __

‘(—VU, Vv)
P K

1
w? <—u,5)
k K

1 1
— IVullg & IV0llo i + & — lullg g 10llg, e + lltello o 101lo 056
P Fox

1

IN

+ + i (w), D)o |

IA

IN

”uHV(K),w HUHV(K),w + /@_* ||u||V(K),w ”U“V(K),w

+ lelly gy e 101y () 0
< Co lully ey w 10l ()0 » (3.5.2)

donde Cy := max {/%, ,}} Por otro lado, usando nuevamente la desigualdad de
Cauchy-Schwarz y la definicion de ¢(+), se tiene la siguiente estimacion cuando

para el caso 0K NT 4 # (:

1
|ax (u, v)] < Co llully ) o 1Vl w + = lullv )0 1011y (1) 0
V(K)7 V(K)7 \/m V(K)v V(K)v

< Csllully gy 0l (x0) 0 5 (3.5.3)

donde (5 := méx {C’g, ﬁ} Luego, usando (3.5.2), (3.5.3), y sumando sobre
K € P4, se obtiene

Z ag(u,v)

KeZy

< 3 Jax(u,v)]

KeZPy

<C Z Hu||V(K),w||UHV(K),w

KeZy

C
< 9 HUHVw HU”V,w’

la(u, v)| =

con C' :=max {Cy, Cs}. O

Utilizando la estimacion obtenida en el Lema (3.2.6), demostraremos la siguiente

condicion inf-sup para la forma sesquilineal presentada en (3.3.3).

Teorema 3.5.2. Sea Q € RY, d € {2,3} un dominio de frontera Lipschitz. Existe
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Cay > 0 que depende de dg, tal que, la forma sesquilineal a(-,-) definida en (3.3.3)

satisface:

inf sup |a(u7 U)‘ > C CdQ

veth @) wemh (@) v [0l — 2(w+1)

(3.5.4)

Donde C > 0 no depende de w, H, o dg.

Demostracion. Sea u € Hj(2), vamos a definir z € H}(2) como la solucion del

siguiente problema adjunto

(1V1} W) wz(lv Z) iw< ! vE) 2w2( ) (3.5.5)
— , — -, — , = v, UuU)q, ..
P Q K Q vkEp T4 o ?

para todo v € H} (). Gracias al Lema 3.2.1, z esta bien definido. Notemos que

—i{s(v),Z)sx = 0 para todo v € H5(Q), lo que nos permite obtener la igualdad
(3.5.5). El Lema 3.5.1 y el hecho de que

||u||0,Q = ||U||0,9’H , para todo v € Hp(Q),

se tiene que ||z[|y,, < Ca,w? [|ully 5, , sea v = (1 +i)u+ 2z € Hp(Q), el cual

satisface

la(u,v)| > Rea(u,v)

= Rea(u, (1 +1i)u) + Rea(u, 2)

1 2 w 2 w? 2
> P IVullg, g, + N lullor, — . [ully,z,, + Rea(u, z)

2
2 w
> ¢ fulf, 2

+ Rea(u, 2)

kK

) { 1 1 1
con ¢; := min ,

J
e 07 R

}, por lo tanto

la(u,v)| > e [[ull},, .
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ademas, utilizando la definicién de v, se obtiene

[0l = I+ u+ 2]y,
< 2|ully, + 12llv,
< 2|Jully,, + Caq * llully 5,

S édﬂ (w + ]‘) ||u||V,w )
donde C’dQ depende de dg, , esto implica

2
ja(u, v)| = e [lully,,

RN
> e flully, (2@ + 1) Ca)  llolly,
C Cy
> 40
> 5o Ml ol
con Cy,, dependiente de dq. O

Para finalizar esta seccion, usaremos los resultados del Teorema 3.5.2 y del Lema
3.5.1 para construir un resultado de dependencia continua de los datos para el

problema (3.3.2).

Teorema 3.5.3. La solucion del problema (3.3.2), (u,\) € V x A, satisface la

stguiente estimacion:

~ 1 1
Wl il < CCaq (554 2) @+ D Ul + lallr,) (359

Donde C' > 0 no depende de w, H o dg, y Ca, > 0 depende solo de dg.

Demostracion. Sea (u,\) € V x A la solucion de (3.3.2). Para todo v € HA (),
se tiene que [[v][y », < cp ||V, 5, (desigualdad de Poincaré-Friedrichs), con
cp > 0 la constante de Poincaré, la cual depende solo de €2. Entonces, la condicion

de inf-sup presentada en (3.5.6) y el hecho de que se satisface la siguiente igualdad:

a(u,v) = (f,0)o,2, +(9,0)or,, paratodo v € Hp (), (3.5.7)
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nos permiten construir la siguiente estimacion:

CC

), < sup LY

2(w+1) T ey iy,
= sup |<f7 6)0,:@7{ + (g76>0,1"A|

vEHL () HU”V,w

< Hf”o,f/}’H HUHO,(@H HgHO,FA HUHO,FA
N veHL () ||U||Vw u€HL(Q) ||U||v,w
< 1 cp ||f||0,32H [vlly.., n 1 crllgllor, 1l
T WP eHL () [vlly, W peHL () [vlly,,

1 1
<cp (E + ;) (”f”o%i + ||g||0,FA)

1 1
<er (254 2) Ufllon, + lollor,)

Utilizando la definicion de la norma (2.3.6), podemos notar que:

wlly . < sup
I HA,w veV “UHV,w

Ademas, utilizando la primera ecuacion de (3.3.2), se obtiene:

A < SHPM
“ ey olly,

’(fv U)O,@;{ + (gv 6)0,1“,4 - (I(U, /U)‘

= sup

vev [olly.e,
1 cp [ fllo, 2, V]l 1 crllgllor, Il
T w? veV HUHV,w W vev HU“V,w

Ce HUHO,QZH ||U||0,97’7.¢

veV ||v||V,w
1 1
<cp (=5 =) (flloo, + llgllor,) + Cellully

donde C. es la constante de continuidad obtenida en el Lema 3.5.1. Combinando

las cotas para u y A, podemos concluir la demostracion. O
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3.6. El Problema Hibrido Discreto

Recordando las definiciones de los espacios V3, y Ay, dadas en (2.3.8) y (2.3.9),
respectivamente, la version de dimension finita para el problema (3.3.2) usando

estos espacios es la siguiente: Encontrar (us, Agy) € Vi, x Ay tal que

a(up, vp) + (Ai, On)ozy, )2y + (9,Tn)r,, para todo v, € V4

= (
(e, Un)oz, =0, para todo g € Ay
(3.6.1)

Primero, analizaremos el nicleo discreto, definido como:
‘J’(h = {Uh S Vh : </~LH7U_h>8WH = 0, para todo " € AH} (362)

La desigualdad de Poincaré - Friedrichs para funciones H'(€)) por partes [0,
Ecuacion 1.3| implica la existencia de cg > 0 que depende solo de la forma de los

poligonos de &4, tal que
lvnlloo < s IVunllg s, , para todo v, € M. (3.6.3)

Notemos que v, — ||Vl se define como norma sobre ;. De aqui en
0,P4°
adelante, vamos a considerar la siguiente suposicién, que nos permitiré establecer

que el problema hibrido discreto esta bien definido.

Suposicion 3.6.1. Si H es suficientemente pequeno, entonces existe una constante
positiva Cgs, que no depende de H o h, y posiblemente depende de las magnitudes

fisicas del problema, tal que se satisface la siguiente condicion inf-sup discreta

a
inf sup @ Cun, vn)| > Cluis > 0. (3.6.4)
€ wen, [[unlly, [[onlly,,
Considerando la suposicion 2.2.1, y utilizando |19, Lema 4.1], existe el operador
de Fortin II, : V — V},, que satisface
(e, v —pv)pm,, =0, para todo Ay € Ay, para todo v €V, (3.6.5)

y ademas

[TTxvlly,, < crlv]ly,,, para todov €V, (3.6.6)



3.6. El Problema Hibrido Discreto 33

donde ¢p no depende de h, H, H, o w. Combinando (3.6.5), (3.6.6), y la definicion
de la norma |[|-||, , en (2.3.6), podemos establecer que (uw,Un)s, satisface la
siguiente condiciéon inf-sup discreta

|(ierr, Tn) oz, |

1
— Ml < sup : (3.6.7)
Cr ’

v €V ||,Uh||{/7w
para todo Ay € Ap. Teniendo en cuenta estas estimaciones, se introduce el

siguiente teorema.

Teorema 3.6.1. Existe un unico par (up, Ag) € Vi, X Ag solucion del problema
(3.6.1). Ademds, la solucion del problema discreto satisface la siguiente cota de
estabilidad:

1
— [Aullae + llually,,
Cr

1 1 1
<o (5 2) (14 g (€4 D) (1Ml +lallr,). 368)

w

Demostracion. La demostracion de existencia y unicidad de la solucion para el
problema (3.6.1) se obtiene siguiendo lo presentado en |1, Seccion 3.4.1], utilizando
el resultado de [%, Proposicion 2.1|. Asi, gracias a la condicion inf-sup otorgada
por la norma (3.6.7) y de la Suposicion 3.6.1, que nos entrega la condicion inf-sup
(3.6.4) sobre 9y, podemos concluir que existe (up, Ay) € Vi, x Ay, solucion del
problema (3.6.1).

La parte restante de la demostraciéon corresponde a construir la cota de estabilidad
(3.6.8). Sea (up, Ag) € V3, x Ay solucion de (3.6.1). La condicion inf-sup (3.6.4),
la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la siguiente igualdad

a(un,v) = (f,Un)o,2,, + (9, Un)o,r,, Para todo v, € Ny, (3.6.9)
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nos permiten construir la siguiente cota

Cis lunlly,, < sup la(un, vn)|
’ vp €Ny, HUh”V,w

\(f,Tn)o,25 + (9,Tn)o,r 4]

= sup

on €My, [onlly,
oo Mol gl Dol
T e, lvnlly.,, men,  vnllye
< 1 g |1 fllo, 2, lvnllv,, 1 csllgllor, llvnlly,,
T w? yem, [onlly, W v,emy, [onlly,

0,2 + CB HgHO,FA

1 1
<cp <—2+—) 1/
W W
1 1
<en (35 2) (o, + lolar, )

Ahora, usando la condicion inf-sup (3.6.7), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y

la primera ecuacion de (3.6.1), nos entregan que

1 AH,UR) o5
- H>‘HHAM < sup |< H; h>897.¢|
Cr vREVR ||Uh||v,w
= sup |(f7 W)O,Bzﬂ + (g7U_h>O,FA - G(Uh,?]h>|
vh€Vh th Viw
_ 1 ¢ [ fllo,,, llnllve 1 cs llgllor, llvally,,
T w? e, lvnlly., W eV, lvnlly.
+ sup Ce ||Uh||0,9>H ||Uh||0,32%
vh €V ||Uh||v,w

1 1
<en (554 2) (Iloin, + lollr, ) + Gl

donde C. es la constante de continuidad de Lema 3.5.1. Finalmente, para concluir

la demostraciéon basta juntar las cotas construidas para u, y Ay. O]

3.7. Estimacion del Error

Para esta seccidon desarrollaremos un analisis de error para el problema a partir de
la formulacién hibrida, teniendo en cuenta los resultados presentados en la seccion
anterior. Como primer gran resultado, es necesario construir un Lema de Cea, el

cual se presenta a continuacion.



3.7. Estimacién del Error 35

Lema 3.7.1. Sea (u, \) € V X A solucion de (3.3.2) y (un, Ayg) € Vi, X Ay solucion

de (3.6.1). Entonces, se tiene la siguiente estimacion

o~y < er fF Ju—villyy +e2 if [A-pally,.  (B7)
’ v €V ’ nHEAR ’

A= Aalyy S e if fu—vill, +en inf A—pully,.  (372)
’ vpEVR ’ mwHEAH ’

donde ¢; = (ﬁ + 1) (14 cp), o = t, c3=c1C.cp,ycy = (1+cp)+eyCocp.

Aqui, C, es la constante de continuidad de 5.5.1 y cp viene de (3.6.7).

Demostracion. La siguiente demostracion sigue los pasos presentados en |16, Lema
50.2]. Sea (u,\) € V x A soluciéon del problema (3.3.2) y (up, Ag) € Vi, X Ay
solucion del problema (3.6.1). Utilizando la ortogonalidad de Galerkin en la
segunda ecuacion de (3.6.1), se obtiene Re(Ay,u — up)az, = 0, asi, para cada

ptr € Mg, Re(pm, w —up)ow,, = 0, lo que implica que
Re(A — g, u — up)oz,, = Re(\ — pp,uw — up)om,,, paratodo A € A.  (3.7.3)

Ahora, sea z;, € I1j,(u) + My, donde z;, = I, (u) + vy, con ;, € Ny Luego, tomando

up, — 2 € Ny, se tiene

(o, un — 2n)ozy, = (o, un — n(w) + Yn)osy, (3.7.4)
= (lm, Un — U)oy, (3.7.5)
— 0, (3.7.6)

para todo puy € Ay, donde se us6 la ortogonalidad de Galerkin para la segunda
ecuacion de (3.6.1). Recordando la condicion inf-sup de (3.6.4) y utilizando la
ortogonalidad de Galerkin en la primera ecuacion de (3.6.1), podemos establecer

la siguiente cota

Cdis ||uh — zthw < sup ‘a(uh - Zh,wh)’
5 wp ENY, ”wh||v7w

la(u — zp, wp) + (A — Ag, Wp) 2, |

= sup

wp €Ny ”wh”V,w
o 19607 2000 + O o, W
wp €N HwhHV,w

IN

lw =zl + 1A = pallg g
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Entonces, utilizando (3.7.3) y la desigualdad triangular, se obtiene la siguiente

estimaciéon

lu = unllyy <l = zallygy + lln = 2ally, (3.7.7)

<lu=znllyy +erllu = znllyy + e A= pally

con up € Ay, z, € Ny, y donde ¢; > 0 no depende H, H o h. Como esta estimacion
fue realizada para un zj, € I1,(u) + 9, arbitrario, basta con considerar el infimo y

obtener el siguiente resultado

— <é inf — A — 3.7.8
lu = wnlly,, < é et o lun = vnlly,, +c2 IA = pally, (3.7.8)

donde ¢; = # +1,yc= ﬁ Finalmente, utilizando el resultado de |10, Lema

is

50.3| se obtiene que
fu—unlyy e 0 fu—salyy A —paly,,  (379)
’ ZhEVh El 9

con ¢, = ¢; (1+ cpw?). Entonces, (3.7.1) se obtiene tomando el infimo de g € Ag.

Ahora, realizaremos la estimacion (3.7.2) sobre A\ — Ay. Sea uy € Ay, se tiene

IA=Anllyw = 1A= A + pm — pally,
<A = |

Aw + ||ILLH - )\H“A,w .
Sea vy, € V},, utilizando nuevamente la ortogonalidad de Galerkin, obtenemos
(A= 1H, Vn)ozy, = —a(u — up,vp) + (A — ftm, Vn)ooy,

aplicando esta igualdad en el segundo término y utilizando la condicién inf-sup

(3.6.7), llegamos a la siguiente desigualdad

(e — Art, )0z,

| — Amlly,, < cr sup

vhE€VR thHV,w
< cp sup |—G(U — Up, Uh) + </\ - MH7U_h>332H|
”L)hGVh th ‘/,UJ

<cs ||U - uh”\/,w G ||)\ - ,LLH| Aw >

donde c3 = C.cp y ¢4 = cp, con C, la constante de continuidad del Lema 3.5.1.
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Entonces, la estimacion sobre A — Ay se obtiene de la siguiente manera

IAN=Amllyw <IN = pally,, + e = Aalla,,
<A = prllp, +esllu—unlly, + el = pall,,

< cgllu—unlly, + A = pullyg,

con ¢; = (1 + cp). Asi, usando la cota sobre u — uj; y tomando el infimo sobre
g € Ay se tiene (3.7.2). O

Ahora, se presenta un resultado de interpolaciéon previo a la construcciéon de un

resultado de convergencia.

Lema 3.7.2. Suponiendo que eviste w € H™4*(Py) N Hp(Q), -Vw € HHY(Py),
1

conl >0,y —-Vw e H(div,Q). Sea p € A definido como
)

. oxnr, =0,  (3.7.10)

1
Plor\r, = — (—Vw nf riwey- nK)
p OK\T'4

para todo K € $23,. Entonces, existe una constante positiva C > 0, independiente
de h, H o H, y Cq > 0 dependiente solo de €, tal que

= Tppel]y, < C HT

1
-Vw +iwoy : (3.7.11)
p

0+1,P9

con 115 € Ay siendo el operador de interpolacion sobre cada F € E. Ademds,

if || — pally,, <CH™
MHEAH ’

1
—Vw + itwoy
p

, (3.7.12)
€+1:'@’H

con Ay y og definidos en (2.3.9) y en la Seccion 5./, respectivamente.

Demostracion. Esta demostracion se construye como una variacion de |3, Lema 3],
construida para R? (extensible a R?). Sea w € H*"2(#) y E € £. Sea K € Py,
tal que 7 C K. Se define x5 := (;Vw - ng +iwao ng) € HH'(Py), donde
ng debe entenderse como la extension trivial del vector normal nf como una
funcién constante sobre todo K, con [ng| = 1. Notemos que u := xg|r € L*(F)

para cada ' C F € £.

Ahora, definamos (r que define al tnico elemento en Zy(K) tal que (rNOK = F.
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Sea T el elemento de referencia estandar de vértices (0,0),(1,0) y (0,1), y sea
Fr + T — (p la transformacion afin invertible tal que ffp(ﬁ ) = F, donde

A

F =10, 1]. Primero, observemos que

M = 11, (3.7.13)

donde I1% esta definido en (2.3.16). Entonces

/(u ) vds = HF/(ﬂ ~ ) 0d3 (3.7.14)
F P

_ N 0N AT

= Hp /F(u — I ) ods. (3.7.15)
Adicionalmente, mediante argumento de escala [15] y la regularidad de la malla

=g (K), nos entrega que
Zloprg < CHp |2lpyr s v 1015 < Clolyg,. (3.7.16)

para todo z € H*(¢p) y v € HY((r). Ahora, utilizando |1 1] y la desigualdad
anterior, se obtiene, que para todo v € V,
[ (= W05 < O el il 6 (3.7.17)

< CHyp, |XE|£+17gF |U|17CF ) (3.7.18)

donde C' es una constante positiva que solo depende del tamano de (p.

Ahora, definimos fiz := [I%p, para cada F C 0K y cada K € Z. Un cambio de
variable, (3.7.16), (3.7.18), la regularidad de Zy(K), y el hecho de que el elemento
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(r no se sobrepone, nos entrega

(1 — firr, U)ox = Z /F(,u—ﬂH)Uds

FCoF

-y /F(ﬂ—;ﬂ)ﬁdé

FCoF

<C Z Hit! IXBles1cp V] cp
FCOF

< OH%“{ 3 !XEIEH,CF} { > !v!?,cF}

FCoF FCoF

N =
-

< CHJQH |U|1,K7

(+1,K

1
—Vw+iwoy
p

para todo v € V| donde se tiene

1
< ‘—Vw—i—iwcro
p

1 .
|XE|@+17CF = ‘;Vw ‘ng+itwog-Ng

4+1.0F 4+1.0F

Asi, sumando sobre todo K € &2 y utilizando los resultados anteriores, se llega

a la siguiente cota

. 1 .
(1t = fur, D)o, < CHE | =V +iwoy 0]k
P +1,K
1
<CHG |=Vw+iway 0]y, s (3.7.19)
P 1K
que directamente implica
It — el < sup L= A Dlozs (3.7.20)
veV oy,
1
<CH™ | =Vw+iwa : (3.7.21)
p Z-f—l,yq.[
donde el resultado esperado viene de tomar el infimo en el lado izquierdo. O

Finalmente, utilizando los resultados del Lema 3.6.1, Corolario 2.3.2, y Lema 3.7.2,

podemos presentar la siguiente estimacion para el error.

Corolario 3.7.1. Suponiendo que dado (u,\) € V x A solucion de (3.3.2),

satisface la hipotesis del Lema 5.7.2. Entonces, existen C y Co constantes positivas
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mdependientes de H, tales que:

o=l < Co (H

1
—-Vu+iuog
p

LRk |uyk+17%> . (3.7.22)
041,25,

1
—Vu+iuog
p

A=Al <Co | HF
’ 01,2y

+ h* |u]k+17%> . (3.7.23)
Demostracion. Sea u € H () N HL(2). Por el Lema 3.7.1, se tiene

le —unlly, < er fof flu—wnlly, +e2 ff (A= pnlls,
_ < 1 _ 1 _
A= Amlly,, < e U;fel‘f/h lu—wnlly, +ca MiggH (R 7|
donde ¢; = (i—i—l) (I+cp), co = i, 3 =1Cecp,ycy = (14cp)+

co Cecp . Ademés, C. es la constante de continuidad de Lema 3.5.1 y ¢p viene de

(3.6.7). Combinando esto con el Lema 3.7.2, se tiene

1
|u—wunlly, <c inf Hu—vhHV’w—l—ch’H”l —Vu+iuog ,
vn€Vh p 041,24
1 :
A= Anlly, < s inf ||u—vh||V7w+C4C’H£Jrl -Vu+iuog
hEVh p +1,2y

Ademés, considerando u € H*"(Q2) y haciendo uso del Corolario 2.3.2, se obtiene

o fu = vl < = Zh@)),,,

w 3
< <h2 +w? + T h”Hw) W [0l1.,
donde Z;, : V — V}, es el interpolante de Lagrange global y C; > 0. Aplicando

esto, se obtiene

1
—Vu+iuog

|u — Uh”v,w < O b ’u‘kJrl,,@H +e CH™ P

é-i-l,.@';{

y
f-}—l,q@f;{)

< él (hk |U|k+1,%{ +H

1
—Vu+iuoy
p
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donde C > 0, ademés
1
A= Airlly o < 3 CLRF ful, 2, + c, CH™ [ =Vu+iuoy
’ ’ p 041,24
~ 1
< Co | W fulyyy o, + HF = Vu+iuog :
’ P 041,95

con CN’Q > 0. O
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Capitulo 4

Un Método Hibrido Multi-escala

El proposito de este capitulo es definir y construir una formulaciéon donde la tnica
incognita presente sea la aproximacion de los multiplicadores de Lagrange en el
borde de cada elemento, resultando en un problema global donde Ay es la tinica
incognita a determinar. Se demostrara que tanto los problemas locales como el
problema global estan bien definidos, finalmente, se introducira el algoritmo que

nos permitira implementar este método a nivel computacional.

4.1. Localizacion

Sean T, : A — Vi, Tj, L*(Q) = Vi, v T, : L*(T'4) — Vj, operadores lineales y
acotados que resuelven los siguientes problemas para cada pu € A, f € L*(Q),
g c L2<FA)Z

a(Th 1, vn) = =1, Vn) oy (4.1.1)
a(Ty f,on) = (f,Tk) o (4.1.2)
a(Th g, 0n) = (9, TR)r., (4.1.3)

para todo v, € V}. Donde la forma sesquilineal a(-, -) utilizada corresponde a la
definida en (3.3.3), la continuidad de esta forma sobre V' obtenida mediante el

Lema 3.5.1 es también valida sobre V},. Ahora, definamos

Wp, :Th)\H—i-Thf—i-Thg. (4.1.4)
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La expresion (4.1.4) se obtiene mediante un procedimiento de condensacion estética.
Ademas, como se detalla mas adelante, estas aplicaciones T}, Ty y T}, pueden ser
calculados localmente. Estos célculos locales permiten la eliminacién de los grados
de libertad internos de cada elemento, con el objetivo de poder escribir el problema
global solo en términos de Ag. El dltimo paso en la obtencion del método Hibrido
Multiescala (MH) es reemplazar (4.1.4) en la segunda ecuacion de (3.6.1), para

obtener la siguiente ecuacion que involucra solo a A\g: Encontrar Ay € Ay, tal que

BN, ppg) = (uH,Thf —|—Thg)agz%, para todo uy € Apy, (4.1.5)

donde el operador B viene definido como

B(pm, pr) = —(pw, Th pr)ossy, (4.1.6)

para todo (pg, pr) € Ag X Ay. Entonces, este problema tiene como tnica solucion

a Ay € Ay. Una vez que Ay es calculado, wy, se puede construir utilizando (4.1.4).

4.2. Problemas MH bien definidos

En la seccion anterior, hemos introducido y definido los problemas locales y el
problema global de nuestro método MH. Lo que resta es poder establecer que estos
problemas estan bien definidos, y ademés, construir un resultado de estabilidad
para dichos problemas, especificamente, un resultado de condicionamiento que
nos permita establecer constantes de estabilidad para las matrices que componen
nuestro método MH. Para los problemas locales, vamos a establecer una condiciéon
inf-sup para a(-,-) sobre Vj, x V,. Este resultado esta detallado en el Apéndice A,
donde se tiene la estimacion A1.33. Dado que este resultado fue probado para

todo u,v en V| la siguiente condiciéon inf-sup sobre V} también es valida:

C
inf sup laltn, o) > — >0,
up €V, v EVY ||uh||V7w ||Uh||v,w 2 <1 + \/Z_UJ§>
Roxx

(4.2.1)

donde C' > 0 no depende de ninguna particién ni de w, y A se define en el Lema
Al.1.
Asi, podemos asegurar que los problemas (4.1.1), (4.1.2) y (4.1.3) estan bien
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definidos.
También se puede demostrar que el problema global del método MH (4.1.5) esta

bien definido. Antes de esto, vamos a presentar el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.1. Para todo pg, A\g € Ay, se tiene

</,I/H,Th >\H>833H = <E7 Th ,U_H>&%,¢- (422>

Demostracion. Sea pug, Ay € Ag. De la ecuacion (4.1.1), tenemos

(o, T Yoz, =t Tn M) oo,
= - a(Th:u—beh)\H)
= - a(Th AHyThM_H)

:</\H7 Th,u_H>8,@H‘
Por lo tanto, (4.2.2) se obtiene tomando el conjugado. O

Lema 4.2.1. Para Ay € Ay, se define (wp,Tx,,) € Vi X Ag como la inica solucion

del problema

a(wn,vn) + (Mg On)ozy, = (Th Aw,vn) 2y, para todo vy, € Vj, (1.2.3)
(e, Wh)oz,, =0, para todo pu € A
entonces, se tiene
i Th A)oz, = || Th )\H”?)“@H , (4.2.4)
y 3
cp (14 w) 2(1+\/Z:_i)
1Th aw v < + - I Th Astllg,,, - (4.2.5)

C'dis W

donde C' > 0 no depende de ninguna particion ni de w, y A se define en el Lema
Al.1.

Demostracion. Sea Ay € Ag. El Teorema 3.6.1 nos asegura la existencia y unicidad
de la solucioén, asi la definicién de 7y, tiene sentido. Siguiendo los mismos pasos

realizados al principio del capitulo, podemos obtener la siguiente igualdad:

(i Th g Yoy, = — </LH,Th (Th)\H)>agz , para todo uy € Ag. (4.2.6)
H
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Entonces, por la Proposiciéon 4.2.1, se obtiene que

Mgrs Th M)y, = Nt Th g ooy, = — <E, T, (Th)\H)> : (4.2.7)

Pu

Ahora, haciendo uso de la definicién de Tj, y Th, podemos probar que

B <E’ T (EAH) >a,@

= (3w Ti (i) )
H

= a (T2, T (T M) )
= a (T3 (Tiwn) T A
= (T her. Ti M)

= [T An|

0Py

2
0,23
Basta tomar el conjugado para concluir la cuenta. En efecto, se obtiene

(T (Trn)), = [T v
IH

2 —
o = [T

2 2
) 0., = ITh Aullo 50y, -

Finalmente, la estimacion (4.2.5) viene de la definicion de n,,, v la desigualdad
(3.6.8). m
Con estos resultados, podemos demostrar que el problema global esta bien definido,

esto se presenta en el siguiente teorema:

Teorema 4.2.1. Suponiendo que 2.2.1 se satisface. El problema (41.1.5) estd bien

definido, ademds, se tienen las siguientes cotas

2 (1+VAzh)

B0 )| < ——=2 il Il (4258)
para todo (vy, pm) € Ay x Ay, (4.2.9)
B
sup B, ) > pr%, para todo (vy, pg) € Ay X Ag.  (4.2.10)
nEENE ||VH||A,w ||/LHHA,W Cr

5 -1
2<1+ A:i) . ~
Con Cyp = 2C, | 14 22 525—1-# ,C>0yC >0 que no

depende de w o alguna particion, y A se define en el Lema Al.1.
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Demostracion. Sea (v, ug) € Ay X Ay, utilizando la condicion (4.2.1) se tiene

vhEVR thHV,w

) |Th pally, < sup la(Th porz; on)|

C
2 (1+ VAL

Kok

|— (1, U)o, |

= sup
vp €V ||Uh||v,w

el g lonlly,,

lonlly

donde C > 0 no depende de w o alguna particion, y A se define en el Lema A1.1.

Esto implica el siguiente resultado de continuidad:

2 (1+ VAL

Ko
C

”ThlﬁHHVW < ||MH||A,w'

Aqui,

B (v, por) | = [ (o, Thovir) o, |
< HMHHA,W 1T VH”V,w
pos 3
2 (1 + \/Z£>
< =

Roxx
N C

el 1Vl o

Ahora, sea p € Ap, utilizando (3.6.7), seguido de (4.1.1), y la continuidad de

a(-,-), se obtiene:

1 {1z, U)oy, |
— [lpnlly,, < sup —————"=
CF vh €V thHV,w
< swp |—a(Th o, vn)|
vhEVh ||Uh||v,w
< Co | Th panlly (12.11)

C. es la constante de continuidad del Lema (3.5.1).
Sea K € &4, definimos

* = . = Inf = . = Inf )
pi= sup p(@),  poi= b p@),  w sup r(@),  wei= inf ()



4.2. Problemas MH bien definidos 47

Ademas

P i=supp(x), pe=Inf p(x), K :=supk(x), K= of &(x).
zeN zEQ zeQ zEN
Dado vy € Ay, sea Ty vy € Vj, la solucion de (4.1.1), se define (zp,7,,,) € Vi, X Ay

como la tinica soluciéon del problema

a(zn,vn) + Moy Un)ozy, = (Th v, vn) 2, Dpara todo v, € Vj, (42.12)
(AisZn)oz, =0, para todo Ay € Ay

Entonces, por la Proposicion 4.2.1 y el Lema 4.2.1, se tiene:

s> Tnvior,, = 1Thvally », (4.2.13)
y
po 3
cp(1+w) 2 (1 + \/Z:g>

||Th nVH ||V,w S Cdis w + é ||Th VHHO,WH ‘ (4214>

Ahora, definiendo puy = (1 +4) vy + Z%nym utilizando la definicion de B(-,-),
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fr, v la definicion de n,,,, se tiene que

B (v, pr)| = Re B(va, pun)

= —Re({uw, Thva)omy,
. w? _
= re(((1+) v+ 25, ) Tivias,
. —- w?
= —Re((1 +19) vy, Thvu)oz, — 2

w2

Re(nl/H7 Th VH)@:QZ'H_

= Rea((l +Z) Th VHaThVH> -2 Re(n,,H,Th VH>8(@H

*3k

w2

= Rea((l + Z) Th VH,ThI/H) + 2/{ HTh VH”(Q)’QH

> L VT vmlR = 1Tl — 5 T vl
—_— 1% 4 _— 1% — 1%

- p** hVH 07],}_[ \/W hVH O,FA /{** hVH 0“@,}_{
CL)Q

+2—|[Thvillo,z,

2
w 2 w
||Th VHHO,FA +

/H**p** Kos

1 2 2
> P IVTh vy o, + 1T vy 2,

>c ||Th VHH%/,OJ ’

ond ) { 11 1

onde ¢ := min ,—y ———
Foex p** \/W

la desigualdad (4.2.11), y la desigualdad (4.2.14), se tiene

}. Ademas, considerando la definicion de ug,

1

— [pnllyy < CellThpully,,

Cr

C.2w?

*k

S QCc”Th VH||V,¢:J+ ||Th77VHHV,w

<2C|Thvally,

=~ 3
+203w2(7¢ cg (14 w) +2 <1+\/Zf**)

R Cd’isw C ”Th I/HHO’E@H
S 20(: ||Th VHHV,w
= UJ%
2cpwC, CB(l—i—oJ) 2(1+\/ZH**>
TR PR Tl (42.15)
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49

Combinando (4.2.11) y (4.2.15), se obtiene que

|%(:UJH’VH)| > Re%(ﬂHvyH)
= Re — (1w, Vm)ow,,
> c|Thvully.,

C
> pr; pwlly o, 1 Thvelly,,

c
2 prc_g ||VH||A,w ||/~LH||A,w ’
F

Kok

-1
2(1+\/E“3>
con Cyp =2C, | 1+ = CBCLSH:))JF c

la siguiente condicion inf-sup

C

, ‘%(MHayH)’
inf  sup
eV e (1771 P 171 P

v

Cup

)

2
Cr

esto prueba la desigualdad (4.2.10).

. Luego, B(-,-) satisfice

]

Ahora, probaremos la equivalencia entre la solucién construida mediante los

problemas locales y el problema global con la soluciéon obtenida mediante la

formulacion hibrida. Consideremos (up, Ay) € Vi, x Ay como la solucion del

problema (3.6.1). Vamos a comenzar por notar que la primera ecuacion de (3.6.1)

puede ser escrita de la siguiente manera:

a(up, vn) = —(Am, Un)ozs, + (f,0n) 2y, + (9,Tn)r,, para todo v, € V. (4.2.16)

Recordando que wy, := T, Ay + Th f+ Th g, tomaremos v, como un elemento de

M. Ahora, usando la definicion de los operadores Tj, T}, v T}, de (4.1.1), (4.1.2) y

(4.1.3), respectivamente, obtenemos:

a(wp, vn) = a(Tp Mg + Ty f + Th g, vp)
= —(Au, U)oz, + (f,00) 2y + (9, V)14
= (f)v_h)gﬂq.[ + (%W)FA

= a(up, vp).
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Por lo tanto, como la solucion w, € Vj debe ser tinica, podemos concluir que
wy, = up,. En consecuencia, la solucion uy, € Vj, de (3.6.1) se puede expresar de la
siguiente manera:

up, =Tph g +Th f+Thg. (4.2.17)

Ademas, el analisis de convergencia presentado en el Corolario (3.7.1) para la

solucion de (3.6.1), sigue siendo valido para u; usando la construccion (4.2.17).

En la siguiente seccion demostraremos coémo implementar el método MH
resolviendo los problemas locales, esto, evitando la soluciéon global para calcular las
evaluaciones de Ty, T, y Tj. De (4.1.1), (4.1.2) y (4.1.3) y utilizando la definicion
local del espacio Vj, podemos ver que en cada K € Py, Tyulx € Vi(K),
Th, flx € Vi(K) y T gl € Vi(K) son las anicas soluciones de los problemas:

ar(Th p,vn) = — (1, Up)ox, para todo v, € Vi (K), (4.2.18)
aK(Th f: Uh) = (f: U_h>K7 para todo vp € Vh(K)7 (4219)
ax (Th g,vn) = (9,T)oxnr,, para todo v, € Vi (K). (4.2.20)

Por el Teorema Al.1, los problemas (4.2.18), (4.2.19) y (4.2.20) tienen solucion
tnica. Ademas, estos problemas estan bien definidos; en efecto, el resultado de
continuidad del Lema 3.5.1 junto con la condicién inf-sup del Teorema A1.2 nos

aseguran que los problemas estan bien definidos para cada K € Z.

4.3. El Algoritmo de MH

La descomposicién en problemas locales, teniendo en cuenta una apropiada
seleccion para la base de Ay, resulta en un proceso de computo denominado
Embarrassingly Parallel |21, p. 14] para calcular las funciones de base del método
MH (4.1.5). Precisamente, si {11, ...., %¥x } es una base para Ay, podemos escribirla

de la siguiente manera

{1, vt = | {of ol (4.3.1)

Fely
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donde cada @1, ...., ¢/, tiene soporte en cada F' € €. Para dar una definicion mas
certera de gbf para cada 7 = 1,...,/ 4+ 1, vamos a fijar las bases ¢1, ..., op11 para

Pnf)p;, para todo j = 1,...,0+1,

Py(F), entonces, vamos a definir ¢!’ = (n
por lo tanto, si K{', Ki' € 223, son tales que F = K{ N K¥ y K # KI, entonces
OFloxr = —¢F ok La definicion (4.3.1) induce la existencia de una biyeccion
global-local v; «— ¢%'| que se puede definir como una transformacion de indices

locales a globales, a partir de la siguiente aplicacion
(k,F) = i(k,F), paratodoi=1,...,N, (4.3.2)

donde se abusa un poco de la notacién, usando F' en lugar del indice de F' en
alguna estructura asociada a la malla . Usando (4.3.1), podemos reescribir el

problema global como el siguiente sistema lineal: Encontrar (cq, ...,cy) € R

Wi Tudhr) - (W Tidw) | o (W1, T f + T g)
; . : = : . (4.3.3)
(WUn,Thtpr) - (O, Thdn) ) \en (n, Ty f +Th g)
Asi podemos escribir (4.1.4) de la siguiente manera
N A~ ~
i=1

Ahora, vamos a analizar como estas entradas son construidas (1;, mm@w para
todo 4,5 =1,..., N. Como v; es un elemento de la base (4.3.1), su soporte es un
subconjunto de solo una arista F' € £y. Este elemento F' se encuentra a lo mas
en dos poligonos {Kf, Kf} = 2L C P, Vamos a asociar a 1;, dos poligonos
{KI' K"} = 28 C P con F' € Ey. Utilizando esta notacion se tiene

<wjvm>3e@7-¢ = Z <wj>Th ¢i>6K = Z /ij T, wi; (4-35)

KeZinok Keahnok

para todo i,j = 1,...,N. Asi, la suma en torno a este debe ser cero (cuando
2L N 2L =), solo tenemos un elemento (esto es cuando F se encuentra en la
frontera de €2) o compuesto por dos elementos. Como en la implementacién de un
método de elementos finitos clasicos, se propone para la construccion de (4.3.5) a

través de la contribuciones elemento por elemento con respecto a la particion Py,
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por lo tanto, para cada K € &y, F,F' C OK,kkm=1,....,0 + 1:
Contribuye a _—
/ O T o (Vik,rys Th Gim, 7)) 0250 (4.3.6)
F

donde el mapeo i : Nx N — N fue introducido en (4.3.2). Similarmente, se obtiene

~ Contribuye a ~
/ ok Th f =" (i), Th fosye (4.3.7)
F
~ Contribuye a =
/ o T g ——% (Vitk,r), Th §) 023, - (4.3.8)
F

Lo tinico que resta explicar del algoritmo de MH es cémo los términos T}, ¢, Ty f
y T g son calculados en cada K € . Sea {£), ..., En, } una base de V;,(K). Del
problema variacional discreto podemos ver que para todo ¢ = 1,..., N, T} 1; se
pueden reescribir como 7}, 1; = ]kvfl tl(j) &, donde (tgi), s t%)K) € RV resuelven

el siguiente sistema lineal:

ag(6.6) - ag(En &)\ [t Joti &
: : Dl =- : , (4.3.9)
a(6,6n) -+ ax(En,én)) \tV [t En

donde F' € Eg es el tnico elemento contenido en el soporte de ;. Similarmente,
de (4.2.19) se obtiene, para todo i = 1,..., N, Tj f|x = évfl fki) &, resolviendo:

ag(&,&) - ax(én,61) 1 (f, &)k
: - : = : , (4.3.10)

O/K<€17€N> aK(é-Naé—N) fN (f?é-N)K

similarmente, de (4.2.20) para todo i = 1,..., N, se obtiene T}, g|x = Zkal g,(:) &

resolviendo:

ag(&,&) - ax(én, &) 9 (9.61)axnr,
: : : = : , (4.3.11)

ax(§1,6n) - arx(n,én) ) \gn (9,€N)oKnr .,

donde OK NT 4 # 0.

Finalmente, notemos que luego de resolver los sistemas lineales (4.3.9), (4.3.10) y
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(4.3.11), la parte derecha de (4.3.9) nos entrega una forma facil de poder calcular

las contribuciones de (4.3.6), (4.3.7) y (4.3.8) para construir (4.3.3) a través de

productos matriciales-vectoriales

Nk

/ Vi Thp; = Ztg) / V; &, paratodoi,j=1,..., N, (4.3.12)
F P F
Ng
/ O Ty, f = ka/ V; &, paratodoi=1,..., N, (4.3.13)
F = F
Nk
/qpi Thg = ng/ ¥; &, para todo i =1, ..., N. (4.3.14)
F 1 F

El siguiente algoritmo resume los pasos principales para construir la soluciéon del
método MH.

Algorithm 4.1 Calcular la soluciéon de MH

1:

— = =
M e

—_
ol

14:

15:
16:
17:
18:
19:
20:

for K € ¥4 do

Construir el lado izquierdo de A en (4.3.9);
Construir el lado izquierdo de by en (4.3.10);
if 90K NT4 # 0 then
Construir el lado derecho by de (4.3.11);
end if
for '€ 0K do
for j=1,...,01+1do
Construir la j-ésima columna del lado derecho de Bx (:,7) en (4.3.9)
end for
end for
Resolver A * [Ex fx + gaxnra] = [Bx + by +bg]; (ver (4.3.9), (4.3.10) y (4.3.11)),
—ET # By —22PW 2, M (lado izquierdo de (4.3.3), ademés (4.3.6) y (4.3.12))
(glknr, +fk) *Bk Contribuye a L;(lado izquierdo de (4.3.3), ademas (4.3.7), (4.3.8) y
(4.3.12))
end for
Resolver M x 'V = L;

for K € 24 do
Extraer Vi de Vj(coeficientes relacionados a K)

ug = Vi« Ex + 8oxnr, + fx
end for

Observacion 4.3.1. El Método Hibrido Mixto Multiescala: La formulacion del
Método Hibrido Mixto Multiescala (MHM) presentada en [10] estd bien definida,

bajo la suposicion de que la particion Py es suficientemente refinada, y podemos

controlar la expresion wH. Ademds, se establece que el problema puede estar bien

definido, incluso si el término wH no estda controlado. En este caso, se tienen
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dos escenarios. En el primer caso, los problemas locales asociados a los bordes
['s estan bien definidos ya que nos encontramos en el caso de un problema de
Helmholtz con condiciones de absorcion. Por otro lado, los elementos interiores
(OK NT 4 = 0) presentan gran complejidad de andlisis, esto debido a la existencia
de un conjunto discreto de frecuencias, que impiden que los problemas estén bien
definidos. Este conjunto de frecuencias corresponden a los valores propios @* que

satisfacen la siguiente relacion:

(p™'Vu, Vo) g = 0* (k™ u, v) k.

La dificultad previamente enunciada se soluciona en el nuevo método hibrido (MH)
desarrollado a lo largo de este trabajo, gracias a la adicion del término de borde
—i(s(u),v)oK, el cual funciona como una condicion de Robin para los problemas
locales. Asi, como se demostré en la seccion /.2, se establecio que tanto los
problemas locales como el problema global estan bien definidos, independientemente

del valor y/o de la relacion que se tenga entre w y H.
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Capitulo 5
Experimentos Computacionales

En esta seccion, presentamos experimentos numéricos para ilustrar los principales
resultados del nuevo método MH. Definiremos a € como el cuadrado unitario (0, 1)?,
como dominio del problema (3.1.3). Usaremos mallas cartesianas compuestas por
elementos cuadrados; ademés, de una particiéon compuesta por poligonos en forma
de L. Para asegurar la precision de la solucion aproximada por los problemas
locales, hemos considerado k£ = ¢ 4 2. Por lo tanto, la convergencia siempre se

medira con respecto al orden de aproximacion para Ay, £.

5.1. Analisis de Convergencia

El siguiente experimento tiene el objetivo de verificar los resultados expuestos en

el Capitulo 3. Consideramos el siguiente problema: Encontrar u tal que

—wu—Au =0, enf
(5.1.1)

Vu-n% —iwu =g, en 9Q

donde g € L?(99) es elegido de forma que u = Jy(w |z — y|) + i Yo(w |z — yl),
donde Jy y Y} son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo, respectivamente,
x € Q, yy = (150.5). Esta solucion corresponde a la solucion fundamental
de la ecuacion de Helmholtz. La Figura 5.1.1 presenta una soluciéon discreta
para w = 127, utilizando una malla compuesta por cuadrados y la siguiente
configuracion H = é y h= 6%1. La Figura 5.1.2 presenta la soluciéon discreta para

w = 6m, utilizando una malla compuesta por poligonos en forma de L, utilizando
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0 [}
o 01 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 09 1 o 0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

Figura 5.1.1: Solucién discreta u para (5.1.1) con w = 127, obtenida usando el
método MH con una malla de poligonos en forma de cuadrado. Parte imaginaria
(izquierda) y parte real (derecha).
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Figura 5.1.2: Solucion discreta u para (5.1.1) con w = 67, obtenida usando
el método MH con una malla de poligonos en forma de L. Parte imaginaria
(izquierda) y parte real (derecha).

La primera prueba de convergencia se realiza utilizando ambas formas de malla
(cuadrada y en forma de L), donde el esqueleto &y coincide con &, es decir,
H = H. Como mencionamos anteriormente, elegimos k = ¢ + 2. La Figura 5.1.3

representa la convergencia predicha por el Corolario 3.7.1.

En las figuras anteriores, podemos observar que muestran los valores ¢éptimos de
la tasa de convergencia en sus respectivos 6rdenes. Ademas, es evidente que hay

efectos de dispersion-contaminacion en ambas figuras cuando el valor de H no es
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Figura 5.1.3: Curvas de convergencia del tipo mesh-based usando una malla
compuesta por poligonos cuadrados, con ¢ = 0,w = 47, con el segundo nivel
h = & (izquierda) y ¢ = 2,w = 107, con el segundo nivel h = g5 (derecha).
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H

Figura 5.1.4: Curvas de convergencia del tipo mesh-based usando una malla
compuesta por poligonos en forma de L, con / = 1,w = 57, y en el segundo nivel
h=2L.

64

lo suficientemente pequeno. Este comportamiento nos permite asumir una relacion
entre w y H como se supuso en el Capitulo 3. Ademaés, esta relacion establece una
dependencia con respecto a H, donde la condicion de que H sea lo suficientemente
pequeno debe cumplirse para garantizar que la solucion es 6ptima.

Para una segunda prueba de convergencia, analizamos el comportamiento con
respecto a H. Hacemos esto manteniendo fija una particion especifica Py vy
refinando £y (llamado convergencia space-based, como se menciona en [3]). La
siguiente figura ilustra una stuper convergencia acorde con la estimacion teodrica

roporcionada en la Seccién 3.7.
prop



o8

5.2. MH vs. MHM
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Figura 5.1.5: Curvas de convergencia space-based para H = }1 V2, 0=0,w=2T7
(Izquierda), con el segundo nivel h = & y £ = 2,w = 227 (Derecha) con el segundo

. _ 1 . . . ., ,
nivel h = 55, experimento realizado en una particion de poligonos compuesta por

cuadrados.

La Figura 5.1.5 presenta medio orden mas con respecto a lo esperado. Este

comportamiento fue mencionado en |2|, [3] y ha sido analizado en [9].

5.2. MH vs. MHM

En la observacion 4.3.1, discutimos que el método MHM impone ciertas
restricciones en los problemas locales que carecen de una condicién de absorcién.
Especificamente, existe un rango de valores de w donde las soluciones no son
tnicas, cuando estas condiciones no se cumplen. En la Seccién 3.3, desarrollamos
un método MH mediante la introduccién de una condiciéon de Robin artificial en los
problemas locales. Analizamos minuciosamente estas condiciones y demostramos
que el problema esta bien definido, independientemente de los valores de w. Para
este analisis, usamos una solucion u diferente, que también satisface (5.1.1) pero

g(x) esté elegida de tal manera que:

iwd-x

donde d = (cos(f), sin()). Para todos los casos hemos elegido § = 7. Las siguientes

figuras representan el comportamiento de los métodos MH.

En la Figura (5.2.1), presentamos el ntumero de condicion de los sistemas locales
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Figura 5.2.1: Numero de condicion de los sistemas locales (izquierda) y el sistema
global (derecha) para ambos métodos. La configuracion para este analisis fue
(=1,k=3H= i, h = H, sobre una malla compuesta por cuadrados.

y globales, mientras los valores de w crecen. Aqui, My;g vy Mgy corresponden
a la matriz del sistema global de los métodos MH y MHM, respectivamente,
ademas, Ay g v Ay corresponden a la matriz del sistema local de los métodos
MH y MHM, respectivamente. Sin embargo, cuando las frecuencias son iguales
a los autovalores de la ecuacion de Helmholtz, el nimero de condicién aumenta
repentinamente, lo que indica que las matrices obtenidas son inconsistentes y la
aproximacion numérica podria ser inexacta, esto en el caso del método MHM.

Por otro lado, para el método MH, el ntimero de condiciéon también aumenta en
estos casos, pero sigue siendo mas similar en magnitud a los otros valores. Para
complementar este analisis, la siguiente figura presenta las curvas de error con
respecto a w. La Figura 5.2.2 nos ayuda a confirmar lo mencionado anteriormente:
la mala condicion del problema local y global cuando w es igual a un autovalor de
la ecuacion de Helmholtz, lo que presenta un problema discreto en la estimacion
del error para el método MHM, este error no se ha observado en el método MH.
Estos resultados confirman que las principales ideas presentadas en el Capitulo 3

para el problema hibrido (continuo y discreto) se cumplen para toda frecuencia w.

5.3. Un Problema Multiescala

Concluimos este capitulo con un problema de aplicacién. Consideramos el modelo

sintético Marmousi II [21]. Tomando un dominio de propagacién de 10 km de
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Figura 5.2.2: Curvas de error para ambos métodos con respecto a w. La
configuracion usada es, { =1,k =3, H = i, h = H, sobre una malla compuesta
por cuadrados.

largo y 2.5 km de profundidad. Del modelo podemos extraer la velocidad de onda
P ¢, y la densidad p, las cuales estan dadas en la misma malla (ver Figura 5.3.1 y
Figura 5.3.2). El médulo de compresion se define a partir de la velocidad de onda

P y la densidad a través de la formula k = 012, p.

P-wave velocity (in m/s}

5 4 3 2 El

0
Offset (km)

Figura 5.3.1: Marmousi II: Velocidad de onda P.

Finalmente, nos enfocamos en el problema de valor de contorno: encontrar u €
HY(Q) tal que

—ely -V (lvu) —f  en®
u =0, en I'p = [-5,5] x [0] » (5.3.1)
%Vu-nm—i—“u =0, en 'y =00\ T'p
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Figura 5.3.2: Marmousi II: Densidad.

con f(x) = Fe(o%oll@_m"'), donde F es la frecuencia (en [Hz|) y o = (0.00, 2.00).
Para este caso, dado que no hay una solucién analitica, compararemos las soluciones
obtenidas utilizando el método MH y el método de elementos finitos. Calculamos
una solucion de referencia utilizando el método de Galerkin con polinomios
cuadraticos en una malla refinada (que contiene 5,242, 830 elementos cuadrilateros
uniformes). Calculamos la aproximacion MH, con los espacios Ay y V}, utilizando
{=0,k=2h= %’H,H = 1—167-[, yH = ‘/75 La Figura 5.3.4 y la Figura 5.3.3
comparan el resultado de las isolineas y los isovalores entre la solucion de Galerkin

y la solucion MH.

2 4 2 4
18 18
a5 35
16 16
14 2 14 3
=12 =12
g 25 E 25
&5 1 £ 1
3 &
2 2
Qs Cos
0.6 15 08 15
0.4 0.4
1 1
0.2 02
0 05 0 05
2 45 4 05 0 05 1 15 2 2 45 4 05 0 05 1 15 2
Offset (km) Offset (km)

Figura 5.3.3: Isolineas para la aproximacion de Galerkin (izquierda) y la
aproximacion MH (derecha).

En las Figuras 5.3.6 y 5.3.7 se presenta el error entre la solucion MH y la solucion

de referencia. Para esto, hemos utilizado enfoques mesh-based y space-based
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Figura 5.3.4: Isovalores para la aproximacion de Galerkin (izquierda) y la
aproximacion MH (derecha).
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Figura 5.3.5: Zoom realizado a las figuras de 5.3.3.

(H = H). Podemos observar en la Figura 5.3.6 que el error presenta los mismos
efectos de dispersion que en los experimentos anteriores. Cuando el valor de H es
lo suficientemente pequerio, el error disminuye con la tasa esperada O(H). En el

caso del enfoque space-based, el error disminuye a la tasa esperada O(H %)
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Figura 5.3.6: Curvas de convergencia mesh-based sobre una malla compuesta

por cuadrados, con F' =2, w =27 F, { = 0, con segundo nivel h = é.
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Figura 5.3.7: Curvas de convergencia space-based sobre una malla compuesta
por cuadrados, con F'=2, w =27 F, { =0, para H = i 2, con segundo nivel
h=L
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Capitulo 6

Conclusion

6.1. Conclusiones Generales

En este trabajo, hemos introducido un nuevo método multiescala basado en
una nueva formulacién hibrida. Como se destacé anteriormente, las principales
ventajas de este método radican en el hecho de que tanto los problemas locales
como globales tienen una soluciéon tnica, independientemente de la relacion entre
la malla y la frecuencia, u otras condiciones fisicas del problema. Ademés, hemos
llevado a cabo un analisis del error usando el problema hibrido para los dos niveles
de discretizacion. Con toda esta base teorica establecida, nuestro objetivo fue
centrarnos en la implementacion del método. En esta fase, hemos demostrado su
precision, siguiendo las expectativas tedricas y también su precision en comparacion
con el método MHM. Hemos aplicado el método para resolver un problema practico
y comparado los resultados con los obtenidos utilizando un método de Galerkin.
Finalmente, entre los trabajos y avances futuros, se encuentra la construccion
generalizada para o y la obtencion explicita de la constante para la condicion de
inf-sup (3.6.4) del problema hibrido discreto. Este tltimo permitira analizar todas

las dependencias entre la frecuencia y los tamanos de malla para esta constante.
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Apéndice A

Lema AO0.1. H5(Q2) = HH().

Demostracion. Sea {vn}, oy € Hp(£2), una sucesion convergente con respecto a la

norma ||-||y,, con limite v € V. Esto es

i [lo = v,y =0,

Por definicién del espacio V, se tiene que v € L*(2). Ahora probaremos que
Vo € L3(). Se tiene

/[Vv\ /|VU—VUn+an|

_/ (|Vv—an| +|an|)
Q

2/]Vv—an|2+2/\an]2

=2 > /yvu—vm +2/|an\

KeZPy

=2 Z /]Vv—vn| +2/\an|

KePy

=2 Z |U_Unﬁ,1<+2 |Un|?9

KeZPy

2 2
<2 Jo = wnllyy +2 floalli g

donde, como v, € H'(Q), esto implica que ||v,|, o < 0o para todo n € N, es decir,
existe C' > 0 tal que ||lv,]|, o < C para todo n € N. Por otro lado, tomando el
limite n — oo en la ultima expresion y usando que lim,_, [[v — v, ||y, = 0, se

obtiene que [, |Vo]? < 00, asi, Vv € L*(Q). Luego, vl 0 < [lllgq + vl o < oo,
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donde se puede concluir que v € H*(), resta probar que v|r = 0. En efecto, sea

el operador de trazas v : H'(Q) — L?*(T"), continuo. Finalmente
Y(©)lrp = (lm vp)|r, = lm y(vn)|r, =0, (A0.1)
concluyendo asf que v € Hj (). O

Teorema AO0.1. Sea W un espacio de Hilbert con (-, )w : W x W — C un

producto interior sobre W. Para cada w' € W', existe un unico u € W tal que
Vo € W, (W', v)wrw = (u,v)w. (A0.2)
Ademds, la aplicacion w' € W' — u € W, es un isomorfismo.

Demostracion. Este teorema y su demostracion se encuentran en |28, p. 467,
Teorema A.28]. O

Al. Estabilidad de a(-,-) en V

Para analizar la estabilidad de la forma sesquilineal a(-,-) sobre V', primero

analizaremos el siguiente resultado.

Teorema A1l.1. Sea a(-,-) la forma sesquilineal definida en (3.3.3) sobre V' y sea
F e V'. Se define el siguiente problema: Encontrar uw € V tal que

a(u,v) = F(v), para todo v € V. (A1.1)
Si el problema Al.1 tiene solucion, entonces dicha solucion es inica.

Demostracion. Sea K € &P, asumamos que
a(u,v) =0, para todo v € V(K). (A1.2)
Definamos ahora v € V tal que

V| = u|g, y v|gr = 0 para todo K’ € P4 tal que K’ # K.
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Entonces, de la parte imaginaria se obtiene: Para el caso 0K NT'4 # (), se tiene

1 2
w —ul"=0=u = 0. (A1.3)
/8KmrA Vv EP OKNT 4
Para el caso 0K NT'4 = (), se tiene
(o0 - nK)/ WP =0=u| =0 (A14)
E E

Aqui, E representa el conjunto de aristas F' € E°NIK donde g # 0. Utilizando
la demostracion de |16, Teorema 35.10], |1, Proposition 2|, y [20, Teorema 2.1],
podemos concluir que u = 0 para todo K € $y. Asi, u = 0, estableciendo la

unicidad de la solucién. O

Teniendo en cuenta las definiciones presentadas en (3.2.4) y (3.2.5), se presentan

los siguientes resultados:

Lema A1l.1. Para un elemento K € Py dado, y sea u € V(K). Se define

z € V(K) como el unico elemento, tal que
ax(w, z) = (w, )k, para todo w € V(K). (A1.5)
Luego, se satisface la siguiente estimacion:
2 il
HZHV(K),w <A o HUHV(K),w7 (A1.6)

donde A = méx {A,, Ay} con

p* * 1H*A2 * * 1"{‘*142
Alz—\/Qlﬁl* (p ,H%(—F— e >+4p K (p H%(—F—?

w 2 2

1 k, A2 V/Fox Px 1 Kk, A2
+ 25, (p*H§<+—“ )+ wp \/Q/f* <p*H§(+—“ ) (ALT)

2 w? 2 w?
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y ademds

2
2 w 2
|Z‘1,K <p (HuHO,K ”ZHO,K + - |2 o,K)
*

p* N 1 R« A2 2
< ;\/QH* (P M+ 3 2 ) [[ullo, 5 (ALS8)
. . 1 Kk, A?
+2p* 2k, (P H%+§7) lullg i (AL9)

donde A depende de w, Hy y de las variables fisicas del problema.

Demostracion. Para esta demostracion se analizaran dos casos. Para el primer
caso, vamos a asumir que nos encontramos en los elementos K € &4 tales que
OK NT 4 # 0. Se define ¢y € Q, y v > 0, tales que (x — x)T - n® > v en OK,
ademas, se tiene (x — xy)? - n® = 0 para todo 9K \ E, donde 0K NT4 = E.
Ademss, |(z — wo)T‘Om’K <HrgyV-(xr—x0)" = d. Tomando w = (x—x¢)" - V2,

)7

utilizando las definiciones de (x —x)", z, y los resultados de [22], podemos obtener

lo siguiente

2 1
2 Reag((x —xy)' - Vz,2) > 4% ||z|](2)K + —*/ |Vz|2 (& — xzo)" - n
Rox ’ P Jok

d—2 w?
- - = [ P @ a)
P+ Ky Jok
Tw
—2Re z(x—x0)" - V2,
\/’{*p*/E

esto implica

2 1
il 12]12 4 + —*/ IVz|* (x — 20)" - nX <2 Reag((& — x0)" - Vz,2)
K ’ P Jok

d—2, ,
+ |z|1,K
2
—i—w— |z\2 (x —xo)" - n
Ry Jor
+2Re —— /z(:c—:co)T.Vz,
Kx Px JE
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y ademaés

*

d—2
d_H ”0K+HKP HV’ZHOE<2HK ||u||OK‘Z|1K p—|Z|1,K

CL) 2 W
— 2
+ M Koy ||Z||O,E+ HK\/FP*

Luego, como

w w ’HK P
2Hk ——lzllop IVzlor < ——
Fnp. | loE 0.8 < R P

con < una constante positiva, se obtiene que

w? d—2

2 2
dﬁ_ HZHO,K <2Hk ||U||0K |z|1K + p— |Z|1,K
w? W2 H
+Hr — |2l g + e r
K N
d 2

<2HK||U||OK‘Z|1K+ P |Z|1K

*

1 P 2
+(,u2 HK (/@'— + ’y\/T—p) HZHO,E7

donde se puede llegar a la siguiente estimacion

1
2Hk HUHO,K|Z‘1,K P HK ||u”0K+p |2 |1K7

con p* > 0. Entonces, usando (A1.11) obtenemos

w 2 * 2 d—1 -
d— ||zl < p* Hic lullg x + o 1
*

1 P 2
+w? Hy (—+—) Izll5 = -
Ke Y \/Fs Pr 0.5
Utilizando la definicién de z, llegamos a la siguiente estimacion

1 (U2 2
|Z|1 KT HZHO,K < Real(z,2),
*

|| ||0E+HK ||VZ||0E7

||Z||0,E HVZHO,E‘

(A1.10)

(A1.11)

(A1.12)
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entonces

1 ) C&)Z 9
—~ |Z|1K < Reak(z,2) + — HZHOK
p Fis

w2
< HUHOKHZHOK+ = llo ke - (A1.13)

luego, combinando (A1.12) y (A1.13)

d—1, 4 (d—1)w?

|Z|1,K <(d-1) ||U”0K “ZHO,K +

[Erre (A1.14)

*

y usando (A1.12) y (Al.14), se tiene

2

w 2 2

—lellox = o7 Hic lullo i + (@ = 1) Nullg g 12104
*

1 *
+w? Hy (;? + WpT—p) 2[5 5 - (A1.15)

Ademés, obtenemos

—Imak(z,2) = —Im(u, 2)k < ||ullyx l[2[lox (A1.16)

w
— ||®
e el <

por lo tanto, combinando (A1.15) y (A1.16) se cumple que

*

2
w 2 % 2
— HZHOK <p H%{ ||U||0,K +(d—-1) ||U||0K HZHO,K
1
+OJHK (

VR Nl 2]
-+ =) VRl el

< p* Hic lullo, e + A llullo g 12l

donde A = (d — 1) + wHg <% + 5 ’;;* p*) V/Fx px. Utilizando la siguiente
desigualdad
1 KJ* A2 2 1 (,L)Q 2
Alullo g l2lloe < 5 =5 llullo + 5 — lzllox - (A1.17)

*

podemos llegar a la siguiente estimacion

2 2 * 72 1, A? 2
W |zl <26 | p HK+§7 [[ullg - (A1.18)
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Usando (A1.18), recordando (A1.13) y (A1.16), se obtiene

2
2 w 2
ot <0 (Il Dol + 115
*

P . 1 K, A? 9
< ;\/m (77 + 55 ) Ml
1 k, A2
. (pw%{+§ - ) lull? (A1.19)

ademés

2
w “ZHOE < Vs i ||U||0K HZ“OK

VFx Px 1 K, A2
< T\/2 K (,0* H%+§7) lullg « (A1.20)

finalmente, usando (A1.18), (A1.19) y (A1.20) se llega a

1
1203 00 < A1 = Nl (A1.21)
donde
P § 1 K, A2 . .2 1 k, A?
Al_E\/Q’i* <,0 7—[%(4—5 " >+4,0 Fox <p HK+§—w2
1 K, A? VEx Px 1 Kk, A2
* 2 * * *

+ 2 k. (p ’HK—l—é 3 )—i— » 2 Ky <p 7—[%(4—5 3 ) (A1.22)

Para el otro caso, elementos K € %y tales que 0K N Ty = (), vamos a definir
nuevamente xy € €, y v > 0 tales que (x—xo)?T-n > v en 0K, ademas, se cumple
(x—xo)? - n = 0 para todo K \ E, donde o|g-n¥ # 0, o < M
vy V- (x —xo)" = d. Nuevamente, considerando w = (x — ()’ - Vz y Lisando la

(x — x
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definicion de (x — xo)?, z y los resultados de [22] se tiene:

2 1
2 Reag((x —xo)" - Vz,2) > d<- 2117 + —*/ IVz)* (x — x)" - nk
Ko ’ P Jok
d—2

s
2
_ v 121 (z — x0)T - nX
oK

—2Rei(s ((z — z)" - V2) , 2)arx,

|Z|1,K

tal que

2 1
d |2l . + —*/ V2 (2 — 20)” - nX < 2 Reax((x — 207 - Vz, 2)
Ko ’ P Jok

d—2
+

’Z|1,K

*

w2

+ — ]2\2 (w—a:o)T-nK
oK

+2Rei/ z(x —x0)" - V2,
E

2 [t

d_||ZH0K+HK HVZHOE

*

w? 2
+ Hg P ||ZH0E +2Hk ”ZHOE HVZHO,E‘
Entonces, como
2HK [2llo,p 1V2llo,5 < IIzHOE +HK = 1V2l5 s (A1.23)

con 7y una constante positiva, podemos obtener la siguiente estimacion

2

w 2 2 d—1 2
d— ||Z||0,K <p H%{ ||U||0,K + — |Z|1K
Ko p

*

27_[ H *
+ (“ K IIKP ) [El: (A1.24)

K ol
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Teniendo (A1.13), se sigue que
w? 2 * 2 2
—lello e < p" Hic llullo i + (d = 1) flullo  Nl2llo i
w?  p 2
+ Hi <,€—* + 7) 1ll0.5 (A1.25)
ademaés, se tiene

12116,5 < Mmag (2, 2)| = [Im(u, 2) x| < [ullg g lI2llox - (A1.26)

por lo tanto, de (A1.13) y (A1.26) llegamos a

2
w 2 2
2l s < 0" B Nl + (= 1) Dl Nl
*
2 *

w? | p
#2542 full e ol

*

2
<p H%{ ||U||0K + A “uHO,K HZHOK )

donde A= (d—1)+Hxg (“—2 + %) Entonces, usando (A1.17), podemos obtener

Kx

21,112 iqp | LEA? 2
w |zl <26 | p HK+§7 [[ullg - (A1.27)

Ademas, se tiene

2
2 w 2
21k < 0" (HuHO,K 12llo i + — HZHO,K)
*

P . 1 K, A? 9
< 5\/%* (p M+ ) full2 (AL28)
. . 1 K, A2
+2p" 2k, <p "Hf(—i-ﬁ 2 ) HquK (A1.29)

De (A1.27) y (A1.28), llegamos a

1
2 2
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donde
P A? 9 1 Kk, A2
A, = 92 . 2 - 4 . * il
2 w\/m<p"HK+2w >+ pli(p?‘[K-i-Q 2
1 K, A2
+ 2k, (p Hi+ 5 %) . (A1.31)
Finalmente, se tiene
1
1215 ey < A= lall ¥ i) (AL.32)
donde A = méx {4, A,}. O

Con este resultado podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema A1.2. Sea u,v € V, se tiene la siguiente condicion inf-sup :

nf sup 4L ¢

ueV pev HUH\/w ”UHv,w 9 (1 4 \/Eé> ’
Koxx

(A1.33)

donde C > 0 no depende de ninguna particion o de w, y A viene del Lema A1.1.
Demostracion. Sea u,z € V se define

)

{ (1—|—i)u+2‘:—22, para todo K € Py, tal que OK NT'4 # ()
V= .

U+ 2 “;—2 z, en otro caso
(A1.34)
donde z es la solucion del siguiente problema adjunto
ag(w,z) = (w,u)g, para todo w € V(K), para todo K € Py.

Luego, por el Lema Al.1, se tiene que existe C' > 0, tal que

12y 0y < f el (A1.35)
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A viene del Lema A1l.1. Ahora, para K € P donde 0K NT4 # 0, se tiene que

1 9 w?
IaK(z,vMZ/;HVzHo,K - HZHOK+WH Io, 6,

2
w 2
+2— ||z
- 1210.5

*

2
> Cr 2V (s -

con C7 > 0. En otro caso, para K € &3, donde 0K NT'4 = (), se tiene

1 2 w? 2 2
lak(z,v)] > o IV 2llo, e = ——Wl=llore + 1210,

W2 2
-
+ (255 )l

2
> Collully (o

con Cy > 0. De (A1.35), se tiene que

2

1ol < 2lully,, +2—— n|ww
<2 fully, +2= §j Vil — vy
R KeZy

2(1+¢z

3
w?
Ew)HMWW

(A1.36)

(A1.37)

(A1.38)

(A1.39)

donde A viene del Lema A1.1. Finalmente, de (A1.36), (A1.37),y (A1.39), llegamos

a

la(u,v)| > Rea(u,v)

= Cllully, llully,

¢ ey, 1ol
= =~ 3 Viw Vw?
2 (1+ViAL)

donde C > 0 no depende de H o w, y A viene del Lema A1.1.
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