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I have at last succeeded in illuminating a magnetic curve or line of force and in

magnetising a ray of light. Michael Faraday. 1845.
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Resumen

En el ano 2016, comenz6 la medicidn sistemética de ondas gravitacionales con una
precision tal que su existencia se convirtié en un hecho irrefutable. En 2017, se registrd
por primera vez la radiacion gravitacional proveniente de un sistema binario de estrellas
de neutrones (GW170817), simultdneamente con su contraparte electromagnética
(GRB170817A). Esta medicion impone restricciones significativas en familias de teorias
torsionales, refutando aquellas que predijeron una velocidad y relacién de dispersion
diferentes a las de la luz. En este sentido, la teoria Einstein-Cartan-Sciama-Kibble
(ECSK) ha demostrado ser consistente con las observaciones actuales. Al estudiar la
generalizacion de los operadores de onda de De Rahm y Beltrami sobre una geometria
de Riemann-Cartan, encontramos que en el orden dominante de la expansion eikonal,
la relacion de dispersion coincide con los datos observacionales. Sin embargo, en el
limite subdominante, predice una propagacién anémala en la amplitud y polarizacién
con respecto a la relatividad general. La influencia de la torsion en la amplitud ha sido
calculada, descartando su medicién en el futuro préximo. En esta tesis, calculamos la
propagacion andémala de la polarizacion sobre una geometria de fondo cosmolégico.
Observamos que solamente se propagaran los modos de Relatividad General (RG), pero
su propagacion presentard un comportamiento que llamamos efecto Faraday-Cartan,
donde los modos de polarizacién oscilardn en un dngulo de rotacién proporcional al
pardmetro de la geodésica, con un orden de magnitud de 1 grado cada 5 millones de

anos luz.

Keywords: Ondas gravitacionales, geometria de Riemann-Cartan, curvatura, torsion,

expansion eikonal.



v

Abstract

In 2016, the systematic measurement of gravitational waves began with such precision
that their existence became an irrefutable fact. In 2017, gravitational radiation from a
binary neutron star system (GW170817) was observed for the first time, simultaneously
with its electromagnetic counterpart (GRB170817A). This measurement imposes
significant constraints on families of torsional theories, refuting those that predicted a
speed and dispersion relation different from that of light. In this regard, the ECSK theory
has shown to be consistent with current observations. By studying the generalization
of the De Rahm and Beltrami wave operators on a Riemann-Cartan geometry, we find
that at leading order in the eikonal expansion, the dispersion relation coincides with
observational data. However, at the next order, it predicts an anomalous propagation in
amplitude and polarization with respect to General Relativity. Recently, the influence of
torsion on the amplitude was estimated to be extremely small, an effect inaccessible
by current and near-future measurements. In this thesis, we calculate the anomalous
propagation of polarization over a cosmological background geometry. We observe
that the same polarization modes as in General Relativity propagate. However, its
propagation will exhibit a behavior which we call the Faraday-Cartan effect, where
the polarization modes will oscillate at a rotation angle proportional to the geodesic

parameter, with an order of magnitude of 1 degree every 5 million light-years.

Keywords: Gravitational waves, Riemann-Cartan geometry, curvature, torsion, eikonal

expansion.
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Capitulo 1

Introduccion

Pasaron cien afios desde la prediccion de ondas gravitacionales (GWs), realizadas por
Einstein en 1916, a la confirmacién de las primeras mediciones de los equipos LIGO y
HANFORD en 2016 [1]. Atdn més revolucionario fue el evento GW170817 medido por
LIGO/Virgo [2], logro alcanzado en simultdneo con el estallido de rayos gamma GRB
170817A medido por Fermi y otros observatorios [3], evento atribuido a la colisién
de un sistema binario de estrellas de neutrones. Al combinar ambos andlisis, se logrd
establecer una cota superior, del orden de una parte en 10715, entre la velocidad de
propagacion de la radiacién electromagnética y la gravitacional [4, 5], lo cual impone
fuertes restricciones en teorias alternativas a Relatividad General (RG) estindar, como
lo son las teorias escalares-tensoriales del tipo Horndeski [6, 7, 8, 9, 10], las cuales
estan destinadas a describir el sector oscuro del Universo considerando grados de
libertad mas alla de los métricos.

Hay muchas teorias en el contexto de la geometria de Riemann-Cartan que consideran
a la torsion en el mismo estatus de la curvatura, como lo son la teoria ECSK, la cual
propone al tensor de spin como fuente de la torsién producto de materia fermionica,
hasta acoplamientos no minimales del tipo Horndeski, entre muchas otras. En cualquier
escenario, asumiendo un acoplamiento minimal entre la geometria y las particulas
del modelo estandar (la ausencia de evidencia experimental para la torsién descarta
un acoplamiento no-minimales [11], la torsion solo interactia muy débilmente con
fermiones [12, 13]. En este escenario la torsién se comporta como una fuente de
curvatura extra.

Debido a esto se ha planteado que la torsiéon es un candidato razonable como

componente del sector oscuro del Universo [14, 15, 16, 17]. La situacion es inquietante



puesto que, aunque el problema imita algunos efectos inflacionarios [18, 19, 20, 21, 22]
y podria solucionar el problema en la tension de Hubble [23, 24, 15], debido al
acoplamiento minimal es sumamente improbable medir efectos torsionales mediante
experimentos de la fisica de particulas en el futuro cercano. Debido a esto, debemos
buscar vias diferentes para medir dichos efectos.

La presente investigacion propone buscar herramientas o criterios independientes a
modelos de materia/energia oscura. Asi restringir las teorias torsionales. Las ondas
gravitacionales prometen ser potenciales sondas desde donde poder encontrar criterios
para restringir dichas familias de teorias. En [25, 26] ya se probd que la torsién no
modifica ni la velocidad de propagacion ni la relacién de dispersion para una GW, pero
si su amplitud y polarizacion, donde a partir del andlisis subdominante del limite eikonal
la torsién impone una propagacion anémala de la amplitud, ya sea amortigudndose o
amplificindose, y de la polarizacién, la cual ya no se propaga paralelamente a lo largo
de la direccién de propagacion de una GW, ya que debido a la torsién tendremos cuatro
nuevos modos de polarizacion (x,y,b,l), tres de ellos corresponden a oscilaciones de la
onda a lo largo de la direccion de propagacién (X,y,l).

En [27] se demostré que la propagacion anémala de la amplitud es un efecto que esta
por debajo del umbral de deteccién incluso de interferémetros futuros como LISA. No
obstante, atin esta abierta la posibilidad de explorar los escenarios en que la propagacion
andmala de la polarizacion pueda ser medida. El punto no es trivial puesto que encontrar
efectos torsionales en la polarizacién cambia por completo el estudio y la bisqueda de
un fondo césmico de ondas gravitacionales (GWB)[28].

En general, el procedimiento habitual para tratar la propagacion de perturbaciones en la
geometria RC ha sido estudiar perturbaciones del vielbein e“ y la conexién de spin w®
en las ecuaciones de movimiento para teorias particulares, lo cual no permite estudiar la
propagacion anémala de la polarizacién, siendo éste nuestro principal punto de interés.
Por lo tanto, como se hizo en [27], para llegar a la informacién en la cual estamos
interesados debemos hacerlo mediante operadores de onda generalizados y su limite
eikonal en la geometria RC.

En la siguiente seccion, introduciremos a los lectores no familiarizados con la gravedad
presentando conceptos basicos de tensores, lo cual nos permitird construir la accidén
de Einstein-Hilbert para la Relatividad General (RG) ver apéndice A. Posteriormente,
definiremos una estructura métrica y una estructura afin en el lenguaje de formas
diferenciales. De esta manera, en el Capitulo 2, construiremos el lagrangiano de Einstein-

Hilbert en formas diferenciales, relajando la condicion de torsién nula y presentando
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asf las ecuaciones de campo de la teoria ECSK junto con elementos basicos de torsion.
Posteriormente, en el Capitulo 3, revisaremos las perturbaciones a los grados de libertad
tanto en la RG estdndar como en la teoria ECSK. En esta tltima teoria, parametrizaremos
los grados de libertad afines en funcion de los grados métricos y de los operadores
diferenciales sobre una geometria de Riemann-Cartan. Mediante el analisis eikonal,
en el orden dominante encontraremos que la relacién de dispersion, trayectoria y la
velocidad de propagacion de una onda gravitacional serdn equivalentes a la RG estindar.
Sin embargo, al analizar el orden subdominante, encontraremos que las relaciones para
la propagacién de la amplitud y la polarizacion diferirdn respecto a la RG estdndar.

En el Capitulo 4, analizaremos la ecuacion para la propagacién de la polarizacién en
la teoria ECSK. Para ello, descompondremos la ecuacion y, considerando un sistema
fermidnico cuya torsion serd axial, reduciremos la ecuacién a su contribucion axial.
Luego, considerando una geometria de fondo cosmoldgica y otra simetria esférica,

resolveremos la ecuacién, obteniendo un dngulo de rotacién
7
Ogray (7) = f A de, (1.0.1)
n=0

Entre los modos de polarizacién de RG estdndar, la rotacion es inducida por la
contribucién axial de la torsion A* de fondo en el espacio-tiempo, que dependerd
del parametro de la geodésica n. Cuya tasa de cambio serd del orden de magnitud de 1
grado cada 5 millones de afios luz.

Finalmente, en el Capitulo 5, discutiremos las repercusiones de este resultado y

agruparemos las conclusiones de este proyecto de investigacion.

1.1. Formas diferenciales

Los griegos se percataron de que existian dos conceptos fundamentales para determinar
correctamente las propiedades geométricas de un espacio: la metricidad, utilizando el
compds, y la afinidad, empleando la escuadra, en lo que hoy conocemos como espacios
euclidianos.

Posteriormente Descartes formul6 la Geometria Analitica logrando relacionar geometria
con élgebra, sentando asi, tanto las bases del calculo como las del dlgebra lineal. Esto
gracias a la definicién de producto cartesiano X que permitié la formulacién rigurosa de

R? =R x..x Ry con esto la de espacios vectoriales V, dotando a subconjuntos

d prductos
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YV c R¥ de las operaciones {+, {,)}, tal que.
V.V S K (1.1.1)

Con K el cuerpo algebraico sobre el espacio vectorial'. Junto a sus respectivos espacios
duales V~.

VvV -sK (1.1.2)

Los elementos del espacio dual actian como operadores que mapean los elementos del
espacio vectorial al cuerpo algebraico sobre el cual se esté trabajando. Donde + es una

operacion binaria interna, comtinmente conocida como suma.
+: VXV >V (1.1.3)

Ademais (,) es una operacion binaria externa, comtinmente llamada producto interno o

producto escalar.
G VXYV - K (1.1.4)

Entre este tipo de espacios podemos encontrar los llamados espacios métricos. Que son
aquellos espacios vectoriales donde el producto escalar (,) = - induce una definicién de

metricidad o métrica g definida por
g: V-V, (1.1.5)
junto a su inversa
gV -V (1.1.6)

Las componentes de esta transformacion definen el producto interno localmente en cada

punto P de la variedad:?

8uv = gy - &y, (1.1.7)

!comiinmente son los nimeros reales R o los ndmeros complejos C.

Presentaremos este concepto mds adelante pero generaliza la idea de curva, superficie, etc.
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por tanto una nocién de distancia. La métrica posee grandes propiedades no obstante su

uso mds comun en Fisica es para transformar vectores de un espacio vectorial V¥ € V a
— v #3

sudual V, = g,,V" € V*°.

—

V=V, = Vghe, =Ve =X (1.1.8)
V=V& = Vg,e =V, =V (1.1.9)

Esta propiedad es sumamente ttil para definir una notacién méas compacta para el
producto matricial. Ya que, los vectores de V son vectores columna y la métrica es el
mapeo que define los vectores duales como vectores fila de forma tal que el producto

matricial queda debidamente determinado.

VO

— — Vl

VeV =g VIV =V V= (W Vi Ve Vs ) | K. (1.1.10)
V3

Riemann utilizé este tensor para parametrizar la metricidad, o sea, el concepto de

distancia ds para espacios no necesariamente Euclideos (Espacios curvos),
ds* = g, dx"dx’ (1.1.11)

es decir que g,, definird el producto interno localmente en torno un punto P de la

Variedad d-dimensional P € M@* de puntos, donde existe un conjunto de cartas
U={U,, ()Doz}~

MD = U U,, (1.1.12)

Con U, ¢ My ¢, es el mapeo ¢, : U, — U/ ¢ R¥. Aqui la nocién de campos
vectoriales sobre una variedad Riemaniana cambia drasticamente respecto a la que
tenfamos de campos vectoriales sobre una variedad Euclidea o plana. Esto es, porque
en la geometria euclidea los espacios vectoriales V € R pertenecen a una variedad
plana R®. Los puntos P € R como los vectores X € R. No obstante, una variedad

M puede tener una geometria arbitraria en general no plana, puede ser una variedad

3En Fisica generalmente escojamos representaciones especificas para la base de los espacios vectoriales.
Por lo cual se suele omitir la base y se trabaja inicamente con las componentes
“En esta seccién los indices u = 1, ...,d



6 1.1. Formas diferenciales

curva. Por tanto nuestra visualizacién de vectores en la variedad no funciona ya que
dichos vectores no pertenecen a la variedad si no al recorrido U/, del homeomorfismo
¢, definido en cada punto de a variedad.

Debido lo anterior, formalmente se definen las cartas coordenadas U® como conjuntos
abiertos para la vecindad de un punto P que a su vez definen el concepto de Variedad
Diferenciable, como un espacio topolégico donde en cada punto P existe localmente
al menos una carta coordenada {U?, ¢,} donde ¢, es un homeomorfismos a algin

subconjunto de R,
Qo : Uy ¢ M?D - U c RY. (1.1.13)

Ademads, para poder asociar vectores sobre la variedad diferenciable debemos
definir dos espacios vectoriales duales entre si para cada punto P € MY, El
conjunto de todos los vectores V en el punto P, Espacio tangente V € T,M©,

y el conjunto de todos los co-vectores V en el punto P,Espacio cotangente V € T* ,M?:

V=vre, (1.1.14)
V=ve (1.1.15)

Cuando las bases son ortonormales se satisface que:
ei(8,) = &,(el) = &,. (1.1.16)

Para construir el espacio tangente debemos imaginar todas las curvas ®(x) que
intersectan al punto P. Al conjunto de todos los vectores tangentes V= VD, a las
curvas provenientes desde todas las direcciones de la variedad diferencial en el punto
P € M corresponderan a un espacio vectorial V € T,M® localmente definido para
un punto P.

Esto quiere decir que dada una curva ®(x) sobre la variedad M¢, donde existe un
conjunto abierto U dotado de una carta coordenada {U,, ¢, }. Definiendo las coordenadas
{x,} en torno a un punto P de la variedad. Cada vector V= V#d, puede ser descrito

como una derivada direccional en el punto P. En la direccion tangente a @(x):

ViR->R:®— V(D) = V9,0 (1.1.17)
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donde el vector V = V#8, en un punto P € U C M sera un operador diferencial en
el punto P de base {0,} y componentes {V# = V¥(x)}. Recordemos que dada una curva
D(x):

V(@) = V9,0 € R (1.1.18)

Este tipo derivada direccional define nocién usual de direccion y corresponde a un
elemento del cuerpo algebraico. Con esto podemos definir los elementos del espacio

cotangente X € T*,M como el espacio vectorial dual

X = 8,0dx". (1.1.19)
A partir del producto interno.
(VIVy = V(@) &V(V) = V(V) = V(®) e R (1.1.20)
& = 9,bdx"(V’8,) = V(®) e R (1.1.21)
& = V'9,0dx"(d,) = V(®) € R (1.1.22)

Esto se cumplird si solo si {,} y {dx*} son bases duales entre si:
dx"(0,) = 0,(dx") = ¢,
De esta forma se cumple que
V'8, = V43, = V(®) € R. (1.1.23)

Con esto podemos escribir los vectores duales en el espacio cotangente X € T*,M? en

general como.
V=VddeT M. (1.1.24)

Ahora para definir el concepto de campos vectoriales, campos co-vectoriales o de
campo tensorial debemos recordar que existe un espacio tangente 7,M? para cada
punto de la variedad M. Por esto el conjunto de todos los espacios tangente es conocido

como fibrado tangente:

TMY = {(P,V): Pe M AV € T,MD). (1.1.25)
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Con esto un campo vectorial serd un mapeo

E:MD - M@ (1.1.26)
PeMD -V =6P)eT,MP. (1.1.27)

lo cual corresponde a escoger un vector por cada espacio tangente o fibra. Por tanto un
campo vectorial serd un subconjunto del fibrado tangente.

Analogamente existe el fibrado cotangente 7" M€,
T"MY ={(P,V): Pe MY ANV € T;M") (1.1.28)
Sobre el cual podemos definir campos co-vectoriales.

E:MD - T*MD (1.1.29)
PeM?P > V=P eT,M?. (1.1.30)

Estos campos co-vectoriales son secciones del fibrado cotangente T* M@ y al conjunto
de todos estos campos se le conoce como el espacio de todas las 1-formas sobre M?,
QUMD

Recordemos que los elementos de un espacio vectorial 7,M'” y sus duales 7M@),

V=V, eV, (1.1.31)
V=Vdx eV, (1.1.32)

constituyen conjuntos de mapeos lineales dotando a R de las operaciones {+, (,)}
sobre un cuerpo algebraico {R} o {C}.° Generalizando esta idea a los mapeo
multilineales. Tenemos que, definiendo la operacién ® conocida como producto

tensorial.

T(H =V 8.8 V' 8.8 V* (1.1.33)
—— ——
m prductos n prductos

Esta operacion actiia como un producto cartesiano X dotado de multiples propiedades

matemadticas, pero destacaremos principalmente una. Los elementos del campo K

SEs interesante ver como la nocién cldsica que tenfamos de espacios vectoriales y su dual. No es mas que
cada variedad tiene un espacio tangente y un espacio cotangente donde pertenecen los vectores. Sucede
que R? es su propio espacio tangente y cotangente.
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comun entre los espacios V' y V* se pueden mover de un espacio a otro sin pérdida
de generalidad. Esta propiedad dota al espacio producto tensorial del estatus de
un espacio vectorial. Esto quiere decir que los elementos 7'(') serdn mapeos X que
tomardn elementos de 7'()) y los mapearan al campo algebraico KK.

X:T(™M - K (1.1.34)

n

Podemos definir un campo tensorial como un tensor para cada punto de la variedad
M.

Estamos frente un problema. puesto que, para nombrar y establecer relaciones entre
los puntos P € M debemos etiquetarlos con las coordenadas x* que resulten maés
convenientes®. Dado que, en todo punto P de la interseccién de dos, o mds, cartas
coordenadas U, () Ug, no existe una unica carta coordenada, {x*} y {¥“}, con las cuales
podemos etiquetar el mismo punto P = P(x*) = P(x*) € U,() Up. Estas cartas

coordenadas estan relacionadas mediante transformaciones invertibles

=% (1.1.35)
y diferenciables:
ox* Ox/ ox* Ox/
o = (5“, o = (5’” 1136
ox/ ox» 7 ox/ ox» 7 ( )

En palabras simples estamos diciendo que el vector posicion no es invariante bajo
transformaciones generales de coordenadas. Pero las magnitudes fisicas deben ser
independientes de la eleccion de coordenadas utilizadas, como por ejemplo es el caso
del vector V = V#9, entre dos puntos P(x*) y P(x* + eV*) desplazados una distancia

infinitesimal dx* = eV¥. Donde V¥* = V¥(x') y € un pardmetro infinitesimal:
_, 1
V(x') = ~lim o + €V = p(xh)| = VH9,p(xY) (1.1.37)
€ €
Este objeto es invariante bajo transformaciones de coordenadas ¥ = x(x*),

a_ﬂ
VAR = a—;VV(x/l) (1.1.38)

bpor que esta eleccién no es tnica
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donde si bien las componentes del vector cambian en un factor proporcional a la matriz

oxH
ox” "

jacobiana de la transformacién El vector V¥ entre dos puntos es invariante bajo este
conjunto de transformaciones.
En general a los elementos que satisfacen esta propiedad se les denomina tensores

TH-#m, € T(T) cuya ley de transformacion en general es

ox™  Ox™ oxh Oxls
Ix " Bk O

""", (P) = T* %1, I(P). (1.1.39)

Los tensores son mapeos multilineales independientes de las coordenadas de los puntos
PeM?,

Hemos omitido introducir escalares ®(x*), ya que son los elementos mds comunes y
su ley de transformacion es trivial al ser elementos que de por si no dependen de un

sistema coordenado.
O(H) = D(xH). (1.1.40)

Ahora debemos preguntarnos como transformara la derivada de un tensor. Para esto
consideremos los tensores mas simples no triviales. Un vector covariante V,, cuya
derivada d,V, transforma segun,

-~ = 0xkox! 0*x”

W= e aw " pwar

Ve, (1.1.41)

donde es evidente que la derivada parcial sobre un vector y en general sobre un tensor no
transforma como un tensor. Introduciremos un campo que compensara la contribucién

no tensorial de la derivada parcial llamado conexion, cuya ley de transformacion es

P2 Ax” OxP o - ox' 9*xv

= gwar oo # oo awar (4

Con esto es facil mostrar que la conexion aplicada sobre un tensor transformara

homogéneamente.

T _ox" 0N . 0*x”
AT gwax P oxox

Ve (1.1.43)

Directamente se puede notar que el término inhomogéneo de la transformacién de la
conexion aplicada sobre un tensor es el mismo término inhomogéno de la derivada

parcial aplicada sobre un tensor. Por lo tanto la diferencia entre la derivada parcial y la
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conexion aplicadas sobre un tensor transformard como tensor.

Ox* 0x! Ox® Ox8
-

Az Ot A3+ OX

9,A, —T,A) = | Y. P (1.1.44)

Renombrando los indices contraidos podemos escribir esto como la transformacién de

un tensor definido por.

S o 0P ox Ox" O

0uVy =T Vi = oo 0uV = o oo o Vi (1.1.45)
_ Ox" 0P
= 353w = (0aVs — T7apVer)- (1.1.46)

Este tensor es conocido como la derivada covariante aplicada sobre un vector VV =
0V, =T",Vy)dx* @ dx”.

ViV, = (8,V =T, V) (1.1.47)
Esta idea es facilmente generalizable para un tensor de rango arbitrario 774, .

V. Ty b, = 0Ty oy, + T T, + (1.1.48)
-T #blTalma"v...h T e T Fvllbn Talmanbl-uV (1149)

n

+ Fa"#VTal'" bi..b

1---On

La derivada covariante extiende la nocion de operador diferencial para tensores de rango
arbitrario en la base coordenada, asegurando la independencia de la base coordenada
escogida. Ella satisface multiples propiedades ttiles, destacaremos dos. Primero
satisface la regla de Leibniz, lo cual nos asegura que es a un operador diferencial

y segundo la derivada covariante de un escalar coincide con una derivada parcial:

Vup(x') = 3,4(x") (1.1.50)
Sabemos que para derivadas parciales se cumple que

|0..0,] = 0. (1.1.51)
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No obstante cuando conmutamos derivadas covariantes aplicadas sobre un vector V¥ se

cumplird la siguiente regla de conmutacion:

|V Vo[ VP = 0,100 = 0,075 + T2l = TP | V7 = [T, = T, | VAV

RP ouy T/{HV

(1.1.52)
=V V| VP = RO VT = T2,V V7 (1.1.53)

Esta relacién de conmutacién podemos interpretarla como el cambio de un vector a
lo largo de un transporte paralelo sobre una curva cerrada tomando dos direcciones
distintas d, y 0,. El primer término R’V parametriza la rotacion del vector Valo
largo del transporte paralelo y el término 7%, V¥ codifica la translacién del vector 1%
luego del transporte paralelo. Aqui R”,,,, es conocido como el tensor de curvatura y

T4, es conocido como el tensor de torsién. Definidos por:

Ry = 0,170 — OIF  + TP )T, — TP T, (1.1.54)
T =T, =T, (1.1.55)

Tanto la nocién de derivada covariante como las de curvatura y torsién quedan

parametrizadas por el campo I, conocido como conexién afin,
M, =T, +«', (1.1.56)

donde I'", serd la conexién de Levi-Civita:

o 1
Fluv = Egﬁp (augw +0y8up — Hpgm,) . (1.1.57)

Ademas, se introduce el tensor antisimétrico Kﬁw, conocido como contorsion, el cual
es totalmente independiente de la métrica. Estos tensores codifican completamente la
geometria de los espacios y son, precisamente, el tipo de elementos con los cuales
podemos comenzar a pensar en construir un principio de accién para la gravedad.

Aqui aparece el principal aspecto que diferencia entre la geometria de Riemann y
la geometria de Riemann-Cartan. Esto debido a que la geometria Riemaniana esta

libre de torsion. En cambio la geometria de Riemann-Cartan admite a la torsion en el
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mismo estatus que la curvatura. No obstante la Relatividad General estd construida
tradicionalmente sobre una geometria rimanniana. Para esto impongamos la condicién

de torsion nula:
T',=0=1",=1",. (1.1.58)

Por lo tanto en la geometria de Riemann la conexion serd simétrica en sus indices
inferiores como consecuencia de la restriccion de torsion nula. La conexidn que satisface
esta condicion es la conexion de Levi-Civita también conocida como los Simbolos
de Christoffel 10”,1,,, usaremos el circulo arriba de los elementos para senalar que son
magnitudes libres de torsion y diferenciarlos de su generalizacion en la geometria de
Riemann-Cartan. De esta forma la torsién es nula y en este contexto la curvatura libre

de torsion es conocida como curvatura de Riemann R* ., :

Ry = 0,0y = D7y + TP 00 = TP, 0, (1.1.59)
T/luv = F/va - r/lvy =0, (1.1.60)

Ahora, analizando la traza del tensor de curvatura de Riemann R”,,, tendremos el tensor

de curvatura de Ricci R,

kﬂv = kpypv (1161)
= 9,07, — 0,17, + 1P 0, 1P, 1, (1.1.62)

Contrayendo el tensor de Ricci encontramos el escalar de Ricci R.
R=R,g" (1.1.63)

Con estos elementos geométricos tenemos las herramientas necesarias para comenzar
a construir un principio de accién que sea invariante bajo transformaciones de
coordenadas. No obstante también requerimos invariantes bajo Transformaciones
de Lorentz A*, actuando localmente en cada punto del espacio tiempo M?=% . Este
conjunto de transformaciones y su respectiva invariancia constituye un grupo de simetria
A*, € SO —n_,n-)", conocido como grupo de Lorentz y en muy pocas palabras nos

dice que las leyes de la Fisica son las mismas en cada sistema de referencia inercial.

7Aqui n_ representa el numero de signos negativos en la métrica, asi para dimensién d = 4 y signatura
n = (-, +,+, +) el grupo de Lorentz se denota S O(3, 1)
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No obstante los temas que hemos mencionado son conceptos sumamente complejos
de por si. En esta seccion nos dedicamos exclusivamente a presentar los elementos
matematicos centrales para construir una teoria de la gravedad. Recomendamos un
estudio mds profundo de estos conceptos en el libro escrito por D. Lovelock. Tensors,
differential forms, and variational principles [29].

Ahora analizaremos el significado geométrico de metricidad, afinidad, curvatura y la
torsion en el lenguaje de formas diferenciales. Para eso comenzemos profundizando en

el estudio de los covectores
V= V,dx". (1.1.64)

Habiamos mencionado que al conjunto de todos los campos covectoriales podiamos
llamarlos el espacio de 1-formas QV(M™) para generalizar esto a formas diferenciales
de dimensién d o d-formas. Definiremos un producto tensorial antisimetrizado para

tensores del tipo T(g). Mejor conocido como producto cufia A:
A QP (MDY x Q1M D) - QPO (M), (1.1.65)

donde la base de p-formas @ € QP (M@) queda determinada por el producto cufia de p

I-formas {dx*} de la siguiente manera:
1
dx"' A ... A dxtr = —jﬁ‘,j’,’jfpdx“‘ ®...0dx". (1.1.66)
p!

Aqui 6’;‘1'_:';’; es conocida como delta de Kronecker generalizada, ver apéndice B, es un
tensor totalmente antisimétrico y posee la propiedad de que al actuar sobre un tensor

arbitrario 7" lo antisimetriza de la siguiente forma

TlH-tnl — SH-Hn V1V (1.1.67)

ay...ay

Por tanto, la p-forma queda determinada por

1 1

@ = ;a,,l_“ﬂp;aﬁ;yj‘;;dxm ®...®dx" (1.1.68)
1

= —'aﬂlmﬂpdx“1 AN dxr, (1.1.69)
p:
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Andlogamente una g-forma es:

1 1

_ v1 RY 2

= 1m0 pd ® .. ®dx (1.1.70)
1

= X A A, (1.1.71)

De esta forma el producto cufia (wedge o exterior) entre una p-forma « y una g-forma

w serd una (p + g)-forma m definida de la siguiente manera:

1 1 1 1 o
A=A == [0 X" @ .. ®dXT] A —w,, [0y 1 d © ... ® dx]
p: p! q! q:
(1.1.72)
1
7 Xttty . v ldX A LN AXTPT A [AXT A LA dXT] (1.1.73)
P q:
1 1

Wy, Oy 05 (XA A dXT] ® [da A A d).

T (Pt q)lplgl
(1.1.74)

Asi es evidente que las componentes de una (p + g)-forma 7y, 4,55, quedan

determinadas por.

1

H1---Hp V-V
1 n O g (1.1.75)

ﬂal...ap,Bl...Bq - ar..apBr.fq’

Por tanto la (p + ¢g)-forma definida a partir del producto wedge se puede escribir como:

1
T=a0dAw m ;. .ﬂpﬂl"ﬂqual A ANAXT A d.Xﬁl AL A dxﬁq. (1176)
pPTdq

El producto wedge satisface las siguientes propiedades:

Definicion 1. Dadas las formas diferenciales @ € QP (MD), w € QPMD), n €

QM (MDY el producto exterior satisface que:
l. (@+mMAw=aANw+TAwW
2. aN(w+nm) =aAw+aATn
3. clahw)=(ca)\Nw=aA (cw)
4. ahw=(-D"wA«a

5. @hw)AT=aAN(wAn)
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Ahora podemos presentar el concepto de derivada de una p-forma o € QP (M@) como

una 1-forma d = Adx'0, conocida como derivada exterior.

Definicion 2. La derivada exterior de una p-forma a € QP (M) serd un mapeo

d: QP(M?) = QP (MY, (1.1.77)
definido por
= ! ia a dx' Adx*® A ... AdxP (1.1.78)
= (p+ 1)'p' A&y, . up . ..

Dadas las formas diferenciales a € QP (MP), w € QV(MD), el operador diferencial

d satisface las siguientes propiedades:
1. Distributividad. d(a + w) = da + dw
2. Regla de Leibniz. d(a A w) = da A w+ (-1)Pa A dw
3. Nilpotencia. d* =0 & d*a =0

Dado que los espacios vectoriales Q”(M?) y Q%?(M?) tendrdn igual dimensionalidad

deberia ser posible definir un mapeo lineal invertible conocido como el dual de Hodge.

Definicion 3. Sea el dual de Hodge un mapeo lineal invertible
w1 QP(M?Y) — QFP(MY) (1.1.79)

aplicado sobre una p-forma a € QP(M?). En la base coordenada quedard determinado

por la métrica g,, y el simbolo de Levi-Civita €, .

lg]

= o v XA A X (1.1.80)
En la base ortonormal, tendremos

1
¥=——
(d—-p)!p!

ajy...ap

€arapbrbyy € A o A €T (1.1.81)

Ademds se cumple que *a = *P@=P-

Ahora podemos definir el operador contraccion 1,%:

8Este dltimo operador satisface la regla de Leibniz.
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Definicion 4. Sea el operador contraccion un mapeo definido por.
I - QP (M) — Qr ' (MY). (1.1.82)

La contraccion I; aplicada sobre una p-forma « es definida mediante el Dual de Hodge

*,

La = mgﬂam_#pdxﬂz A e Adx (1.1.83)
En la base ortonormal
La = (=D P41 4 (e, A (1.1.84)
(_l)d(pfl)ﬂy,
= (d_—p)|l7¥ * (ea AN a’almapGalmapblmbd_pebl A A ebd_p (1185)

Ahora tenemos los elementos necesarios para definir la derivada de Lie que nos resultard

util en las préoximas secciones.

Definicion 5. Sea la derivada de Lie £; de un tensor de rango arbitrario T* -+,

Yn

definida por.

m

m
L _ LAY L E v i Looedeosfli] o § v A Lo
£Z:Tﬂ ,umVlmvn — g V/lT/'l 'uml/l...vn _ V/lé’,ur T/l Hi+ ﬂmVl v + ijé’ 7‘.u ﬂmVl---ijl/leH---Vn

i=1 =1

(1.1.86)

Para p-formas evaluadas en un dlgebra de Lie ®. La derivada de Lie serd.

£ = {dla + Ida) (1.1.87)

1.2. Estructura métrica

Como ya vimos la base {d,} del espacio tangente T,M? y la base {dx*} del espacio

cotangente 7, M @ no constituyen bases ortonormales, ya que

(04, 0)) = guvs (1.2.1)
(dx*,dx"y = g". (1.2.2)
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Sabemos que la estructura métrica quedaba determinada por el tensor métrico
g = guw(x)dx" ® dx".

También sabemos que localmente existe un isomorfismo al espacio de Minkowski

e’ = e“,dx* al que formalmente llamaremos vielbein.

g = Nape” y(X)e’,()dx" ® dx”

= Tape” () ® € (x).

El vielbein serd la matriz de transformacién entre la base de coordenadas dx* y la base
a . = 1 1(d) P .

ortonormal ¢“ del espacio cotangente 7,M'” y andlogamente para el espacio tangente

T,M @ el inverso del vielbein serd la matriz de transformacion entre la base coordenada

0, ala base ortonormal ¢, determinadas por

eq(x) = é',0,, (1.2.3)
e’ = e, dx". (1.2.4)

Asi es evidente que la base es ortonormal cumple que.

(8asep) = MNab, (1.2.5)
(e, e’y = . (1.2.6)

Para teorias de gravedad la estructura métrica en esta base ortonormal queda determinada
como ya vimos por ec. (1.2.3). donde 1, en el caso de Relatividad General
corresponde a la métrica Lorentizana en d = 4 de signaturan = (-1,1,1,1), por
lo tanto el Vielbein contiene toda la informacién de la estructura métrica en el lenguaje

de formas diferenciales.

Definicion 6. El vielbein satisface las siguientes propiedades.
1. (e, e = i
2. e ety = 6,
3. e ue’y = gu

4. det(e?,) = ++/Ig
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El vielbein corresponde al isomorfismo entre la variedad M? y el espacio tangente
T,M?, es la manifestacion matematica del principio de equivalencia fuerte. No obstante,
no existe una eleccién unica de isomorfismo. Esto debido a la infinidad de elecciones de
marco de referencia ortogonal localmente posibles. Por lo tanto bajo una transformacién

de Lorentz A(x) € SO(3, 1) el vielbein transforma como
e’ (x) = ey(x) = A“b(x)eb#(x), (1.2.7)

es decir el Vielbein es un vector en el grupo de Lorentz y por tanto este conjunto de

transformaciones A(x) € S O(3, 1) debe dejar la métrica invariante,

8uv = nabéauébv = ncdecyedv (1.2.8)

a b ¢ d c d
= NN N g€ ey, = neqge ey, (1.2.9)
es decir la métrica es un invariante de Lorentz.

NN APy = 1eq. (1.2.10)

1.3. Estructura Afin

La estructura afin determina el concepto de paralelismo sobre una variedad. En este
contexto introducimos la conexién afin I, como aquel elemento que condensa la
informacién de la estructura afin de la variedad. Comportdndose como un campo
compensatorio que permite definir una derivada covariante bajo transformaciones
generales de coordenadas x* — x* = ¥(x).

No obstante, en la base ortonormal el conjunto de transformaciones relevantes
corresponde a las del grupo de Lorentz,donde los vectores del grupo de Lorentz
SO(d — n_,n_) transforman como V¢ — V¢ = A%V’ De esta forma es evidente
que en general, ante transformaciones de Lorentz locales A(x), la derivada exterior de

un vector en el grupo de Lorentz no serd un vector en dicho grupo:

dV® = dV* = A%dV? + dA*, V. (1.3.1)
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Generalizaremos la derivada exterior d = dx“d, A al operador derivada covariante de
Lorentz D = dx"D,, tal que.

D : QP (MD) = QP (MD). (1.3.2)

. . = A
Para esto comenzaremos considerando un campo vectorial V = V4(x”)é, y el transporte

paralelo de las componentes del vector V4 (x” + €°).
VO + €0) = VP + el) + el,w", VP (x) (1.3.3)

Donde w?, parametriza el concepto de transporte paralelo bajo transformaciones de

Lorentz A%,. Con esto la derivada covariante de Lorentz sera.

V4 + €0) = VAUX)

I,DV‘ = h’r% (1.3.4)
: € €
Va(x® + elf) — V(X + el VO (xF
_ lim (x" + el¥) () + el V7 (X") (13.5)
e—0 €
= I (dV* + 0 V"). (1.3.6)
Por lo tanto la derivada covariante de Lorentz aplicada sobre un vector sera:
DV = (dV* + v, V"2, (1.3.7)

Este operador diferencial que si transforma como un vector bajo el grupo de Lorentz.

DVe = A, DV?. (1.3.8)

Definicion 7. La Derivada covariante de Lorentz satisfard las siguientes propiedades.
1. Regla de Leibniz. D(P AN Q) = DPAQ+ (—1)’P A Q
2. Compatibilidad métrica. Dn,, = 0
3. Derivada covariante de un escalar. Dp = d¢

4. Derivada covariante de un tensor en S O(d — n_,1-)
DPalmamb]...by, — dPalmamb]...bn + wGICl A Pcla2---amblmbn + ...+ wamcm A Pal---amflcmblmbn —

wC]bl A Pa|.‘.amClb2mbn - = wcnbn A Palmambl...b,,,lcn

5. Postulado del vielbein. 9", + w*,e", —T%,e1 =0
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Si bien esta dltima propiedad es exclusiva para la derivada covariante de 1-forma
vectores. Nos permite determinar que tanto la conexion afin I'Y,, como la conexién de
spin w“y, codifican la misma nocion de transporte paralelo.

Por otra parte el imponer la condicién de localidad en las transformaciones de Lorentz
A(x) significa que en cada punto de la variedad p € M@ existe la accién local del grupo
de Lorentz G = SO(d — n_,n_), por lo tanto esto define una nueva variedad llamada
Fibrado principal definida localmente por P = M x G. Anédlogamente al fibrado
tangente o cotangente donde asocidbamos un espacio vectorial para cada punto de la
variedad, ahora asociamos un grupo de simetria a cada punto. En gravedad la variedad
M est4 asociada con el espacio-tiempo y el grupo de simetria G est4 asociado con el

grupo de Lorentz S O(d — n-,1_), cuyo algebra de Lie ® asociado es.

[Jab’ ch] = ndeca - nadjcb + nbc-]ad - nuc-]bd- (139)

Por lo tanto la conexién serd una forma diferencial en el fibrado principal P = M x G

definida como:
1
w = Ewabﬂdx" ®Jup € Q'(P)® 6. (1.3.10)

Estudiando las propiedades de la conexién tenemos que:

Definicion 8. Sea la I-forma conexién de spin w dada por.
(x)ab = w“b,,dx“, (1311)

que transformard como conexion de gauge bajo las transformaciones del grupo de
Lorentz A(x) € SO(d —n_,n_):

@y = N Ay — ApdA°,. (1.3.12)

Podemos considerar las siguientes propiedades de la conexion de spin.

1. conexion libre de torsién &>°° y contorsion k**: w* = O™ + k*

2. Antisimetria: v = —w™

3. conexion evaluada en el dlgebrade SO(d —n_,n-): w = %w”b Jab-

La conexién de spin ™, (x) parametriza el transporte paralelo de los tensores del grupo
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de Lorentz desde el espacio tangente 7,M“ a T ,,,,M?. Donde todas las propiedades
afines del espacio estdn codificadas en las componentes de w®,,(x) que son arbitrarias
e independientes de la métrica. Como ultima observacion, la Ley de transformacion
que sigue la conexidn de spin, podemos interpretar la conexioén de Lorentz como una

conexion de Gauge y por tanto describir la Gravedad como una teoria de Gauge

1.4. Curvaturay torsion

De momento hemos descrito la geometria de una variedad arbitraria en base a la
estructura métrica determinada por el vilbein e y la estructura afin determinada por la
conexién de spin w®. Resulta natural preguntarse a qué corresponderén las derivadas

primeras de estos grados de libertad geométricos.

T = De* = de® + w”pe?, (1.4.1)

Rab = dw“b + (L)ac(l.)cb. (142)

La primera ecuacién determina la 2-forma torsion 7¢ y la segunda la 2-forma
curvatura o curvatura de Lorentz R“,. Estas formas diferenciales son sumamente
importantes, tanto asi que llevan por nombre las Ecuaciones de estructura de Maurer-
Cartan.

Ahora podemos preguntarnos qué pasa con las derivadas de segundo orden:

DT® = D*¢" = R A €°, (1.4.3)
DR%, = 0. (1.4.4)

Estas ecuaciones corresponden a las identidades de Bianchi. La primera identidad es
general para la segunda derivada covariante de cualquier vector de Lorentz D*V¢ =
R, V", La segunda identidad establece que la curvatura de Lorentz es compatible con la
derivada covariante de Lorentz. Ambas juntas nos permiten concluir, que no existen
formas diferenciales en funcion de derivadas a orden superior del vielbein o la conexion
que nos entreguen mds informacioén geométrica de la variedad.

Recordando que la conexién se puede separar en una parte con torsién y otra libre de
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torsién (1).” Entonces la curvatura y la torsién pueden ser escritas de la siguiente forma:

T = k% A€, (1.4.5)

R = R + DK%y + K% A K. (1.4.6)

Para un estudio mds profundo de formas diferenciales recomendamos revisar el libro de

M. Nakahara, Geometry topology and physics [30].

“Donde la contorsién k*’ codifica los grados torsionales.
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Capitulo 2

Gravedad en una geometria

Riemann-Cartan

Relatividad General establece que la gravedad es una interaccion entre la geometria del
espacio tiempo, como una variedad d = 4 dimensional y el contenido de energia en él.
Esto mediante el Lagrangiano de Eintein-Hilbert con ecuaciones de segundo orden para
la métrica g,,, covariante bajo transformaciones generales de coordenadas, localmente
compatible con las transformaciones de Lorentz y libre de torsion.

En esta seccidn construiremos un lagrangiano en el lenguaje de formas diferenciales,
manteniendo los principios de covariancia ante transformaciones generales de
coordenadas y localidad en las transformaciones de Lorentz, segin lo mostrado en
las referencias [31, 32, 33].

La modificacion respecto a Relativiadad General estandar serd relajar la restriccion de
torsion nula. Veremos como esta tltima hipdtesis naturalmente nos hard considerar a la
metricidad y afinidad como campos con dindmica independiente, entregando ecuaciones
de movimiento de primer orden para los campos fundamentales, el vielbein y la conexioén
de spin.

Entonces, para construir un principio de accién con formas diferenciales tenemos los
grados de libertad métricos e = e“,dx* y de forma independiente los grados de libertad
afines w® = w™ ,dx*. Luego, las ecuaciones de estructura 2-forma Curvatura (1.4.2) y
la 2-forma torsion (1.4.1). Por dltimo recordemos a los tensores invariantes la métrica
de Minkowski n,,, de signatura n = {—, +,+, +} y el simbolo de Levi-Civitaen d = 4

dimensiones €,,.4. Asi para d = 4 solo se pueden escribir seis 4-formas escalares que
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satisfacen los principios anteriormente planteados.!

R A Ry, (2.0.1)
€pcaR™ A R, (2.0.2)
T“AT,, (2.0.3)
R Ae, A ey, (2.0.4)
€arcaR™ N e A€, (2.0.5)
Eapea€® N €' A €€ A €. (2.0.6)

Los primeros cuatro términos definirdn los siguientes tres invariantes topoldgicos:

Puay = f R™ A Ry, (2.0.7)
M®

Ew = f €acaR? N R, (2.0.8)
M®

NY = (T AT, —R® Ae, Aepy), (2.0.9)
M®

correspondientes al invariante de Pontryagin $,, el invariante de Euler &y, y el
invariante de Nieh-Yan NY respectivamente. Estos candidatos a lagrangiano son
invariantes topoldgicos, dado que, al ser variados respecto a los grados de libertad {e, w}
pueden ser escritos como derivadas totales. Por tanto no contribuiran a la dindmica de
los campos en la variedad M™, sino que solo entregarén condiciones de borde en dM™.
Por lo tanto, el lagrangiano de Einstein-Hilbert con constante cosmolégica Lgy =
Lru(e, w) sera.

Leu(e,w) = L 1eabw,R"b A€l A et — lAeabcde“ NN (2.0.10)

cky \4 4!

Por ultimo, para tener un lagrangiano total que modele la interaccion de la geometria
del espacio tiempo con el contenido de energia debemos considerar un lagrangiano
de materia £, en nuestro principio de accién. Este lagrangiano modela el contenido
de energia que interacciona con la geometria del espacio tiempo, por tanto debera
ser dependiente de los campos de materia del modelo estandar ¥. Con lo cual, el

lagrangiano total de la teoria Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK) deber4 ser de

nvariacién ante transformaciones de Lorentz locales
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la forma £ = Lgy(e, w) + L, (e, w,¥). Por tanto el principio de accion sera.

1 1 1
S, w,¥)=— f —€edRP N €€ A e — —A€peae® A e” A e A el + cksLy(e, w, V).
cky Jyo \4 4!

(2.0.11)

Segtin el principio de minima accidn las ecuaciones de campo quedan determinadas

por.
oS = f oL=0= (2.0.12)
M@
0.,L(e,w) = Lle+de,w)— Lle,w) =0 (2.0.13)
0uL(e,w) = L(e,w + 6w) — L(e,w) =0 (2.0.14)

Variando el lagrangiano de materia respecto al vielbein y la conexién de spin tenemos

que

1
0L =—=xT4 A 5ed, (2.0.15)
c

1
85,L, = —2—6w“b A %0y, (2.0.16)
C

donde 7% = 7“,dx* es la 1-forma de tensor energia momentum relacionado con la
densidad de energia de la materia bariénica y o> = o ,dx* corresponde a la 1-forma
tensor de spin relacionado con el spin de la materia fermidnica.

Por tanto las ecuaciones de campo para el vielbein e y la conexién de spin w serdn.

1 1
5ea,,a,Rab A e — gAem,e“ Ael A e =kyx Ty, (2.0.17)

€ncaTC N €h = kg % 0 gp. (2.0.18)

En este punto podemos mencionar porque esta notacion para la gravedad es conocido
como formalismo de primer orden, al tener ecuaciones de campo que son de primer
orden en los campos e y w.

Para llevar estas ecuaciones a una notacién un poco madas usual. Consideremos

la definiciéon del vielbein y la conexién de spin junto al siguiente conjunto de
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transformaciones a la base coordenada.

1

R = EeaaebﬁRaﬁwdx” A dx’,
1

T = EejT”de“ Adx’,

T =e T, dx",

o = et el #a’lﬂydx".

Podemos reescribir las ecuaciones de campo (2.0.17) y (2.0.18) en la base coordenada’:

1
R, — ERg”V + Aguy = KaT iy (2.0.19)

T4, — 68 TF  + 6, TPy = Ke0 s (2.0.20)

donde la primera ecuacion es andloga a las Ecuaciones de campo de Einstein en una
geometria de Riemann-Cartan. Luego la segunda ecuacién es una ecuacion algebrdica
para la torsion. Esta ecuacion implica que la torsion serd un campo localizado en la
fuente de dicha torsion.

Es sencillo demostrar que estas ecuaciones se pueden reescribir como:

1
Ry = Agu + Ky (7‘W - ng,‘T/lA), (2.0.21)
1
T, = Ky [aﬁw + E(oﬁpﬂaﬂv - oﬁpv(sﬂ,,)] : (2.0.22)

A modo de sintesis notemos que las principales caracteristicas de la teoria ECSK son.
= Depende de dos campos independientes, el vielbein e y la conexién w.

= Posee ecuaciones de primer orden para la contorsién y de segundo orden para el

vielbein.
= Trivialmente invariante bajo difeomorfismo de coordenadas.
= [nvariante bajo transformaciones locales de Lorentz.

El hecho que metricidad y afinidad sean campos independientes es consecuencia de
relajar la restriccion de torsion nula. Siendo esta la principal diferencia entre la teoria
ECSK y Relatividad General estdndar. Estableciendo a la teoria ECSK como buen

candidato para teorfa de gravedad.

Para mas detalles del calculo revisar Apéndice B.
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2.1. Tensor de torsion

Como ya vimos en la teoria ECSK, la curvatura R y la torsién 7¢ tienen el mismo
estatus en la jerarquia de la geometria. Por tanto seglin una perspectiva tedrica no existe
ningun argumento s6lido para imponer la restriccion de torsién nula 7¢ = 0, si bien
es una hipdtesis util para que la teoria de gravedad sea sencilla. No obstante, no es un
argumento suficiente para imponer dicha restriccion.

Debido a esto el principal objetivo de la presente investigacién consiste en extender
la fenomenologia de ondas gravitacionales sobre una geometria de Riemann-Cartan,
especificamente en la teoria ECSK. Para esto desarrollaremos ciertas propiedades que
posee el tensor de torsion.

La primera serd general para todo tensor de Rango 3 con una antisimetria en 2 indices
T, =T, -TY, = - (rﬂw - rﬂw) =-T%, (2.1.1)

segln [34] podra descomponerse en 3 componentes, cada una irreducible globalmente

bajo el grupo de Lorentz.

2 1
Taw = 3T = Ta) + 30V = g0 V,) + Vigleywp . (2.1.2)

La contribucio6n tensorial 7, es dada por

1 1 1
7~/1/1v = E(T/lyv - Tu/lv) + g(gwl(vu + gv;z(vﬂ) - gg/ly(vv- (213)
Contribucién vectorial V,:
V,=T". (2.1.4)
Por dltimo la contribucién axial A? es dada por
[
AT = —€" T . (2.1.5)

6
Esta descomposicion satisface las siguientes propiedades:

Definicion 9. La descomposicion de un tensor de rango 3 con 2 indices antisimétrico
en una componente tensorial T, vectorial ‘V,, y axial A® satisfard las siguientes

propiedades:
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1. T/lyv = J v
2. Tfl}“’ + Tv/l,u + 7;”,1 =0
3. ‘7'/1/1,, =0

4. T/m# = 0

2.2. Operadores diferenciales en una geometria RC

Para analizar la influencia de la torsion en la propagacién de la polarizaciéon de Ondas
Gravitacionales. Estudiaremos la generalizacion de la Identidad de Weitzenbock.

Por lo cual deberemos estudiar algunos operadores diferenciales introducidos en
[26, 25], los operadores de onda de Beltrami Oy y el de De Rham 0O, la identidad de
Weitzenbdck y con esto definir las generalizaciones a una geometria de Riemann-Cartan.
Hasta el momento hemos definido los siguientes Operadores diferenciales. La derivada
exterior d (1.1.77)°, la derivada covariante de Lorentz D (1.3.2) y el operador
contraccion I, que podemos escribir en la base ortonormal segiin (1.1.85). Ademas La

generalizacion para g-indices I,,. 4, puede definirse como:

Definicion 10. El operador 1,,..q, S€Td Un mapeo.
Liy.a, : QP (M) - QP(MY), (2.2.1)
definido por.

Liya, = (=D PPV s (0 A A ey, A (2.2.2)

Y la derivada de Lie sobre tensores arbitrarios £,7##»,, , . es definido por (1.1.86).

Ahora definamos el operador codiferencial d'.

Definicion 11. La coderivada exterior serd un mapeo tal que:

d Q"M% - QP (M9, (2.2.3)

3una forma del tipo a = df es conocida como una forma exacta
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d' se define en funcion del Dual de Hodge y de la derivada exterior.

d’ = —(=1)PD¥- s (d « . (2.2.4)

Ahora podemos comenzar con las generalizaciones a estos operadores diferenciales

clasicos a una geometria de Riemann-Cartan.

Definicion 12. Sea la generalizacion de la coderivada covariante un mapeo:
Df : QM) — Q"7 '(M?), (2.2.5)
definido por
D* = -I"DI,. (2.2.6)

Luego una generalizacion para la Derivada de Lie.

Definicion 13. Sea la derivada de Lie para p-formas un mapeo
D, : QM) - Q" (M?) (2.2.7)
definida a partir del operador contraccion 1, y la derivada covariante de Lorentz D.
D, = {1,,D}. (2.2.8)
Se pude escribir como:
D, =e'Vy+ 1,Tp N (2.2.9)
En el caso libre de torsion, tendremos

D, =el'V,. (2.2.10)

Es importante mencionar que los operadores {D, I,, D} satisfacen un superalgebra
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determinado por:

{I,,D} = D,, (2.2.11)
{L, I} = 0, (2.2.12)
{D,D} =2D?, (2.2.13)
Lo, Dy = =T 1L, (2.2.14)
[D, D] = D*I, — 1,7, (2.2.15)

[D,, Dy] = LpD* + D*Ly, + I,D*1, — I,D*I, — (DT AL + T D,).  (2.2.16)

En este superalgebra abierta los operadores /, y D tienen un comportamiento fermidnico
y D, tiene un comportamiento bosénico. Ademas resulta siper ttil no solo para el
estudio de ondas gravitacionales si no que para cualquier campo que se propague como

onda escogiendo una conexién de gauge adecuada A = A’,J; ® dx*.

2.3. Operadores de onda en una geometria RC e
Identidad de Weitzenbock

Para estudiar ondas lo mas comin es hacerlo en el espacio tiempo plano donde estd
debidamente definido el operador de onda o d’Alambertiano O = §,0". No obstante
esto aplica para tensores en la base coordenada.

Si queremos estudiar formas diferenciales en la base ortonormal existe el operador de

De Rham Oy3.

Definicion 14. Sea el operador de onda de De Rham un mapeo.
Our : Q7MY — QP(MY) (2.3.1)
definido mediante la derivada exterior d y la coderivada exterior d'.

Ok =dd" +d'd. (2.3.2)

Ademais del operador de Beltrami Op
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Definicion 15. Sea el operador de onda de Beltrami un mapeo.
Op : QP (M?) — QP(MY) (2.3.3)
Definido mediante la derivada covariante libre de torsion en la base coordenada %ﬂ.

Op = —V*V,. (2.3.4)

Estos operadores coinciden para O0-formas, pero difieren en general para p-formas. Dada
una p-forma, la diferencia entre el operador de De Rham y el operador de Beltrami es

conocida como la Identidad de Weitzenbock:
O = O0p® + (R, A I'D). (2.3.5)

En este punto existen 2 observaciones importantes. La primera es que estos operadores
no poseen informacién alguna de la estructura afin. Por lo tanto los operadores de onda
solo dependen de la estructura métrica. Debido a esto, el lado derecho de la dltima
ecuacion solo dependerd de la curvatura de Riemann R%, y la conexion de Christoffel
IO”W, no dependera de la torsién. La segunda observacion corresponde al hecho que el
operador de De Rham no es covariante cuando se aplica sobre p-formas evaluadas en el
algebra de Lie asociada al grupo de Lorentz S O(d — n_, ).

Para que el operador de De Rham sea covariante para p-formas con indices libres de
Lorentz, fue generalizado sobre una geometria de Riemann-Cartan en [26], donde la
torsion termina contribuyendo a esta generalizacion del operador de onda y, por tanto, a
la identidad de Weitzenbock.

La generalizacion presentada en [26] del operador de De Rham serd conocida como el

operador de Lichnerowicz-De Rham generalizado, m, .

Definicion 16. El operador de onda generalizado de Lichnerowicz-De Rham serd un

mapeo.
w0 Q7MY — QP (MY). (2.3.6)
Definido mediante la derivada covarinte de Lorentz D y la coderivada covariante D",

m,x=D'D+ DD (2.3.7)
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Luego la generalizacién del operador de Beltrami.

Definicion 17. Sea generalizacion del operador de Beltrami un mapeo.
m;: QY (M) > QP (M?) (2.3.8)
definido mediante la generalizacion de la derivada de Lie D,,.
m; =-DD,. (2.3.9)

Por lo tanto la generalizacién de la Identidad de Weitzenbock seré.

Definicion 18. La generalizacion de los operadores de onda de Beltrami y Lichnerowicz-

De Rham satisfacen la siguiente generalizacion de la Identidad de Weitzenbick.

W,z =W, + DI (2.3.10)

Recordemos que el término D? es proporcional a la curvatura de Lorentz R%;. Por lo

tanto esté en funcién de la contorsién k%, y por ende de la torsién T¢ = k%, A €.
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Capitulo 3

Ondas Gravitacionales sobre una

geometria RC

Como ya mencionamos Newton se percatd de una anomalia en su teoria de la gravitacion.
Ya que, en ésta existia un comportamiento de accion instantdnea a distancia. Debido
a que segun la teoria Newtoniana de la Gravedad, dos masas separadas a una gran
distancia experimentan una fuerza atractiva de efecto instantaneo.

Newton tuvo la humildad de asumir que su teoria era un modelo insuficiente de la
gravedad al tener la genialidad de ser el mismo quien se percatara de esta anomalia y de
ahi la paradoja sobre la desaparicion del sol.

Si hipotéticamente desapareciera el sol junto su campo gravitacional, segun la teoria de
Newton, todos los planetas y cuerpos bajo su influencia gravitacional comenzarian a
moverse en linea recta simultdneamente hasta que otra fuerza los obligue a cambiar su
estado de movimiento. Esta accion instantdnea a distancia inquietaba a Newton por
que la propagacion de la Gravedad no estaba debidamente definida en su teorfa.

Por 200 afios se buscaron sin éxito teorias de gravedad con la propagacion del campo
gravitacional debidamente establecida. Hasta que Einstein dio con la solucién definiendo
una teoria de Gravedad compatible con los principios de la relatividad especial,
extendiendo el principio de equivalencia. Modelando el campo gravitacional como
la geometria del espacio tiempo, parametrizado mediante el tensor métrico g,, cuya
dindmica queda determinada por las ecuaciones de campo de Einstein.

Una de las primeras soluciones analiticas llegé de manos del propio Einstein en el
afio 1916 [35] quien estudiando las ecuaciones de campo de la Relatividad General se

dio cuenta que existen perturbaciones de la geometria del espaciotiempo las cuales se
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propagan con una velocidad finita. Esto significa que segtin Relatividad General las
perturbaciones de la geometria del campo gravitacional, se propagaran a la velocidad
de la luz.

Ante la paradoja de Newton, segin RG, si el Sol desapareciera la tierra no lo sentiria
hasta aproximadamente 8.3 minutos después, tiempo consistente con la velocidad del
campo gravitacional equivalente a la velocidad de la luz. De esta forma RG resuelve la
anomalia sobre la accion instantdnea a distancia.

La discusién respecto a si la solucién de ondas gravitacionales era un resultado
fisicamente o real o no. Fue un intenso debate que duro practicamente el mismo tiempo
que tardé en encontrar la primera medicién de un patrén de ondas gravitacionales
producto de la colision de un sistema binario de agujeros negros, evento medido por el
observatorio LIGO [1].

No obstante mds sorprendente ain fueron las mediciones de los eventos GW17817
y GRB170817A correspondientes a la radiaciéon gravitacional y electromagnética
de la fusién de un sistema binario de estrellas de neutrones. [2, 3]. Constituyendo
el primer contraste experimental entre la radiacion gravitacional con su contraparte
electromagnética. Restringiendo fuertemente las modificaciones posibles a RG, ya que,
cualquier teoria fisicamente consistente debera ser compatible con el hecho experimental
que la radiacién gravitacional y la electromagnética se propagan a la misma velocidad.
En el presente capitulo analizaremos la solucion de onda plana en RG estdndar, luego ver
la extension del estudio de perturbaciones en una geometria de Riemann-Cartan. Para
posteriormente mostrar como mediante el estudio de la generalizacion de la identidad
de Weitzenbock y el andlisis eikonal de los operadores de onda generalizados podemos
ver como en el orden dominante la teoria ECSK es compatible con las mediciones
actuales y en el orden subdominante establece influencia de la torsion en la propagacién
de la amplitud y polarizacion de las ondas gravitacionales.

Comenzamos linealizando las ecuaciones de campo de Einstein.

8 o 1 o 81G

GIJV = RIJV - ng,R = 7T#V. (301)
Notemos que la solucion de esta ecuacion es la métrica la cual dependerd no linealmente
de la constante de acoplamiento de Newton G y del tensor de energia momentum 77,
que supondremos conocido, tal que g, = g, (22 T,,)

Dado que |G| < 1. Podemos utilizar G como parametro perturbativo. Tal que segin la
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teoria de perturbaciones podemos perturbar la solucién en potencias de G
8w = 8w + My, (3.0.2)

donde g, serd la métrica del fondo o background y 4, serd la perturbacion de médulo
lh.| < 1. La perturbacion queda definida mediante una serie de potencias de G.

— 4 @ (n)
by =l + )+ o+ By,

(3.0.3)

donde hfﬁ,) ~ O(G"). Considerando como métrica del background la métrica de

Minkowski g,,, = 1, la expansion a primer orden de la métrica sera.

Suv = Ty + H) (3.0.4)

uy

cuya inversa satisface que gt'g,, = 6*,. Por lo tanto la inversa de la perturbacién g’(llv) es.
v _ _udovpp () _ v
gfl) = -n"n"hy, = —h,, (3.0.5)

en donde, para subir y bajar indices, usaremos la métrica 1, dado el espacio tiempo
globalmente plano de fondo. Con estas propiedades de la métrica podemos expandir los
simbolos de Christoffel, la curvatura, el tensor de Ricci, el escalar de Ricci, el tensor de

Einstein y el tensor de energia-momentum.

M, =10, + 7@ 4 i (3.0.6)
Ry = RV 0y + ROP + o+ ROV (3.0.7)
R, =R)+RY) + ..+ R, (3.0.8)
R=RY +R® 4+ ..+ R™, (3.0.9)
G =G+ G+ ...+ G, (3.0.10)

Las expresiones proporcionales a la curvatura y la conexién de Christoffel tendran
expansiones desde términos a primer orden en teoria de perturbaciones. Debido que,
al estar perturbando en torno a un background plano con un sistema de coordenadas
constantes los términos a orden cero I, = RO, = RY) = RO = G) = 0 son

nulos. Por otra parte el tensor de energia-momentum también puede ser expandido:

— 7O L 70 L TOQ ()
Ty=T,+T,+T,+..+T,/. (3.0.11)
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El término a orden cero corresponde a la materia uniformemente distribuida en el
espacio tiempo plano. De esta forma el esquema perturbativo sobre las ecuaciones de

campo sera

oo 87G
6w = =210, (3.0.12)

Resolviendo a primer orden tendremos que,

fxﬂv = fm)llv’ I‘ép# = 1°gp(1>w, I‘éw = RI(}V) (3.0.13)
o o o . 887G 8nG

_ p —_ _ 0)
R=RO, G =GO, ~ T =~ T4, (3.0.14)

donde IO"M)W, RPD s Rf}v) RO, Gf}v) a primer orden en G serdn:

. 1
0, =2 (8,12 + 8,m' D, = 0'hD,,), (3.0.15)
o 1

RO, =5 (020,h°V, = 0:20°1SY) = 8,0, ) = 8,0°hy)). (3.0.16)

o 1 (1
R =5 (020,h" D, = 0,0 = 8,0,h"V - 8,0'h). (3.0.17)
RV = 3"9'h) — on, (3.0.18)

ey 1
G =3 |0.0'h8)) +8,0'h}} - 8,0,h" — Oh — 1,0*0"R}) - m,, 0] (3.0.19)

Por economia de la notacién y como todas las cantidades relevantes depende de 7, y

AV ,,. Utilizamos

A =" hl), (3.0.20)
0 = 7"8,0,. (3.0.21)

(1) _ p()_

Considerando el cambio de variable h,, = hy,) —11,,h" el cual satisface que 2" = -V

y iV = h{}). Resulta evidente que h{) = h{}) + 11whY y por tanto G, puede ser escrito

como

11 e _ _ ]
> [0,0'R%) + 0,0') - 00" 'R}, - R (3.0.22)

) _
G, = >
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Por lo tanto, las ecuaciones de Einstein linealizadas a primer orden en teoria de

perturbaciones son:

- - - - 16nG
(1) A7(1) A7.(1) A7 (1) _ ()
Oh,,) +7w0°0°h,, — 0,0"h,, — 0,0°h,,; = —TTW. (3.0.23)
A partir de que la perturbacion a primer orden del tensor de Eintein G,(}V) satisfara la
identidad de Bianchi, 8”G,(}V) = 0, es simple demostrar que la energia y el momento
serdn consistentemente conservados, *T),, = 0.
Ahora podemos considerar un difeomorfismo infinitesimal & de las coordenadas

XH(H) = ¥ + E(x*), la métrica transformard segun.

, ox' oxP
8w = @@g@(m (3.0.24)
= (6" = 0,EL Sy = 0,E0 ()11 + ) (X)) (3.0.25)
= T + 1)) = 0,60 (x) — 0, (3.0.26)
= N + B (X)), (3.0.27)

donde el difeomorfismo sobre las coordenadas transformard la perturbacion a primer

orden de la siguiente forma:
H () = k) = 0,60 (x) - 0,0, (3.0.28)

La importancia de esta transformacién es que mantendrd invariante el tensor de
curvatura y por tanto las ecuaciones de campo. Estos difeomorfismo corresponden
a las Transformaciones de Gauge para RG de forma que los elementos invariantes
bajo la accién de estas transformaciones, como el tensor de curvatura de Riemann
Ry
Escogiendo el Gauge de Lorenz.

= Ry, y €l de Einstein G, =G

v, Serdn invariantes de Gauge.

IR, =0 (3.0.29)

Dada esta libertad de gauge siempre podemos escoger una transformacion (3.0.28) tal
que se cumpla el Gauge de Lorenz 8”?111(3) = 0, imponiendo que la funcion §,(1]) cumpla
que 0&,) = ORy).

Con esto en cuenta, y aplicando el Gauge de Lorenz, las ecuaciones de Einstein
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linealizadas adoptaran la estructura de la ecuacién de onda inhomogenea
—T0. (3.0.30)

Notemos que linealizando las Ecuaciones de campo de Einstein. En el gauge de Lorenz
las ecuaciones adoptardn la forma de la honda inhomogenea, cuya fuente de onda
gravitacional corresponde al tensor de energia-momentum, cuyas soluciones seran

campos retardados asintéticamente nulos:

_ AG [T, t—|%-¥|/c
W)@ 1) = —— f o | _ O (3.0.31)
¢ ¥ — x|
Por lo tanto, la métrica a primer orden sera:
- 1
gyv = 77/41/ + hl(lly) - Enyvh(l)- (3032)

Por dltimo notemos que en regiones libres de materia la perturbacién fzill‘,) en el Gauge

de Lorenz satisfard la ecuacion de onda homogenea.
ohi,) = 0. (3.0.33)

Como consecuencia pueden existir soluciones propagantes, cuya velocidad de
propagacion es la velocidad de la Luz. En la siguiente seccion estudiaremos la estructura

de esta solucion en el vacio.

3.1. Solucion de onda plana

Consideremos una region libre de materia por donde se propaga una onda gravitacional

plana, paralelamente al eje z, k, = (k, 0,0, k), que satisfara la ecuacion (3.0.33).
R = R(e,ne). (3.1.1)

donde k, es el nimero de onda y ¢,, es el tensor de polarizacion que correspondera
a las direcciones base en las que vibra la perturbacién. Evaluando esta solucién
en la ec (3.0.33) obtendremos la relacion de dispersién k k' = 0. Luego mediante
el Gague de Lorenz y la eleccion de sistema de referencia tendremos la condicion

ek’ =0 = ey = —e3,
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Ahora considerando la condiciéon residual de Gauge podemos escoger una

transformacion (3.0.28) donde fﬁ) sea armonico Dgﬁ) = 0. Podemos elegir
& = —R(ie'e), (3.1.2)

de forma tal que bajo transformaciones (3.0.28) el tensor de polarizacion transformara

segun.
€l = eu — €ky — 6k, + 1,k (3.1.3)
Imponiendo que e’® = ¢! = ¢2 = 0y ¢'!! = —¢’?2, las constantes € seran:
1
e = @(2(300 +e'l +e™), (3.1.4)
1
1 o1
=—e, 3.1.5
€ = e (3.1.5)
1
2 02
=—e", 3.1.6
€ ke ( )
1
e = ﬂ(2e00 —e'l = e?). (3.1.7)

Por lo tanto dada la eleccion de Gauge de Lorenz mds su condicion de Gauge residual,

satisface que e, = 0, por lo tanto A"V = A" = 0. Ademés como /') =0y K'Y =0
u u

se verifica que ¢;, satisface una solucion en el Gauge Transversal sin traza, donde la

transformacion del tensor de polarizacion serda

0 0 0 0 00 0 00 00O
0 e 2 0 01 0 O 0010
et = ¢ ¢ =M +e'? (3.1.8)
0 % -t o 00 -1 0 01 00
0 O 0 0 00 0 O 00 00O

En este Gauge Transversal sin traza, o Gauge TT como suele aparecer en la literatura,
iy - (1 . .
se cumplird que h’/(w) = h,fl(vl). Por lo tanto definiendo las componentes complejas de la

polarizacion en términos de constantes reales.
e = hye, e''? = hye . (3.1.9)

Estas dos componentes linealmente independientes de la polarizacion corresponden a la

amplitud del modo lineal 4, y del modo cruzado A, respectivamente. Por lo tanto la
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perturbacion métrica en el Gauge TT quedara determinada por

00 0 O 0 00O
h;n, = h, cos(kct — kz — ¢,) 01 00 + 2hy cos(kct — kz — pX) 00 10
00 -10 0100
00 0 O 0 00O
(3.1.10)

Por lo tanto el elemento de linea resultante sera.

ds* = dt* — dx® + h, cos(ket — kz — @, )(dx* — dy?) + 2hy cos(kct — kz — @X)dxdy.
(3.1.11)

De esta forma encontramos la solucién de onda plana para las ecuaciones linealizadas
de la Relatividad General. Donde resulta evidente que existen solo dos modos de
polarizacién linealmente independientes. El modo lineal + y el modo cruzado X. Dado
el sistema de referencia que escogimos, fijando el eje z positivo con la direccién de
propagacion de la onda, vemos como las perturbaciones del espacio tiempo se dan en
las direcciones perpendiculares dx,dy a la direccion de propagacién dz. Ademas es
sencillo demostrar que ambos modos de polarizacién independientes difieren por una
fase global de /4, por lo cual es recurrente en la literatura restringirse al estudio de un
modo de polarizacion ya que los efectos del otro corresponderan a una rotacién en /4
del elemento de linea ds.

Para profundizar mas en el estudio de ondas gravitacionales en RG estandar
recomendamos el libro de M. Maggiore. Gravitational Waves: Volume 1: Theory and

Experiments [36].

3.2. Perturbaciones en una geometria RC

Tradicionalmente al estudiar ondas gravitacionales, ya sea en Relatividad General o en
teorias de gravedad modificada, se suelen estudiar las perturbaciones métricas en las

ecuaciones de campo para teorias particulares.

gyv =8t hyva (3.2.1)
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donde g serd la métrica del espacio por donde se propaga una onda gravitacional /4, en
una geometria de fondo g,,,.

En esta seccién estudiaremos perturbaciones a las ecuaciones de Einstein-Cartan
y veremos como se relacionan con los operadores diferenciales generalizados a una
geometria de Riemann-Cartan. Para esto debemos calcular las perturbaciones de los

grados de libertad de nuestra teoria el vielbein y la conexién de spin:

1
%= + 5H“, (3.2.2)
o™ = w® + u®. (3.2.3)

Las perturbaciones métricas o del vielbein son una 1-forma H* = H,e" de componentes

simétricas H,;, = Hy,, luego u® serén las perturbaciones afines.

Recordemos que g,, , estan relacionadas con los vielbeins e“ y ¢“ respectivamente,
8w Y 8u

de modo que

h/lv = guv - guv (324)
= nabéayébv - naheapebv (3.2.5)
1 ' 1
= Nab (e“y + EH“ce‘#) (e“v + EH“dedV) — Nape” e, (3.2.6)
1
=H, + ZHA,,HQ. (3.2.7)

La relacion inversa puede obtenerse mediante una expansion en serie.
HY, =h" —lh“ W, + (3.2.8)
== gyt 2.

Por lo tanto, esto asegura que H,, y h,, parametrizan los mismos grados de libertad
métricos.
Abhora, para estudiar los grados de libertad afin seguiremos el método de la referencia

[37]. Donde la perturbacion de la conexion puede ser separada en una parte con torsion

q® = k" — k“’ y una parte sin torsién it = @* — w®, de la siguiente forma:

u® = o — w® (3.2.9)
= (R + ) = (k™ + &) (3.2.10)
= (0™ — &™) + (R — k) (3.2.11)

=i + ¢, (3.2.12)
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Dado que w® es la conexi6n libre de torsién podemos definir una ecuacién para las

perturbaciones afines libres de Torsion segtin

T = dé* + "y A & (3.2.13)
a 1 a oq °a b 1 b
=dle +§H + (U + ) Ale +§H (3.2.14)
1o . , o1
= EDH“ + Mab Ale + EH (3215)
=0. (3.2.16)

Podemos resolver esta ecuacién para las perturbaciones afines u*’. Expandiendo la

solucién u® en forma de serie de potencias en H:

u = ulf) + uly + O(H). (3.2.17)

A orden lineal la ecuacion sera:

1 1

SDH + My A (eb + 5H") =0, (3.2.18)
1

( —D,H, 5" + 5 °”<1>,,m<sgg’)ec Ae =0. (3.2.19)

Por lo tanto, las componentes deben ser nulas:

1 )
o (1) 0(1)
uahc ach = _DbHac — EDcHab' (3220)
Mediante un par de permutaciones ciclicas y sumando las ecuaciones de forma
conveniente llegaremos a que:

i) - a;;;c DyHue = DoHp, (3.2.21)

abc

i) = —(@bHac D.Hye), (3.2.22)

abc

o (1)
abc

Por lo cual las perturbaciones afines a primer orden seran:

o (1)

donde usamos que it , + i, = 0y la simetria de las perturbaciones afines H,, = Hp,.

0(1) _(DbHac Zo)aHbc)eCa (3223)

Iftfllb) = _E(IHDHa - IbbaHa)~ (3224)
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Repitiendo el mismo proceso podemos encontrar las perturbaciones a orden cuadratico

o (2 2~ ., . o o(1
uib), que estaran en funcién de las perturbaciones a orden lineal uib) .

A 1y o
ily) = gl (DH N H) + = |1 () A HY = L) A HY). (3.2.25)

De momento, solo hemos calculado las perturbaciones afines dependientes de las
perturbaciones métricas. Para encontrar soluciones de las perturbaciones afines
independientes de las perturbaciones métricas introduciremos el tensor de Lorentz

A tal que
U = 1+ g + A = A = U+ V. (3.2.26)

Podemos separar entre las perturbaciones afines dependientes de H, U = U*(H, 0H)

y las independientes de H, V.

U® =% — A% (3.2.27)
Vb = g% 4 AP (3.2.28)

Andlogamente al procedimiento anterior podemos encontrar una ecuacion para el tensor
A% Reescribiendo la conexién de spin libre de torsién como W, = U%,+ A%, +w®, — k.

Asi tendremos que para el caso de torsién cero:

T¢ = de" + "y N & (3.2.29)
a 1 a oq °a b 1 b
=d|e” + EH + (it + ') Ale” + EH (3230)
a 1 a a a a a b 1 b
:d€+§H +(Ub+Ab+wb—/<b)/\e+§H (3.2.31)
:lDH“+U“ /\eb+le+A“/\eb+le—lK“Hb (3.2.32)
2 b 2 b 2 2" " -
=0. (3.2.33)

Imponiendo la siguiente condicién para A®:

1
H AT, - EH” AL(HC AT |+ OH?). (3.2.34)

1 1 1
A N €° + =H?| = kpH? = =1
ab (€ + 2 ) 2Kab 2 a
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Podemos resolver esta ecuacion con el mismo procedimiento anterior expandiendo A,

en serie de potencias en H,
Mg = A) + A2 + O(H), (3.2.35)

cuyas soluciones a primer y segundo orden son

1 ‘ ‘
Asb) = 5 [IaKbc ANH + Ib(Kac A HC)] ’ (3236)
1 1
Afb) =3 w(HE A keg A HY) = 3 [Ia(AE,? A HY) = I,(A\)) A HC] : (3.2.37)

Expandiendo U, en serie de potencias de H:
Up=UY +UD + ...+ O(H). (3.2.38)

La solucién a orden lineal y cuadratico seran:

1
Ul = —E(IGDHb - I,DH,), (3.2.39)
1 1
U2 = gla(DH. A H) = [Iu(U;? AHS) = T,UD A HC] . (3.2.40)

Esta parametrizacion de las perturbaciones afines resulta un poco més general al estar
definida en funcién de la derivada covariante con torsion.

Ahora podemos calcular la perturbacion de la curvatura.

R® — R = da", + @°. A @ (3.2.41)
= d(w™ + u®) + (W' + u) A +Hw? + u®) (3.2.42)
=R + DU + DV® + (U®. + V*. A (U + V?Y) (3.2.43)
= R™ + DU, + DV + DUG + (U“D. + V) A (UG, + V) + O(H?)
(3.2.44)

= R + R}, + RY + O(H"). (3.2.45)

Note que el término a orden lineal sera R = DU + DV“ y el término a orden

1 (1)
cuadritico R = DU + (U“D. + Vo) A (U,

&+ V). Luego, la perturbacién de la
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torsion:

T > T =de* + o A& (3.2.46)

1 1
= d(e” + 5Hf*) + (W% + u’p) A (eb + EHb) (3.2.47)

1 ‘
H AT, - EHI’ AL(HCAT.)|. (3.2.48)

1 1
=T+ Ve A’ + =H|- =1,
b (e 2 ) 2

De este esquema perturbativo el tinico término relevante es R, = DU, + DV®. Debido
que es el unico que contribuird con ecuaciones de segundo orden en las perturbaciones
como es debido para la propagacion de una onda. Por lo tanto, de la perturbacion en las

ecuaciones de campo. Debemos estudiar el siguiente término.

1 ab c
EeabcnR(l) ANef =0. (3.2.49)

Como se mostro en [25] este término contiene a los términos dominantes y
subdominantes en la expansion eikonal. Para mayor detalle del tamafio caracteristico de

este término revisar apéndice D.

3.3. Propagacion de la onda y Expansion eikonal

Para que la onda gravitacional esté bien definida debe existir una separacion entre la
escala con la que varia el background L y la escala con la que varia la perturbacién A'.

Tal que podemos definir el siguiente parametro.

A yi
/T:E«L = €:Z<< 1, 3.3.1)

lo cual significa que la frecuencia de oscilacion de la perturbacion debe ser mucho
mayor que la frecuencia del background. Esto es 16gico, puesto que si la fase de la onda
fuera equivalente a la escala de variacion del background. La onda ya dejaria de ser una
onda y seria un medio. Con esto en cuenta y una estimacion de 6rdenes de magnitud
podemos determinar que todos lo términos dominantes O(1/€*) y subdominantes O(1/¢)

estaran contenidos en el siguiente término de las perturbacion a primer orden de las

"Note que A es la longitud de onda de la onda gravitacional. Ademds, a lo largo del limite eikonal la fase
6 cambiara rapidamente en la escala de la longitud de onda y la amplitud cambiara lentamente a lo largo
de la longitud del background.
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ecuaciones de campo para la curvatura:
—1 Rab ANef =0 3.3.2
9 €aben 1 e . ( e )

Segtin [25] es posible demostrar que las perturbaciones U(H) podemos parametrizarlas

en términos de los operadores diferenciales. Asi la ecuacion (3.3.2) puede ser escrita

como
1 ab c _ 1 m o__
EEabC”R(l) Ne =W, — EnmnW xe" =0, (3.3.3)
donde W™ es definido segun.
w", = IanRE‘f; =0= (3.3.4)
1
Wmn = _E(I"Da@aHm - In[-Z)a’ 'Z)m]Ha) + (InDa - z)nla)vam- (335)

Este operador condensara toda la informacion referente a la propagacion de las ondas
gravitacionales.

Ahora dado que 1 < L podemos aplicar la expansion eikonal. La cual es vilida cuando
la fase 6 cambia en la escala de la longitud de onda 1 y la amplitud cambia lentamente
en la escala del background. Las perturbaciones que satisfacen esta condicion, segtn la

aproximacion eikonal, pueden ser expandidas segtin,

H=¢" ) H,, (3.3.6)
p=0
veb = ¢ ) Vb, (3.3.7)
p=0
donde para p = O tendremos los términos dominantes de la expansién, p = 1

corresponde los términos subdominantes y los términos p > 2 corresponderén a términos
de orden superior que contribuirdn a desviaciones de la dptica geométrica.

Ademis el término dominante de las perturbaciones métricas I, = ¢P, donde ¢ sera
la amplitud y P* = P%, A e’ la 1-forma de polarizacion.

Por lo tanto, la expansién eikonal del operador W, seré.

1 . . ]
Won = _E(InDaZ)a(ew]Hm) - In[Dm Dm](elO]Ha)) + (In@a - Dnla)(elgvam) =0.
(3.3.8)
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Por lo tanto, considerando la 1-forma ndmero de onda k = d6. Podemos factorizar las

exponenciales de cada término de la ecuacién anterior utilizando el super dlgebra de
operadores diferenciales (2.2.11)-(2.2.16).

L,D,D(e"H,,) = e(=k*H,,, + iRk*Tpe, 1, + 2k°D,H,,,, + Dk H,) + [,D,DH,),

(3.3.9)
LDy, D1 H) = (1,[D,, D, JH* = iT 1,k H",), (3.3.10)
(1, Dy — Dl )€V, = Gk Vamn + Man Vi) + 1DV, — DIV, (3.3.11)

Por lo tanto la ecuacion (3.3.8) podra ser rescrita como:

W%n:e”{%ﬁﬁgn+%@m} (3.3.12)
+w”«%®xﬂ&m+k“Z%Hm+7@ﬁﬁm+%ﬂmﬁﬁn—@@m+nMVWSD}
(3.3.13)

—0 (3.3.14)

En la expansion eikonal las perturbaciones seran de orden Hf |, V' ~ €” y por tanto los
términos dominantes del operador W,S}n) serd de orden O(e72) y el término subdominante
W,(,}n) serd de orden O(e™!). Asi estudiando el orden de magnitud de los siguientes

términos:

k~ =, 3.3.15

Ie ( )
11

k~ = 3.1

Ok ~ 75— (3.3.16)

De esta forma podemos separar la ecuacién (3.3.13) en términos dominantes y

subdominantes W,,, = ¢?(WY) + W), segtn

1
mﬂ:iﬁﬁgzo, (3.3.17)
1 1 1
Wi = Leng - i(iz)akamggg A DT, B, + AT, B, — (VO 4 nanvf,?gC)D ~ 0.

(3.3.18)

Para mayor detalle revisar Apéndice C.
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Analizando el orden dominante de la expansion eikonal vemos como la relacién de

dispersion es equivalente a la expresion de Relatividad General:
kk* =k, k" = 0. (3.3.19)

Considerando que el nimero de onda es proporcional al vector tangente de la geodésica

Kk oc X o g4,
dn

1dx* 1
K'= —— ==t 3.3.20
dyp 2 ( )

La derivada direccional sera

2y?2 . u v
aX @ dX dX):o. (3.3.21)

+IM,—
dn? " dn dn

Las ondas gravitacionales y la radicacion electromagnética se propagaran no solo en
la misma trayectoria que la luz, sino que, también a la misma velocidad para una
misma fuente’. Estos resultados son sumamente importantes, ya que estas relaciones
son compatibles con las mediciones realizadas por LIGO, VIRGO y Fermi [4, 5].
Imponiendo fuertes restricciones sobre las familias de teorias torsionales, ya que la
trayectoria y la relacion de dispersion para la propagacion de una onda gravitacional
serd equivalente a Relatividad General independiente de la torsién del espaciotiempo.

Ahora, cuando analizamos el orden subdominante de la expansién eikonal, tenemos que

1
(—@ak"ﬂfgg + K

1
Da]H(O) TbanIH?O)m + _Tbam]H?O)n - (V(O) + Uanqu?gc)]) = 0. (3322)

2 mn 2 amn
Definiendo ‘H,,, = ]Hi,?,)L = ©Pun, Vo = 7-(521),1, y descomponiendo en una parte
simétrica.
11) k“H,p+
2 a mn
1 1 b 1 b
+ ka z)a?-{mn + = Tban + _Tabn 7‘{ m + Tbam + _Tabm 7{ n -
2 2 2
1
- kai((vamn + (Vanm + nan(vmcc + nam(vncc) = O (3323)

3Dadas las mismas condiciones iniciales.
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Luego, la parte antisimétrica

1 1 1
Ekd [(Tban - ETabn) 7‘{bm - (Tbam - ETabm) 7‘[bn - ((Vamn - (Vanm + nan(VmcC - nam(Vncc) .

(3.3.24)
Tomando la traza de (3.3.24) es facil mostrar que
1
Vol = Z(T%ﬂ%bn — TpuH"?). (3.3.25)

Haciendo permutaciones ciclicas de esta tltima relacidn, de forma andloga para cuando

calculamos las perturbaciones afines, encontramos la siguiente solucion,
1
Vumn = E(Pu[mn] - IPm[(m] + IPn[ma])a (3326)

donde P seré.

1 1
IPa[mn] = (Tban - ETabn) 7'(bm - (Tbam - ETabm) ﬂbn"'

1 .
+ Z[nam(chbq_{bn - qunq_{INI) - nan(Tchﬂbm - qunq_{pq)]' (3327)

Remplazando estas tltimas dos relaciones y el gauge de Lorenz en la ecuacién (3.3.23),

obtenemos la siguiente ecuacion,

0, (3.3.28)

1 1
EDakaq_{mn -k (Z)cq_{mn + EM:mn)

donde M}  es determinado por:

cmn

cmn

1 1
M+ = 2Tbcn + E[chn + Tnbc]) 7_{bm + (ZTbcm + E[Tbcm + Tmbc]) 7_{bn'i'

1 1
+ Enmnqucwpq - Z[nmnszc - (Tmnc + Tnmc)]q_{ (3329)

La ec (3.3.28) codifica la propagacion anémala de la amplitud ¢ y polarizacion P,

mediante las perturbaciones H,,, = ]HE,?,), = @P.
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3.4. Propagacion anémala de la amplitud

Segtn [38], podemos definir el nimero de rayos de ondas gravitacionales como J =

¢©’k,e?, cantidad que en la Relatividad General estdndar es conservada:
V.= 0. (3.4.1)

No obstante, en la teoria ECSK esto cambia. Analicemos esta influencia de la torsion.
Al calcular la derivada de la densidad de corriente en la teoria ECSK podemos separar

entre la contribucién con torsion y la sin torsion.

DI = 1L,DI" + Lk J (3.4.2)
=DJ" + K I (3.4.3)

Por lo tanto, usando «%,. = T%,., la derivada libre de torsion con los indices contraidos

sera

o

DJ =D, J =T J". (3.4.4)

La amplitud serd un escalar real ¢, mientras que las componentes de la polarizacion
P,,, son complejas y normalizadas. Ambas cantidades estdn definidas y relacionadas en

la perturbacion a orden dominante,
HY) = Hyn = @Pyuns (3.4.5)
donde es evidente que H,,,H"™" = ¢*. Con estas relaciones en mente podemos calcular
K Dup* = kD Hy H™ + H" k"D Hy = 0. (3.4.6)
Considerando la ec (3.3.28)

1 _ _ 1 -
k“D,p? = —E(Dak“?{mn + KM YH™ — Eﬂm"(Dak“Wm,, + KM ) (3.4.7)

amn amn

|- }
= —D, k" — E1<“(M+ H™ + H™M ) (3.4.8)

=0, (3.4.9)
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donde hallamos que

Dkp* = D,J* = —%k“(M;mnwm" + H™M? ). (3.4.10)
Evaluando (3.3.29) y definiendo IT*’ por
[ = % 3(P“PL + PPy — (PP? + P°P) + %Ppnab , (3.4.11)
laec (3.4.10) sera
DI =TT o JC. (3.4.12)

Finalmente, la derivada covariante para el nimero de rayos libre de torsion, ec (3.4.4),

€S

DI = T, J¢ — T J¢ (3.4.13)
= ([ — )T e J . (3.4.14)

Esta relacion pude ser interpretada como la no conservacion del nimero de rayos de
onda gravitacional. También estd relacionada con el flujo de patrones de ondas en cierto
elemento de volumen. No obstante como la densidad de corriente J es proporcional a la
amplitud ¢, la amplitud serd amortiguada o amplificada por influencia de la torsion.
Para encontrar potenciales efectos de la torsién en las ondas gravitacionales. Podemos
considerar dos etapas principalmente: la emision y la propagacién. Estudiaremos el
caso de torsion débil, lo que significa que el proceso de emision serd equivalente al
de RG estdandar. Pero el proceso de propagacion de la amplitud tendrd desviaciones
respecto a las relaciones de RG.

Para parametrizar estas desviaciones respecto la teoria estidndar consideremos el

siguiente ansatz:
Am=mn) = =% (3.4.15)

Por lo tanto, considerando como condicién de borde que al momento de la emisién la

amplitud coincida con la relacién de RG estandar ¢(179) = ¢, y ademas considerando
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N, = (I1" — g™)T,,,,, la ecuacion para la propagacién de la amplitud serd:

V(¥ k) = N, J*, (3.4.16)
V(P + eV (M) = N, e @2, (3.4.17)

Dada la conservacion de rayos en Relatividad General %ﬂf“ = %ﬂ((ﬁzk/‘) = 0. Ademas

.. 1
de la proporcién kt = 14X

= 3 %an» 1a ecuacion se reducird a

de?Am _N ZAdX/t

= , 3.4.18
dn ue dn ( )
dA(m) 1 _dXx*
— ==-N,—. 3.4.19
dn 2" " dn ( )
Esto nos permite la integracion de forma directa,
I dx*
A(m) = = dnN,—, (3.4.20)
2 Jn dn

con lo cual, la solucién para la propagacion de la amplitud en un espaciotiempo con

torsion es:

p() = e T DG (3.4.21)
(7 dx+] ,
:exp[5 f AT = )T | 8. (3.4.22)
o

Vemos que la propagacion andmala de la amplitud dependera de la métrica, la torsién y
la polarizacion mediante el tensor II*”. No obstante, en el limite 7),,, = 0 la relacion

retornara al caso de Relatividad General estandar.
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3.5. Propagacion anémala de la polarizacion

Evaluando H,,, = ¢P,,, en la ec (3.3.28) tenemos que.

1 1

5(Z)alc“)gapmn + KDy (QP) + Ek"M;mn =0, (3.5.1)
1 1 1

KD.P,, + — (k“(l)ago) + —cp(Z)ak“)) P+ —k*M, =0, (3.5.2)
@ 2 2¢
1({1 1 N

KD Py + — | =—(DoJ*) | Py + —k*M? =0, (3.5.3)
v \2¢ 2¢

kKD.P,, + lnabTabckC P, + ik“M;mn =0, (3.5.4)
2 2¢

c 1 c ab 1 +

KDPpy + =k |TIT e P + — M, | = 0. (3.5.5)
2 2¢

ab _ °.ab b : . . ., L
- s
Recordando que w W™ + «“°, la derivada covariante de la polarizacion sera
7 B b
Dcpmn = Dchn + KnbcP mt KmbcP ne (356)

Por lo tanto, la ecuacion para la propagacion de la paralizacion deberia ser

2 cmn

o 1 1
Z)cpmn = _Ekc [HabTabCPmn + _M+ ] - KnbcPBm - Kmbchrr (357)

Evaluando el término M,

" Y escribiendo en la base coordenada, la ecuacidén para la

propagacion de la polarizacion sera
A _ lk/l po 1 o
k V/IP,uv - _5 I1 po-/lev + Ta'/lv - E[T/lcrv + Tva'/l] P ;1+
1 o 1 Telon 1 o
T(J'/lu - _[T/lO'u + T,u(r/l] P v T Egvapole - _[guvT ol — (Tywl + Tv,u/l)]P .

2 4
(3.5.8)

En RG estdndar las polarizaciones se propagan paralelamente sobre una geodésica
nula k'V ﬂbw = 0. No obstante, en un espaciotiempo con torsion, la propagacion de
las polarizaciones serdn influenciadas por la torsion. Encontrar soluciones particulares
de esta ecuacion, que modelen escenarios astrofisicos potencialmente medibles es el
objetivo principal este andlisis fenomenolégico de la incidencia de la torsion en las
ondas gravitacionales.

Para esto describiremos por completo las propiedades de la polarizacién En el Apendice.
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En la siguiente seccion analizaremos el comportamiento para la polarizacién de una
onda gravitacional en una geometria de Riemann-Cartan, considerando fuentes de onda

fermionicas.
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Capitulo 4

Efecto Faraday-Cartan en la

polarizacion de una onda gravitacional

En este capitulo estudiaremos la propagaciéon anémala de la polarizaciéon de GWs,
buscando soluciones a la ecuacién (3.5.8). Para ello, comenzaremos utilizando la
descomposicion (2.1.2) sobre (3.5.8), de manera que podamos concentrarnos en el caso
de torsidn axial, donde la ecuacidn se reduce a una ecuacion lineal facilmente integrable.
En el marco ortonormal, analizaremos primero la propagacion de la polarizacion en
RG estandar, para luego generalizar al caso con torsidon débil en la teoria ECSK. En
ambos casos, la propagacion de la polarizacion dependera de la conexion de spin libre
de torsion Wy, pero en presencia de torsion, existird ademas una contribucién de la

componente axial de la torsion A“.

Asi, para una torsion axial, estudiaremos dos casos simples pero altamente ilustrativos:
en primer lugar, una geometria de fondo cosmoldgica con métrica tipo FLRW, y
posteriormente generalizaremos este resultado para cualquier métrica esféricamente
simétrica. En ambos casos, encontramos que la dindmica de la teoria ECSK restringe la
polarizacién exclusivamente a los modos + y X. No obstante, los modos de polarizacién
rotan uno en el otro debido a la torsién acumulada a lo largo de la geodésica, en un
fendmeno andlogo al efecto Faraday de la Optica para ondas electromagnéticas, al que

denominamos efecto Faraday-Cartan para ondas gravitacionales.
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4.1. Descomposicion de la ecuacion para la propagacion

de la polarizacion

Recordemos la descomposicion de la torsiébn en sus componentes tensoriales,
vectoriales y axiales. Aplicando la descomposicion para la ecuacién de la propagacion

andmala de la polarizacion tenderemos que:

o 1
A AT \4 A
K'V.Py =~k |20, + 1, + 1] (4.1.1)
Para calcular las distintas componentes de la ecuacion, I, IXM e Iﬁ‘v - Debemos

descomponer los siguientes términos:

2 1
i p(f/lP m = e [g(Tpm - Tp/lcr) + §(gpa(VA - gp/l(V(r) + \/@Gpamﬂd] P uv

4.1.2)
1
= |:HPO—7TDO—/1 + 6(2 . 3g,1(,(V‘T - ZHP.U(VU)] Pyv (413)
Ahora estudiemos el siguiente término.
1
(T<r/lv - E[T/l(rv + Twr/l]) P(ry- (414)

Comenzamos con:

1

1{2 1
3 [Taoy + Tyoal P, =5 [g((rxw — T o) + g(g/ur(vv - gnVo) + JLngEﬁUV(Iﬂ(Y+

2 1
+ g(TVO'/l - Twl(r) + §(gv0'(v/l - gV/l(VO') + \/@Evadaﬂa P(Tp

112
= 25T a0y = Tave + Tyoa = Toac)+
2(3
1
+§(g/la'(vv - gﬂv(VO' + gva(v/l - gV/l(VO'):| Po—w

Luego,

2 1
TO'/lVPO—}l = [g(Ta/lv - T(Tv/l) + g(govl(vv - g(rv(v}) + \/@eaﬁvaﬂa] P(Ty-
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De esta forma el término completo es:

1 2 1
(Tovlv - E[T/l(rv + Tvovl]) Pa—y :5 [(TO'/IV - 7-0'\//1) - E(T/IO'V - 7./11/0' + 7-1/0'/1 - TV/IO') Po—,u+

1 1
+ g (gO'/l(Vv - go-v(v/l) - z(g/la'(vv - g/lv(VO' + gvrr(v/l - gwl(v(r) Po-u+

+ \/@ea/lvaﬂapo—u

1
= g(TO'/IV = 3T yon + ZT/IVO')PO—,u"'

1 o a po
+ g(vp(ga'/lgvp - 3ga'vg/lp + Zg/lvga'p)P u + \/@ewr/hyﬂ P ue

Renombrando los indices oy p, encontramos que
T(r/h/ - E[T/IO'V + Tvcr/l] P u = g((].(r/lv - 37’1/0'/1 + ZTAVO')P u + E(V (gp/lgvcr - 3gpvg/10' + 2g/lvgp0')P /1+

+ Viglerria AP,

Dado que el tercer término tiene la misma estructura, entonces el resultado tendra la

misma estructura.

1 1 1
(Tcr/l,u - E[T/la',u + Tua'/l]) Pav = §(To-/l/¢ - 37710/1 + 271#0)1301/ + E(Vo-(gp/lgﬂa - 3gpllg/lo- + 2g/lﬂgpa')PJv+

+ Viglew 1 AP,

El siguiente término a calcular es:

1 1 2 1
Eg,uvaolerhoa— = Eg/w |:§(‘7710'/1 - 770/10') + g(gpa'(v/l - gp/l(vcr) + \/@Ep(r/lmﬂa PP
(4.1.5)
1 OO 1 (on 1 loa
= EgﬂVZ)(rAP + gg,uv(v g/l(rP - gg,w(v P/l()'- (416)

Abhora con el quinto término:

—}1 (80T w2 = (Tyra + Tu)| P

Por definicion de la componente vectorial de la torsion el primer término es:

gva(ro‘/l = gyv(vxl = g,uvg/ltr(v(r-
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Luego,

2 1
T,uv/l + TV/M P = _(7-/11//1 - 7-/1/11/) + _(g,uv(v/l - gy/l(vv) + |g|€,uv/laﬂa+
3 3
2 1
+ g(Tv,u/l - 7_;//l,u) + g(gv,u(v/l - gv/l(v,u) + V |g|6vy/lozﬂa] P

1 o
:277.0//1}) + g(v [2gyvg/10' — 8ur8ve — gv/lgyo'] P.

Con esto el quinto término es:

1

1 1
_Z [g,uvTo—ovl - (Tyv/l + TV/M)] P= _Z [guvgﬂa(vo— - 27—;11//1 - g(vo—(zg,uvg/la — 8ua8ve — gwlg,uo)] P

4.1.7)
1 |
= 57;1//1 + E(V (_g,uvg/l(r — 8ui8ve — gwlg;m') P.
(4.1.8)
Recordemos que debemos descomponer la ecuacién para la propagacion anémala de la

polarizacién en la teoria ECSK (3.5.8). Al aplicar la descomposicion tendremos una

o T . 174 o A .,
componente tensorial 7, ,, vectorial / 2 Y axial I/, ) de la ecuacion.

. 1
KV P, = — Ekﬁ |20+ 10, + I,

1 1 1
=— Ek/l |:Hpo-‘7;,o-,1pﬂv + E(V(’(2 . 3g,10- - 2H§.)Pﬂv + §(To/lv 3T on + ZTAVO-)PO-/J'F

1 1
+ E(Vo-(gp/lgvo— - 3gpvg/lo' + Zg/lvgp(r)Ppy + 5(7-0'/1/1 - 3‘7710'/1 + 27—/1;10')P0-v+

1
+ \/lz?lfvo—/laﬂapo—u + E(VO—(gp/lgya' - 3gpug/10' + 2g/1,ugpa')P€ + \/Eguo—/laﬂa})a—v"'

1 1 1 1
+ Egpv(];)(r/lppa- + gg,uv(vo-g/l(rp - ggyv(VO-P/la' + E(fuwlp"'

1
5V (8w8ir — 8uigver ~ 81a8ur)P |-
Factorizando por componentes, en primer lugar tendremos la componente tensorial:

1 1 1
I,Zv/l = 7~po‘/l(Hpa—P,uv + Eguvppo—) + EZJVAP + 5(7—0'/11/ - 37~v0'/l + ZTAVU)PG—/J"'

1
+ §(Ta'/ly - 37710'/1 + ZT/ly(T)P(rV'
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17V
Luego la componente vectorial /, ;:

1 o o
I;‘z/wl = g(v [2(3g/l(r - Hg-(v )va + (gp/lgvcr - 3gpvg/10' + 2g/lvgp0')Pp,u+

1
+ +(8p18ur = 38u8uac + 281u8pr )P’y = 8 Pac + S (88 — 8ua8vor ~ 8va8ur)P |-
Finalmente, la componente axial queda determinada por:

1, = VIglew A P, + Vlgl€uwaa AP, 4.1.9)
= \/Eﬂa(evovlapo-y + eya'/laPO-v)- (4110)

Esta tultima representa el centro de estudio de la presente investigacion.

4.2. Ecuacion para la propagacion de la polarizacion

para fuentes fermionicas

Cuando la torsién en el espacio-tiempo es inducida por fermiones, el tensor de spin solo
tiene componente axial y, por tanto, la torsion también. De esta forma, la ecuacion para

la propagacién anémala de la polarizacion queda descrita por:

: 1
KV1P = =k | VISA (€0ia P + €uriaP)]. (4.2.1)

Para analizar la propagacion de la polarizacién como se describe en la ecuacién (4.2.1),

es util trabajar dentro de una base ortonormal.
O 1
k/lV/lP,uv = _Ek/l [ﬂtrgpa( \/L?levp/ldéﬂp + \/l(?lepp/l(réﬁv)] P(Zﬁ’ (422)
o 1 3 .
kAVAPW = —Ek’l [ﬂ”g“’“(ecdefecvedpeeﬂef(,65,J + egdefegﬂedpeelefaéﬁv)] Pos, (4.2.3)

. 1
KV.P,, =~k | A" (Cedee” ey + Eqaere,ue”s)| Pra. (4.2.4)



4.3. Propagacion de la polarizacion en un escenario de torsion débil 61

donde tenemos que

o 1
k”VﬂPﬂye"mevn = _Eke [ﬂfndb(ecdefec,,e“ﬂe”me"n + egdefegﬂe”ye”mevn)] Py, (4.2.5)

o 1
keeﬂevﬂpmn = _Eke [ﬂfndb(écd&fdcndam + ngefdgmdan)] Pba (426)

o 1
kee/lev/lpmn = _Eke [ﬂfndb(endeféam + emdef(san)] Pba, (427)

donde eﬁﬁ 1= @a es la contribucién libre de torsion correspondiente a la generalizacion
de la derivada de Lie sobre una geometria de RC (2.2.10), en este caso % y f)a

representan el mismo operador. Por tanto, la ecuacion reescrita en la base ortonormal es
e 1 / c. da b b
k Z)leﬂ = _Ek [ﬂ n (Endlc‘6 m + EndicO n)] Pp. (428)

Ahora recordemos que P,,, es una O-forma. Por tanto, el operador diferencial aplicado
sobre la O-forma es D,P,,, = I,lo)Pm,l. De esta forma, definiendo el siguiente operador

lineal en la base ortonormal
b d b b
Na lemn = 1] a(endlc(S m+ Emdlc(s n) (429)
Asi, la ecuacidn a trabajar es

o 1
k[Dlen = _EklﬂcNablcmnPab- (4210)

4.3. Propagacion de la polarizacion en un escenario de
torsion débil
Enfocdndonos en un escenario en el que la materia oscura es la fuente de torsién axial

Towr = VIgl€yno A (4.3.1)

Con A’ la componente axial de la torsién (o relacionado con la corriente axial).
Tenemos que la propagacién de la polarizacién a lo largo de una geodésica queda
descrita por la ecuacion (4.2.1) (ver ref. [27]). En RG estandar, el lado derecho de
la ecuacion (4.2.1) se anularia, lo que implica que la polarizacion es transportada

paralelamente a lo largo de la geodésica nula libre de torsién. Sin embargo, cuando
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la torsién estd presente, el lado derecho de (4.2.1) no se anula, lo que revela que la

polarizacién evoluciona de manera anémala durante la propagacion.

En principio, en una teoria que incorpora torsion, debemos considerar los seis modos
de polarizacién posibles de una GW. Por lo tanto, la polarizaciéon puede descomponerse
como

Pay = piPly, (4.3.2)

donde p; son escalares complejos y I = {+,X,b,l,x,y}, + y X denota los modos
estandar, b, [ los modos breathing y longitudinal de tipo traza, y los modos vectoriales
x e y (adoptamos la convencion de suma de Einstein en el indice (/) para simplificar
la notacién). Existen muchas opciones para una base en el espacio de polarizaciones,
pero sin perder generalidad, podemos elegir una base ortonormal en el espacio de
polarizacion,

PYpl =6 (4.3.3)

En este caso, las ecuaciones (4.3.3) y (A0.3) nos conducen a la relacién
ooy = 1. (4.3.4)

En el Apéndice E, proporcionamos una base ortonormal explicita (y real) para el espacio
de polarizacién, que corresponde a los modos de GWs que se propagan a lo largo de la
tercera direccion del marco ortonormal. Es decir, alineando la tercera direccidn de la
base ortonormal con la direccién de propagacién de la GW, imponiendo k! = k> = 0,y
satisfaciendo la condicién
0)? 3)?
— (k) + (&) =o. (4.3.5)

En el presente capitulo, demostramos que en la gravedad ECSK con un fondo de
materia oscura que presenta un tensor de spin axial no nulo, solo persisten los modos de
polarizacion estandar {+, X}. Sin embargo, para mantener la generalidad, inicialmente
consideraremos todos los modos de polarizacién posibles, ilustrando el procedimiento
para casos mds generales antes de mostrar como la dindmica ECSK finalmente restringe

los modos permitidos a {+, Xx}.

Consideremos un modelo simple pero ttil suponiendo un escenario de emision de GWs

con torsion débil segun ref. [27], donde el proceso de emision es esencialmente el
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mismo que en RG estdndar.! Esto significa que estamos asumiendo que la torsién de
fondo es demasiado débil para afectar el proceso de emision de la onda gravitacional de
una manera observable. Aunque los efectos de la torsion pueden acumularse durante la
propagacion a lo largo de la geodésica, la emision de la GW en si misma permanece
inalterada por la torsion, igual en RG. Esta suposicion estd bien fundamentada. En
general, los efectos de la materia oscura sobre la emisiéon de GW son despreciables en
el orden dominante y subdominante en el limite eikonal. Dado que estamos modelando
la torsién como parte del sector de materia oscura, la influencia de la torsion es ain mas
débil en este contexto. Describimos la geometria de fondo como se da en la ecuacién (1)
e introducimos

P, = piPh, (4.3.6)

como la polarizacién que se propagaria en RG estdndar sobre el fondo sin torsiéon
representado por . Por lo tanto, en los 6rdenes dominante y subdominante en la

aproximacion eikonal

l%b = f)l = l%x = Io)y =0. (4.3.7)

Definamos ahora el pardmetro afin de la geodésica i, de modo que iy = 0 marque el
punto de emisién de la GW. La propagacién de los modos de polarizacién a lo largo de

la geodésica en ECSK se describe como una desviacion del caso estdndar de RG.

pa() =S4 () ps (), (4.3.8)

donde la matriz S 24 (17) codifica cémo la torsién scrambles los modos de polarizacion
a medida que la GW se propaga a lo largo de la geodésica nula parametrizada por 7.
Debido a la ecuacioén (4.3.7), hay degeneraciones evidentes en esta matriz; sin pérdida

de generalidad, establecemos Sy = Sy = 5%, =574 = 0.

En el escenario de torsion débil, al momento de emisién i = 0, los tinicos componentes

no nulos son
ST, 0)=S5",(0)=1. 4.3.9)

El proceso de emisién de GW en ECSK ha sido estudiado a fondo en las refs. [39, 40, 41, 42]. Las
desviaciones de la RG deberian ser relevantes para un fondo de plasma de fermiones extremadamente
denso.
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4.3.1. Propagacion de la polarizacion: caso sin torsion

La propagacion de la polarizacion segun el limite eikonal en RG estindar queda

determinada por:
KDyP,,,, = 0. (4.3.10)

Sabemos que la polarizacidn escrita en la base de polarizaciones, satisface ortogonalidad
(4.3.3) y normalizacion (A0.3). Asi evaluando la descomposicién (4.3.2) en la ecuacién

para la propagacion de la polarizacion, encontramos
KDi(paPL,) = 0. (4.3.11)
Proyectado en el espacio de polarizaciones, llegamos a

P DI(paPL,) =0, (4.3.12)
K (Dipa)Py Ph, + PpK pa(DIP;,) = 0. (4.3.13)

Con esto la derivada de la polarizacion quedara en términos de la conexién de spin sin

torsion.

K(Dpa)os = =Pk pu(D P ) (4.3.14)
= —k' pal@oma Py Py + Opa P P%, 1. (4.3.15)

Antisimetrizando el producto de las polarizaciones tendremos que
K(Dipp) = =pak' el Po, P11, (4.3.16)

Como sabemos que el nimero de onda es proporcional al vector tangente, entonces

ldpp  1dX',

iy B ) = , A, 4.3.17
1 dn 1 dn PAa@emi[Pp ] ( )
dp dx’ = .
Pb = _ﬁA_d)cml[PD’ PA]un- (4.3.18)
dn dn

Lo cual como ya mencionamos, la polarizacion es transportada paralelamente a lo largo

de la geodésica nula libre de torsion.
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4.3.2. Propagacion de la polarizacion: caso con torsion

Sustituyendo la ecuacién (4.3.2) en la ecuacion (4.2.10).Asi la propagacion de la
polarizacién a lo largo de una geodésica sobre un espacio tiempo con torsion en la teoria
ECSK es

KDy paP  + %kl&z{CN“blcmnpAPAab = 0. (4.3.19)
Proyectando la ecuacion en el espacio de polarizaciones tenemos que
P ok Dypa P + P’""D%klﬂcN“blcmnpAPAab = 0. (4.3.20)
Calculando el primer término en analogia al caso sin torsion, encontramos

P ok Dy(plamn) = K | Dipa) P 5P + paP™ pDU(P) | (4.3.21)
= K'|0pp + paeml Pp, P1™"]. (4.3.22)

Dada la condicién de torsion débil podemos suponer que la propagacion serd cercana
a la de Relatividad General. Ademds dado que el numero de grados de libertad
fisicos entre RG y ECSK son los mismos, por lo tanto, nuestras soluciones quedaran
parametrizadas como combinacién lineal de los modos de RG. Debido a esto podemos
usar la ecuacion (4.3.8), junto con la ortonormalidad en la base de polarizacién (4.3.3)

podemos escribir el primer término de la ec (4.3.20),
P k' DS s ppP ) = K (315 Epps+SEoDipp + SEapp@oml Pp, PA]Cm) (4.3.23)
usando la ec (4.3.16) sera

P ok Dy(S P apsP ) = K (818 pps = S P ppaocnl Pp, P + S P pscocml Pp, PA1™)
(4.3.24)

Luego, calculando el segundo término de la ec (4.3.20) tendremos que

S 1 , _ _
PmnDiklﬂcNahlcmnpAPAab = Eklﬂc [EndlchHPdAm + EmdlchnPdAn] Pa (4325)

1 n o
= 5k’ﬂcend,c[PD,PA]'“’S B bs. (4.3.26)
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Por lo tanto, la ecuacién para la propagacion de la polarizacién en un espaciotiempo

con torsion (4.3.20) puede escribirse como:

) o o D cm o D cm 1 c D n o
K'01SEpps + @emi(S EapslPp, P — SEppalPs, PAI™) + Eﬂ el Pp, P*1S 2 4 pp

(4.3.27)

donde los componentes de la conexion de spin sin torsion estan dados por @y, = Wapc€”.

Utilizando el hecho que el vector tangente a la geodésica # es proporcional al numero
de onda k* = }1%’ obtenemos la siguiente ecuacion para la propagacion de S5 a lo

largo de la geodésica.

ds®,
dn

# i (8% [Po, PA]" = [P, P] 54) + %SBAﬂstcendk (2o, PA]" = 0.

(4.3.28)

Ahora, para completar de determinar la ecuacién debemos de calcular los siguientes

anticonmutadores:

[pD,PA]CmSBAf?B = [PD, P+]CmSB+]53 + [pD,PX]Cm SBxﬁB + [PD,Pb]CmSBbIOJB‘F
+|[Po. P SE1ps + [P, P*|" S s + [Po. PP S, .

Dadas las condiciones de normalizacion (A0.7) y (A0.5) podemos despreciar los

términos de orden O(e):

[P, PA| " S2appw =|Pp. P*| " S®. o + [P, P| " S o + Oe). (4.3.29)
Dada la base ortonormal para las matrices de polarizaciéon definidas en (A0.4),
estudiando los 12 conmutadores que contribuyen en la ecuacién y evaluando la conexion
de spin libre de torsion @, para cualquier geometria de background podemos calcular la
propagacion de la polarizacién como una ecuacion lineal sobre la geodésica, dependiente

de los conmutadores anteriores.
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4.4. Efecto Faraday-Cartan: sobre un background

FLRW

En el contexto cosmoldgico la métrica y la conexidon quedardn determinados por.

ds* = =c2df* + a>()(dx* + dy* + d7°), (4.4.1)
. 1
Wojk = —EH(Sjk- (4.4.2)

Aqui a(?) es al factor de escala y H el pardmetro de Hubble. Con esto podemos analizar

la contraccién de los conmutadores con la conexién de spin cosmoldgica.

Dat [P Px]ah = @oij | P Px]m =0, (4.4.3)
an [P P]" = s [P P] =0, (4.4.4)
Db [PX,PX]“b = iy [Py PX]Oi =0, (4.4.5)
b [Py P = oy [P, P]" = 0, (4.4.6)
Wabi [Py’PX]ab = Wi [_y,PX]Oi = 0. (4.4.7)

(4.4.8)

Por lo tanto la ecuacion para la propagacion anomala de la polarizacion (4.5.9) para una

GW que se propaga sobre un background tipo FLRW se reduce a.

[ o ) o H [ o n i 1 N i o
K 8182 ppp + @ou(SaBIPp, PY1” — SPppalPs, P11”) + Eﬂoeile[PDa P1ISE Pl =0
(4.4.9)

[ L1 _ o
K 6,8 pps + EﬂofijIO[PD, PA1SE,pg| =0 (4.4.10)

2

K0S pps + 5 A€ ([Pp, PT1IS”, + [Pp, PX17S %) 153] =0 (4.4.11)
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Considerando solo los conmutadores no nulos que contribuyen al sistema de ecuaciones,

encontramos
1 _ p
Kou(S " s + K5 e | P, P] " S o = 0, (4.4.12)
1 _ a
Ko (S®0ps + kliﬂofabzo [Px, P+] ’ S8 .pp =0, (4.4.13)
Ko, (S8)ps =0, (4.4.14)
K'8,(S8)ps =0, (4.4.15)

1 - a — a
Ko s+ K5 A ([P P 5% 4 [P P55 )y =0, (44.16)

o 1 - ab - ab R
Kou(S "y + K3 A€ ([P},,PJf] S%, + [Py, P°] SBX) Pr=0.  (44.17)

Kean [P P|" = Keno [P PY| "+ Beno [P P =200, (4.4.18)
k €0 [Px’ P+]ab =k €1230 [ P, P+]12 + K eis [px, P+]2] =0, (4.4.19)
— ab — —
k' €pi0 [an Px] = I’ €130 [ x> Px]lz + e [an PX]ZI =0, (4.4.20)
_ ab _ 2 _ 2
Kea [Py P*|" = Kein [Py, P + K [Py P =0, (4.421)
_ ab _ 12 _ 21
k' €10 [Py, PX] = k3€1230 [ Vs PX] + k3€2130 [ Vs PX:I =0. (4.4.22)
Asiy recordando que [P,, PX]°" = 6°",. El sistema se reduce a.
ds®
pp— P AS Py =0 (4.4.23)
dn
dsB
y “pp+ LASE . pp=0 (4.4.24)
n
ds’
L Bp =0 (4.4.25)
dn
dsB
‘ps =0 (4.4.26)
dn
dsB,
ps=0 (4.4.27)
dn
ds®,
pp=0 (4.4.28)
dn

Con esto podemos concluir que los inicos dos modos de polarizacién que se propagaran

serdn el + y X acopladamente. Ademads, dado que pp constituye una base linealmente
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independiente de la combinacién lineal p, = S2,pp. Entonces, tenemos el siguiente

conjunto de ecuaciones

ds®
* _PASE, =0, (4.4.29)
dn
ds®B
— X+ PASE, =0. (4.4.30)
dn

De forma explicita cada componente es dada por

% _ AR, =0, (4.4.31)
dfh? _AAS*, = 0, (4.432)
dfh;x +PAST, =0, (4.4.33)
dz;x +PAS*, =0. (4.4.34)

Considerando el caso de torsion débil donde la emisiéon de ondas gravitacionales es

equivalente al caso de RG, se deberd cumplir que S8, (19) = 684 o, equivalentemente:

P+ = S++ﬁ+ + SX+]°7>< == S++(770) =1 A SX+(770) =0, (4.4.35)
Px =SSP + 8P = STx(mo) =0 A S*(no) = 1. (4.4.36)

Asi, los coeficientes de la combinacidn lineal son:

S*, =cos (P A), (4.4.37)
$*., = sin (PA’Y), (4.4.38)
S*. = —sin(FA), (4.4.39)
% = cos (FA). (4.4.40)

Con esto las soluciones de la polarizacion para fuentes fermidnicas de onda gravitacional

sobre un fondo cosmoldgico son:

P = cos (£A) p. + sin (FAY) pr (4.4.41)
px = = sin (£A°n) p.. + cos (FA) . (4.4.42)
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4.5. Efecto Faraday-Cartan: sobre un background

esfericamente simétrico

Es conocido que la métrica de FLRW es un tipo de métrica estrictamente simétrica.
Entonces, generalizamos este dltimo resultado para cualquier métrica esféricamente
simétrica. Esto resulta ser un caso simple pero representativo, considerando una onda
gravitacional (GW) que pasa a través de una geodésica radial nula en una distribucién
de materia oscura con simetria esférica. El fondo (background) esféricamente simétrico

creado por el halo de materia oscura corresponde a una tétrada de la forma (¢ = 1)

e = e dt, 4.5.1)
e' =rdo, (4.5.2)
¢* = rsin6dg, (4.5.3)
e* = dr, (4.5.4)

Una torsién axial, donde el tinico componente no nulo es A’ # 0, también es
esféricamente simétrico. Como mencionamos, esta geometria de fondo puede describir
un halo esférico de materia oscura, pero también un fondo FLRW para la propagacion
de ondas gravitacionales GW. Los componentes no nulos de la conexién de spin sin

torsion son:

Wo3 = — (e_ﬁO/eO + e_“Be3) , 4.5.5)
1
&y = ——ePe!, (4.5.6)
r
1
Oy = ——ePe?, (4.5.7)
r
1 2
o = , 458
w2 rtan 96 ( )

Al inspeccionar la ecuacion (4.3.28) con los componentes de las ecuaciones (4.5.5-4.5.8)

y considerando que ' = > = 0, observamos que se simplifica a

dsA ]
B §4cA Py, PC]12 - 0. (4.5.9)
dn

Al considerar los conmutadores de la base de polarizacién (Apéndice E), encontramos

que los unicos conmutadores de polarizacion que podrian contribuir a esta ecuacion
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son [P*,PX] y [Px, P‘] Sin embargo, incluyendo las condiciones iniciales en la
ecuacion (4.3.9), es facil demostrar que solo sobrevive el conmutador [P*, PX]. Al
resolver el sistema diferencial en la ecuacion (4.5.9), encontramos que los tinicos

componentes no nulos de S*5 corresponden a la matriz de rotacion transversal.

S++ = COS(Ggrav), S+>< = - Sin(®grav)a (4.5.10)
SX+ = Sin(®grav)’ SXX = COS(®grav), (4.5.11)

donde el dngulo de rotacion estd dado por

7
®grav (77) = f ﬂo de, (4.5.12)
=0

n

cond{ = %d}] representando el elemento espacial a lo largo del camino de la GW. La

integral va desde el punto de emision 7y = 0 hasta el punto de observacién 7.

El efecto neto es una rotacion de la polarizacién con respecto al caso de la RG, donde

en lugar de la polarizaciéon de RG P, = P+P}, + px P, tenemos la rotacién

Pap = P (cOS(Ogra )P, = SOy )P, ) + Pix (COS(Ogran )P, + $in(Opra )P, )
(4.5.13)
el signo de A determina la quiralidad de la rotacién. Un 4ngulo de rotacién de Ogray =

n/4 intercambia los modos de polarizacion (+) y (X).

El efecto descrito por la ecuacién (4.5.13) guarda una notable semejanza con la
conocida rotacion de Faraday en Optica ([43, 44]). En la rotacion estdndar de Faraday,
la polarizacién de una onda electromagnética rota cuando una componente del campo
magnético B es paralela al camino de la luz a través de un medio dieléctrico. El 4ngulo

de rotacion Gg,ragay €std dado por

7

HFaraday (T]) = (Vf Bll de, 4.5.14)
n=0

donde V es el parametro de Verdet del medio, y la integral se evalua a lo largo del

camino de la luz. La similitud entre las ecuaciones (4.5.14) y (4.5.12) es notable. En

cierto sentido, la constante k4 = 87G juega el papel del paraimetro de Verdet dieléctrico,

y el término axial de la torsion A° juega un papel andlogo al campo magnético By;

el tensor de spin de materia oscura parece actuar como el andlogo gravitacional de
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un medio dieléctrico transparente. Sin embargo, los mecanismos fisicos detras de los
dos efectos son fundamentalmente diferentes. En el caso de la rotacién de Faraday, la
relacion de dispersion (en el orden dominante del limite eikonal) se ve modificada por
la birrefringencia circular: la luz circularmente polarizada hacia la izquierda y hacia la
derecha se propaga a velocidades ligeramente diferentes, produciendo la rotacién neta.
En contraste, la rotacién gravitacional en la ecuacion (4.5.13) surge de efectos inducidos
por la torsion en el orden subdominante en el limite eikonal, sin ningiin cambio en la
velocidad de propagacion de la GW. Como consecuencia, el pardmetro de Verdet (y

OFaraday) depende fuertemente de la longitud de onda, mientras que ®@g,, no lo hace.

4.6. Estimaciones y potenciales mediciones

Al formular una hipdtesis cientifica, debemos intentar proporcionar una predicciéon que
pueda ser puesta a prueba en algtin experimento. Para el efecto Faraday gravitacional
propuesto aqui, ambos aspectos (prediccidn y verificacion) resultan desafiantes, a pesar
de ser un fendmeno simple y general en el contexto de la teoria ECSK. Para empezar, en
condiciones de laboratorio el efecto Faraday electromagnético puede medirse facilmente
comparando los estados de polarizacion de entrada y salida. Sin embargo, a escalas
astrofisicas, el estado de polarizacién inicial de una GW en el momento de su emisién
es inobservable en la prictica, lo que hace que una medicion directa de gy, sea
altamente improbable en el futuro cercano. No obstante, enfoques indirectos, como
examinar casos de lente gravitacional e interferencia de GWs a lo largo de trayectorias
diferentes, podrian proporcionar una solucién viable (véanse las refs. [45, 46] para
enfoques interesantes que estudian cambios en la polarizacién mediante interferencia

de GWs). Maés trabajos en esta linea serdn presentados en otra ocasion.

Si bien la ecuacion (4.5.12) establece un marco tedrico, predecir ®,,, dentro de la teoria
ECSK sigue siendo una tarea desafiante. Las restricciones observacionales actuales
sobre el tensor de spin de la materia oscura (y la torsidn), y en particular sobre su posible
papel como una contribucidn adicional de materia oscura o energia oscura, siguen siendo
extremadamente laxas. Como resultado, las estimaciones de ®,,,, dependen fuertemente
del modelo especifico adoptado para el sector oscuro; véanse las refs. [47, 48, 49,
50, 51, 52, 53] para tener una vision de las distintas maneras en que la torsién puede

desempefiar un papel como parte del sector oscuro durante la evolucion cosmica.

Para explorar esto con mayor profundidad, revisemos brevemente la propagacion en una
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geometria FLRW. Consideremos una métrica FLRW con una seccidn espacial plana, un
tensor de espin axial a lo largo de la direccion temporal, y un Lagrangiano de materia

que incluya bariones y materia oscura.

Entonces, las ecuaciones de campo (2.0.17, 2.0.18) predicen las ecuaciones de
Friedmann axiales de ECSK (¢ = 1)

3H? — k4 (pp + pp) = 0, (4.6.1)
d
d_tpb +3H (Pb + Pb) = O, (462)
d
—pp + 3H (pop + pp) =0, (4.6.3)

dr

donde “b” se refiere a la materia bariénica, y “D” denota el sector oscuro, dado por

2

A° A
©p = Ppm + 3[ ] +—, (4.6.4)
K4 K4
2
7] A
Pp = Ppm — -, (4.6.5)
Ky Ky

donde “DM” denota materia oscura. Aqui, el término axial de la torsion [ﬂo]z
actia como un componente oscura adicional. Para resolver este sistema, se requiere
una ecuacién de estado que vincule A’ con ppy. Sin embargo, debido a nuestro
conocimiento limitado sobre la materia oscura, esto es precisamente lo que nos falta.
Por lo tanto, son posibles varios modelos compatibles con las observaciones actuales

(por ejemplo, ver refs. [23, 49, 54]).

Lo que si esté claro es que los efectos observados de la materia oscura y la energia

oscura podrian originarse de una combinacion de un término ‘“desnudo”, ;\—4 + PpMms
amplificado por [ﬂo]z a través de las ecuaciones (4.6.4, 4.6.5). Es factible desarrollar
modelos que se desvien ligeramente del paradigma ACDM, donde [_7{0]2 < ppMm, ¥ la
pequeiia presion negativa adicional causada por [ﬂo]z resuelve la tension de Hubble

2
(ver ref. [23]). Ademads, se pueden construir modelos en los que [ﬂo] desempeifia un

papel fundamental en la explicacion de la energia oscura (ver ref. [49]).

Para estimar el orden de magnitud de O,,, y evaluar la importancia de este efecto,

recurrimos al modelo propuesto en la ref. [23]. En esta referencia, basdndonos en las
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ecuaciones (4.6.4, 4.6.5), introdujimos una ecuacién de estado de la forma

[k
A = ay ngM, (4.6.6)

donde ay es la denominada constante “barotropica”, considerando la materia oscura
fria estandar ppy = 0. En este modelo, el tensor de spin axial genera una densidad y

presion efectivas de materia oscura en las ecuaciones FLRW, dadas por

perr = (1 + 03 ) pout, (4.6.7)
1

Peft = _§a'%(pDM = WefiPeft» (4.6.8)

donde el parametro de estado efectivo es negativo

2
1 ay

(4.6.9)

Weff = —T .
¢ 31+a3

Esta constante surge en las ecuaciones de FLRW a pesar de que la materia oscura
fria tenga un parametro de estado intrinseco de wpy = 0. Las referencias [55, 23]
mostraron que un pequefio pardmetro de estado efectivo, wer ~ 1072 (correspondiente a

ay = 0,183), es suficiente para resolver la tensioén del pardmetro de Hubble.

En este marco, el 4ngulo de rotacion gravitacional estd dado por:

7]
®grav = sgn ((Zy) f VK4 WefPeft de. (4610)
n=0

Al calcular la tasa de cambio del dngulo de rotacién

doe grav
d¢

= sgn (ay) V—K4WesiPefr, (4.6.11)
y utilizando la densidad actual de materia oscura estimada en el halo de la Via Lactea

como p. (alrededor de 0,4, GeV/cm?, ver refs. [56, 57]), obtenemos

O gray 1°
~ %
de 5x 1061y’

(4.6.12)

lo que indica que el efecto es, en efecto, muy pequeiio. Como referencia, el Grupo Local
tiene un didmetro de ~ 107, ly. Cuando usamos la densidad de energia promedio de

materia oscura actual en el universo como p., aproximadamente 4, keV/ cm?, el angulo
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disminuye en tres 6rdenes de magnitud.

Sin embargo, la tasa de este efecto Faraday gravitacional aumenta significativamente
en el universo temprano. En términos de corrimiento al rojo, la densidad efectiva

evoluciona como
et (2) = Pefro (1 + 24, (4.6.13)

y la tasa de cambio en el dngulo de rotacion se convierte en

doe grav
d¢

doe grav

d¢

(1 + z)2(+wan (4.6.14)
0

Por lo tanto, en la época del CMB (z = 1089), la tasa de rotacién es aproximadamente
3,2 x 10* veces mayor que en z = 0. Para valores de z més altos (por ejemplo, GWs

primordiales), el efecto seria atin mayor.

Para otros modelos ECSK, como el del ref. [49] que vincula la torsién con efectos de

energia oscura, los valores exactos variardn. Sin embargo, en general esperamos:

7]

Ky

~ Pps (4.6.15)

con un comportamiento general que sigue un patrén similar. Por lo tanto, si la materia
oscura posee un tensor de spin no nulo, podriamos esperar que el efecto Faraday

gravitacional sea mucho mds importante en el universo primitivo.
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Capitulo 5
Discusion

A lo largo de este andlisis, que tenia por objetivo extender la fenomenologia de la
polarizacién de ondas gravitacionales sobre una geometria RC, estudiamos en el
limite subdominante de la expansion eikonal la desviacion en la propagacion de la
polarizacion respecto RG estandar. Esto debido a que la ecuacidn para la propagacion
de la polarizacion tendra contribuciones de la torsion, ademads de ser no lineal en la
polarizacion.

Analizando la propagacion de ondas gravitacionales a lo largo de un espacio-tiempo
con torsién producto de fuentes fermidnicas, encontramos que la ecuacién para la
propagacion de la polarizacion se reducird a su componente axial.

Luego, analizando la ecuacidn axial, lo primero que podemos determinar es que se trata
de una ecuacion diferencial lineal sobre la geodésica para cada modo de polarizacion.
Ademads, no existe ningin mecanismo aparente que levante los modos b, [, x, y al orden
dominante. La dindmica de la teoria suprime esta posibilidad, dado que los grados de
libertad fisicos en la teoria ECSK son los mismos dos grados de libertad que, en RG
estdndar, estdn asociados con el graviton.

Luego, considerando el background cosmoldgico y la condicién de torsion débil
pa = S8,pp logramos reducir la ecuacién a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias acopladas respecto al pardmetro de la geodésica n sobre lo que denominamos

como matrices de scrambling S5, que parametriza una rotacién entre el modo de
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polarizacion lineal p, y el cruzado p. de RG en unidades naturales,

cos (£A) p.. + sin (PAn) p.., (5.0.1)
—sin (t3A077) P+ + cos (Z3A°n) Dx- (5.0.2)

P+

Px

Esta rotacién estd caracterizada por el dngulo O(5)) = £ A", con A° = v_(£)U° donde
v_(1) yaestd reportado en la literatura [23]. No obstante aqui adquiere el rol de frecuencia
en la rotacion entre los modos de polarizacion. En el caso en que generalizamos este
resultado para cualquier métrica estrictamente simétrica, el resultado fue similar, con

un dngulo de rotacion

7]
®grav (77) = f ﬂo de, (5.0.3)
n=0

Esta rotacién en los modos de polarizacion es andloga al efecto Faraday para ondas
electromagnéticas. Por lo tanto, podriamos denominar a esta rotacién como un efecto
Faraday gravitacional, o mds precisamente, efecto Faraday-Cartan. Si bien la
frecuencia es bastante baja, no es nula, de forma tal que un modo de polarizacién
que se propaga sobre una geometria de RC, en una simetria cosmolégica o esférica,

rotara en el orden
d®grav 1°
+

d  T5x 1051y’

Dado que para medir este efecto requerimos el estado inicial y final de los modos

(5.04)

de polarizacion de la onda gravitacional, resulta no trivial establecer un contraste
experimental. No obstante, [36], en el problema 3.2, nos presenta un ejercicio simple
para comprender el comportamiento de la radiacién gravitacional de un sistema
binario de masas orbitando circularmente entre ellas. Describe un patréon de ondas

gravitacionales con las siguientes polarizaciones:

14Guw?R? (1 + cos? 6

Pty = - —H ( cos )cos 2wy, (5.0.5)
r c 2

. 1 4Guw’R? .

px(t) = — ———cosfsin 2w;t. (5.0.6)
roc

mymp

orbitan entre ellos en
mi+myp

Esto significa que, si dos cuerpos de masa reducida u =

torno a una circunferencia de radio R, emiten una radiacién cuadrupolar con el doble
de la frecuencia con la que orbita la fuente w,, con una polarizacién que decae como

el inverso de la distancia } y que presenta una dependencia angular relacionada con el

'En unidades naturales.
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dngulo 6 entre la normal del plano de la érbita y la linea de medicién”.

Lo verdaderamente interesante relacionado con la presente investigacion estd en esta
dependencia angular, ya que p, ~ (1 + cos?6) y py ~ cos 6. Por lo tanto, si medimos la
radiacién gravitacional en una direccion ortonormal al plano de la 6rbita, observaremos
un modo superpuesto. No obstante, si medimos en el plano de la érbita, detectaremos
un modo lineal p,.

Esto resulta interesante porque, bajo una vista superficial, pareciera que existe un
escenario astrofisico con el cual podriamos medir el efecto Faraday-Cartan en caso
de detectar contribuciones de modos py en el plano de la 6rbita, y por tanto, obtener
potencial evidencia sobre la existencia de la torsién. Aunque, para cerrar por completo
este problema, es necesario estudiar los procesos de emision de ondas gravitacionales
tanto en RG estdndar —donde un escenario mas realista seria considerar Orbitas
elipticas, los efectos de backreaction y aproximaciones post-Newtonianas— como
las correcciones en la teoria ECSK. Ademas, es fundamental contar con medios
independientes de la gravedad para establecer la inclinacién de la orbita respecto nuestro
plano en la via lactea; un ejemplo podria ser contrastar la polarizacion gravitacional
con la electromagnética producto de mergers de estrellas de neutrones.

Es importante remarcar que los resultados podrian diferir significativamente al
incluir en la accién términos torsionales que violan la paridad, como el término de
Nieh—Yan—Holst; ver ref. [58, 59, 60, 61, 62]. En este caso, la torsidon se convierte
en un grado de libertad propagante, incluso en el vacio. La ecuacién (3.3.8) incluiria
entonces términos adicionales, dando lugar a una ecuacién dindmica independiente
para V,,, asi como a nuevos modos propagantes, a veces denominados “rofones”
o “torsionones” [63, 64]. Las consecuencias para las perturbaciones métricas en
orden subdominante podrian ser considerablemente mds intrincadas, conduciendo
potencialmente a manifestaciones novedosas en la evolucién de la polarizacién y la
amplitud.

Este andlisis se puede extender de tres formas principales. La primera seria estudiar el
régimen de torsion fuerte, donde tanto los procesos de emisién como de propagacion
diferiran significativamente respecto a la Relatividad General, como podria ser el caso en
plasmas fermidnicos de alta densidad.’ La segunda consiste en considerar otros campos
como fuentes de torsidn, tales como los acoplamientos con campos escalares, con énfasis

en el acoplamiento con el término de Nieh—Yan—Holst. Por dltimo, como modelamos

2Con G la constante de gravitacién universal.
3Como en el universo temprano.
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a la fuente de torsion como materia fermidnica que interactda exclusivamente con
el espacio-tiempo, se podria interpretar esta fuente de torsién como materia oscura
modelada mediante neutrinos estériles cuya ecuacion de estado puede mejorar el modelo

aqui propuesto.
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Capitulo 6
Conclusion

En este capitulo agruparemos las conclusiones y resultados mds importantes obtenidos
a lo largo de esta investigacion.

El enfoque principal de este proyecto fue netamente fenomenoldgico, haciendo
uso de las herramientas matemadticas anteriormente mencionadas para extender la
fenomenologia de GWs a la geometria RC, en particular mediante la exploracion de
efectos andmalos en la propagacién de la polarizacién, para lo cual estudiamos mediante
los operadores de onda generalizados y su andlisis eikonal. Esto nos permitié analizar
la viabilidad de establecer contrastes experimentales con potenciales mediadas de la
polarizaciéon de GWs, ademds de establecer criterios para restringir teorias con torsion.
En el capitulo 1 iniciamos presentando elementos basicos de formas diferenciales, la
estructura métrica mediante el vielbein, la estructura afin mediante la conexion de spin
y las ecuaciones de estructura para la curvatura y la torsion.

Estos elementos en el capitulo 2 nos permitieron construir la accién de Einstein-
Hilbert en el lenguaje de formas diferenciales, relajando la condicién de torsion nula
y por lo tanto metricidad y afinidad representaban grados de libertad independientes,
con ecuaciones de campo distintas conocidas como las ecuaciones de Eintein-Cartan.
Ademés, revisamos los operadores diferenciales generalizados a una geometria RC
D,1,,D,. Los cuales satisfacen un superalgebra abierta y nos permiten definir las
generalizaciones de los operadores de onda de De Rham y Beltrami. Los cuales se
relacionan mediante la identidad de Weitzenbock.

En el capitulo 3 estudiamos las perturbaciones en las ecuaciones de campo tanto en
el caso de RG estandar como su extension sobre una geometria RC, la teoria ECSK.

Rapidamente notamos que solo las perturbaciones métricas se propagan, dado que
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estas perturbaciones satisfacen una ecuacién de onda construida con los operadores
diferenciales. Luego, aplicando la expansion eikonal sobre las perturbaciones métricas
y afines. Encontramos que la relacion de dispersion es equivalente a la de RG estandar.
Es decir, la radiacién gravitacional, al igual que la electromagnética se propagara a la
velocidad de la luz sobre geodésicas nulas de forma consistente con las observaciones.
A orden subdominante de la expansion eikonal vemos que la amplitud y la polarizacién
se veran afectadas por la influencia de la torsion del espaciotiempo. Para estudiar tanto
la amplitud como la polarizacién consideramos el caso de torsién débil, donde los
procesos de emision de ondas gravitacionales son equivalentes a RG estdndar. No
obstante, durante la propagacion tendra desviaciones respecto RG.

Analizando la propagacion de la amplitud en el caso torsion débil, segin [27], la
influencia de la torsién en la amplitud se encuentra en un orden de magnitud por debajo
de los umbrales de deteccidn de instrumentos futuros como LISA. Ademas, cuando la
torsion del espacio-tiempo se anula, la amplitud coincide con la predicha por la RG. No
obstante, la polarizacion no habia sido estudiada aun.

Finalmente, en el capitulo 4 nos enfocamos en estudiar la propagacion anémala de la
polarizacién en el caso de torsion débil. Para ello, considerando las condiciones de
normalizacién de los modos de polarizacion junto con dos escenarios de simetria de
fondo —uno cosmoldgico y otro esférico— encontramos que solo se propagan los
modos +, X. No obstante, estos modos de polarizacion, a diferencia de lo que ocurre en
relatividad general, pueden transformarse entre si debido a la influencia de la torsion.

Esta influencia se manifiesta como un dngulo de rotacion,
]
Ograv (1) = f Ade, 6.0.1)
n=0

De forma andloga al efecto Faraday para ondas electromagnéticas, las ondas
gravitacionales oscilardn de un estado de polarizacién a otro bajo la influencia de
la torsion, en lo que denominamos efecto Faraday-Cartan.

Estimando el orden de magnitud,

d(agrav 1°
~ + ,
e 5x 1061y

(6.0.2)

Encontramos que los modos de polarizacion oscilardn 1° cada 5 millones de afios luz.
Por ultimo, en el capitulo 5 discutimos las repercusiones de los resultados, comentamos

un posible escenario observable y, finalmente, presentamos las tres lineas principales
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para extender este andlisis en el futuro. La primera seria estudiar el régimen de
torsion fuerte, donde tanto los procesos de emisiéon como de propagacion diferirdn
significativamente respecto a la Relatividad General, como podria ser el caso en plasmas
fermidnicos de alta densidad.! La segunda consiste en considerar otros campos como
fuentes de torsion, tales como los acoplamientos con campos escalares, con énfasis en
el acoplamiento con el término de Nieh—Yan—Holst. El tercer escenario seria modelar
materia obscura mediante neutrinos estériles cuya ecuacién de estado puede mejorar el

modelo cosmologico aqui propuesto.

'Como en el universo temprano.
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Apéndice A

Derivacion ecuaciones de campo de

Einstein

Sea la accion de Einstein-Hilbert con constante cosmoldgica:

1 o
Slgwl = f d'x =g |5 (R =2A) + L. (A0.1)
M® 2K4
Variando la accidn respecto a la métrica.
oS
oS = ogh” A0.2
5g 08 (A0.2)
1 o o
= f d*x [i [5( V=2)(R —2A) + \—go(R — 2A)] + 6( \/—ng)] (A0.3)
M® 4
1 1 o o 1
= d*x = [— [—5( V—8)(R —2A) + 6(R — 2A) | + —=06( /- Lm)]
wa *2x A § V-8 ¢
(A0.4)
=0. (A0.5)
Por lo tanto debemos calcular las siguientes variaciones:
S(VTB) = ——s (A0.6)
—g = g, .
2v=g
OR = 6¢" Ry, + 8" 0R,, (A0.7)

1 6Ll .
o(V=8Ln) = - [Eg,WLm - 5gw] 68" (A0.8)
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Comenzamos derivando la ec (A0.6). Utilizando la férmula de Jacobi para el
determinante: 6g = odet(g,,) = g8°08 = —88un0g". Con esto la variacion del

determinante de la métrica es

-1
0(V—8) = 7—F— — 8808" (A0.9)
2y S
-1
= - V—-88.,08". (A0.10)

Luego, para variar el escalar de Ricci (A0.7), debemos notar que 6I°2W = oR° uov- COn
esto la variacion del tensor de Ricci se pude calcular mediante la variacion del tensor de

Riemann:

SR vy = 0gOL? = 0,617 5y + ST T, + TP 1611, — TP, 0, — 17,01,
(A0.11)

Dado que 6I°“pml es un tensor podemos escribir la ec (A0.11) en términos de las

siguientes derivadas covariantes.

Vo (817,,) = 8,61y, + 171561, — T4, 617 4 — T1,5617 0, (A0.12)
V(017 4) = 8,017 5 + 17 1,60, — T4, 617 4 = T4, 617 4. (A0.13)

Con lo cual,
SR yry = Vo (BT7,,) = V(617 ,0). (A0.14)

Asi, considerando la compatibilidad métrica Vg, = 0 la variacion del escalar de Ricci

sera
OR = Ry,08" + Y, |g"617,, = g"7017,, | . (A0.15)
Esta derivada covariante multiplicada por 4/—g es proporcional a una derivada total:

V=8V 8017, — 87617 | = V=0, (8017 — &7617,]) . (AO.16)

11a diferencia de simbolos de Christoffel es un tensor.
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Bajo la integracion corresponderd a un término de borde.

f d*x =80, (| 8”617, — 87617, |) = 0. (A0.17)
M@

Con esto, la variacion de la accién (A0.4) que contribuye a las ecuaciones de campo

son:

1 _1 o o 1 5 m
oS = f d*x V=8| =88R -2AN)+ R, | — | 580Ln — £ g =0.
M@ 2k4 \ 2 2

ogh
(A0.18)
Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento son:
2%4 (;gﬂy(ié —2A) + I%W) - (%gﬂvzm - ‘;j—#’j) =0, (A0.19)
(égw(fe oA+ I%W) =2 (%gﬂvzm - ‘;gif) (A0.20)
Nombrado, en el lado derecho de la ultima ecuacion, T, = (gw.l:m - 2§§j’;) como el

tensor de energia-momentum y recordando que k; = Sf—f, llegamos a la expresion

conocida para las ecuaciones de campo de Einstein con constante cosmoldgica:

o | I 8nG
R/Jv - —gﬂvR + Agﬂv = 7

> Ty (A0.21)
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Apéndice B

Delta de Kronecker y simbolo de

Levi-Civita

En este apéndice definiremos la delta de kronecker generalizda en un espacio de

dimensién d = n como el determinante

S R
| O BT O
e e (AO.1)

V0.Vn

Hn Hn Hn
oy 6 .. 0y
Que satisface las siguientes propiedades.

Definicion 19. La delta generalizada es completamente antisemitica bajo intercambio

de indices

vad REU7 Y R L R vad R/ RV

61/1 .............. Vo T _61/1 .............. Vo (AOZ)
V73 OSSR Hn —  SHleeeeeeennns o

6V|...vivj~...v: - 51/1...1/]-1/,-...1/:' (A03)

Definicion 20. La delta generalizada antisimetriza la contraccion con un tensor
arbitrario. En el caso de ser aplicado sobre la base se puede definir el producto

exterior seguin

1
Eéﬁi‘;;ﬁ‘,@dﬂ ®...Q0dx" =dx"' A ... Adx". (A0.4)
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Asi dado los tensores T*'* y T, . pueden ser antisimetrizados

Tlrtnl = G-t (A0.5)
Ty = 5;‘]'."‘LZT,,]“_V". (A0.6)

En el caso de que el tensor ya sea antisimétrico, como en el caso de formas diferenciales,

se tiene que

Gy T7 = ndTH, (A0.7)
6;]1,‘1/1: TV1-~~Vn = n!Tll1~-~#n' (AOS)

Definicion 21. la delta generalizada puede ser descompuesta segiin

n

S (409)

V1.V Vp v Ipe vy

p=1
Donde v, representa omitir el indice v,

Definicion 22. La delta generalizada satisface

d-nr)!
H1--HrHr+1---Hn — 5/11~-~/Jr AO.IO
Vi VrMr+1---Mn (d _ n)! Vi..Vr ( )

Definicion 23. Se define el simbolo de Levi-Civita como
€y gty = O gt = gt (A0.11)

Con lo cual la delta generalizada puede ser recuperada como contracciones de los

simbolos de Levi-Civita

6/11..-Iln — E,“l-.-,unEVlmyn (AO.IZ)

V1].Vn

Definicion 24. El simbolo de Levi-Civita permite relacionar las componentes de una

matriz M*, en d = n dimensiones con su determinante segun

€, v, M", ... M", =detMe, ,, (A0.13)
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Apéndice C

Derivacion ecuaciones de

Einstein-Cartan

Considerando el lagrangiano de la gravedad en lenguaje de formas diferenciales,

1 (1 ‘ 1 :
Lle,w) = — [ —€peaR A e A e? — —A€epeae® N A e A et |+ L(e,w), (A0.1)
cks \4 4\

y relajando la condicién de torsién nula, la accion tendrd a la metricidad e“ y la afinidad

w® como grados de libertad independientes:

Se,w) = L(e, w). (A0.2)

M4

Utilizando las propiedades del célculo diferencial funcional, tenemos que

oS oS
58 (e, w) = f [ se" + — 5w | = 0. (A0.3)
M®
Recordando que segun [65]

1
8,L, = —— Ty Abe, (A0.4)
C

1
8,L, = ——0wW™ A 20 (A0.5)
2c
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Con esto la variacion respecto el vielbein sera:

oS 1 (1 1 0L,
= — | =€paRY A €€ A et — —Nepege® A €” A e ASe? | + i (A0.6)
o0e?  cky \2 3! oe
1 1 ab c 1 a b c d
= — | =€pcaRY N € — —A€peae” N€” NeS — ks % T4| A e (A0.7)
CKy |2 3!
=0, (A0.8)
1 1
:EeabcdR”b A e — aAeabcde“ AePAe —ky =Ty (A0.9)
Luego, variado respecto la conexidn, encontramos
0L 1 b 4 0L,
= ——€eaDOW™ N €€ N e + =0. A0.10
dw®  deky Cabea 200 ¢ ne dw® ( )

Completando derivadas, podemos escribir

) 1 1 1
£ = —— D(€peadw™® A €€ A €h) + ——€eadW™ A D(e€ A eh) — —6w™ A w0y, = 0.

ow 4k, 4eky 2c
(A0.11)

Despreciando términos de borde y segtin regla de Leibniz, llegamos a.

0L 1 b a1 b
= ——€,pedOW” AT A e — —06w™ A %0, A0.12
dwab 4c1<46 bedOW ¢ 2¢ @ O ab ( )
1 '
= 00" A [eweaT A €' — Ky * 0| (A0.13)
2cKy

=0, (A0.14)
€T N e — kg 0y = 0. (A0.15)

Ahora transformamos las ecuaciones a la base coordenada: comenzamos con

1 1
EeabcdR“b A e — aAeabcde“ Ae’ Ae —kyxTy| Ade =0. (A0.16)
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Recordando que +/|gl€u, = €amcac® e’ e pe s, y ademds considerando que +/|gldx* A
dx’ Adx” A dx* = +/|gle®P*d*x. Con lo cual tendremos

[ 1 Q A K4 (07 ] (o v
ZeaﬁprR ﬁw - aeﬂw - 57} Eapvp | N 0€7 J@dx" Adx’ Adx® Adxt =0,
(A0.17)
—1 af3 A — o vpAd j4
Z R = 356 = 3;7 €| 10", Vigle®d*x = 0, (A0.18)
—l vod paff A uvpd —T a/eyvp/l A Se” \/_d4 =0 A0.19
| 4 oo™ T 37 G T 3y Copp | R O€ A lgld"x = 0, (A0.19)
1 AWvp paf A Ay a cuvpd 4
700t R = 370000 + 3,7‘ 5;;5& A 6e” 1 lgld*x = (A0.20)
Dada la antisimetria de la delta de Kronecker y la siguiente propiedad:
Ay, A
60’7112 - 3'6 (o (A021)
la variacion puede ser escrita como
Lawr oo _ a5t 4 26, |66, = 0 A0.22
4 oaBuy 31 +K43, e =Vu (A0.22)
Segiin la definici6n de la delta de Kronecker (‘)‘A“ 5 = 000 — 0a0,s + 54050, la variacion
serd.
1
—(5§55; — 6,005 + G40 )R — A&y + k4T 5" ] =0, (A0.23)
—(5j_ j§ R”ﬂ Ry — A&, + Kmf] =0, (A0.24)
5(5?,1% —2RY) - A&, + m;“aﬁ,} =0, (A0.25)
’ 1
- [Rﬁ, - RE&, + A&, - K4T0-/l} =0, (A0.26)
1
—g* [RW ~ RS 8ur + Mgur = Km(,] = 0. (A0.27)

Asi llegamos a la ecuacion para la curvatura:

1
R, - ERg“V + Aguy = KaT . (A0.28)
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Si bien esta ecuacién tiene la misma estructura que las ecuaciones de Einstein, es
levemente mds general, al tener dependencias de la contorsion k*?. Ahora, la ecuacion

para la torsion es dada por

80" A |€weaT A €' = k4% | = 0, (A0.29)
1
5&%&%MMWJKA¢W%Q&@WWW—%QWJ@4:Q (A0.30)
1
Sw™, \/@dxﬂfﬂwp [5 Y %vapo'yaﬁ] =0, (A0.31)
S0, | Latepy Koy | g A0.32
w’liaﬁw m—ivao'aﬁ— , (A0.32)
1 4wy , , 3!

<mw4?&%fﬁ@%+%ﬁgww—m§$d@yﬂL (A0.33)
2

[?Ww—%ww+%ww—mﬂw}m. (A0.34)

Con lo cual la ecuacion para la torsion sera

T'ap = 03T 5+ 04T o = K40 ap. (A0.35)
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Apéndice D

Ordenes de magnitud en el analisis

eikonal

Recordemos que estamos en el limite eikonal, donde la fase 6 cambia rdpidamente en
la escala de la longitud de onda 1 y la amplitud ¢ cambia lentamente en la escala del

background L. Por lo tanto,
A< L = ex 1. (A0.1)

Considerando al vielbein de orden,

a
€y

~ 1, (A0.2)

la curvatura y la torsién tendrdn un tamafo caracteristico en la escala del background.

- i |Ta| - €T

Rab ,
L? L

(A0.3)

donde el pardmetro e; mide qué tan considerable serd la escala de la torsion. Luego las

perturbaciones cambian en la escala de la longitud de onda.

|HY ~ H Vbl < v (A0.4)

Deben ser lo suficientemente pequefias. H << 1y V < 1. Estas perturbaciones en
general pueden tener longitudes de ondas distintas. No obstante, por simplicidad

consideraremos que son iguales. Con esto podemos determinar el tamafio caracteristico
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de las perturbaciones como:

H 1%
HY ~ —, Vbl ~ =, A0.5
|H| 1 F (A0.5)

Como las perturbaciones para la ecuacién de la torsidon no dependen de las derivadas de

la métrica es de esperar que

H H
Ta(1)| N ETZ’ Ta(2>| ~ ETT' (A0.6)

Lo cual significa que las perturbaciones afines son mucho mas pequeias que las

perturbaciones métricas,

H
V~ ETz. (A07)

Por lo tanto, la escala de las perturbaciones a primer y segundo orden de la ec (3.2.44)

seran:
1 H
ab
|pU| ~ P (A0.8)
ab eT H
DV~ 5 (A0.9)
|DUE, + UV AU LH A0.10
@t c ol ~ 22 (A0.10)
a a a c €r H2
|U(2)c/\Vb+Vc/\U(1b) NE?’ (A0.11)
o H?
VA AV~ —. (A0.12)

L2

De las ecuaciones de campo es posible ver que V < H < € < 1. Con esto es directo

ver que tanto los modos dominantes y subdominantes estaran contenidos en el término

€avccaR{Y) A €€ = 0. (A0.13)
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Apéndice E
Base de los modos de polarizacion

Definicion 25. La polarizacion serd una 1-forma determinada por,
P =P’ € C, (A0.1)

que es una I-forma compleja cuyas componentes pueden ser descompuestas en la

siguiente base:

b [
P = PPt + Doy Pl + Dy Pan + PayPon + PPl + PoyPl- (A0.2)

Las componentes P,, = pAPf}m con A = {+,X,b,[, x,y} son nimeros complejos,

normalizados tal que

Pp, =1 (A0.3)



95

determinadas por las matrices.

00 0 0000 0000

(+):L 01 0 P(X):L 0010 (b):i 0100
@210 0 -1 0 @ 21010 0 @ \2loo 10
00 0 0 0000 0000

(A0.4)

0000 0000 0000
Wzoooo, WEL-OOOI,W:LOOOO
@ 10000 @210 000 @210 o001
000 1 0100 0010

Por dltimo las componentes serdan normalizadas:

Payp™ =1 payp™ + poop™ + piyp® + poyp” + Poyp™ + Poyp” = 1. (A0.5)

Segtn la siguiente jerarquia en érdenes de magnitud en el limite eikonal:

ﬁm#”+ﬁu#“@l (A0.6)
PnP? + poyp® + pop™ + pyyp < €. (A0.7)

Esta base satisface la condicién de ortonormalidad en la ec. (4.3.3). Los conmutadores

no nulos de las matrices de polarizacién son:

[ PO, P(x)]”b 5%, [ j288 P(x)]“b = Lgat,

[P(”,P(x)]“b = 169, [P(b)’ p(y)]“b _ 1 532’
[”ﬂyﬂt=—ﬁ% [ﬂ%ﬂﬂt Lo, (A0.8)
[ P, P(x)] _ 1 55241;’ [ PO, P(y)] 6‘2”3’,

[P(X), P(y)]ab = ](5?3’, [P(x)’ P(Y)]ab — 15614127,

donde 6% = 551, — 546"
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