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Resumen

La separacion de vértices en un grafo es un problema relevante en teoria de grafos, con
aplicaciones en areas como la codificacion, las redes y los problemas de identificacion. Un
enfoque natural, es separar los vértices a través de familias de caminos. Una familia de caminos
separadora de vértices en un grafo es un conjunto de caminos tal que, para cualquier par de

vértices, existe un camino en la familia que contiene exactamente uno de estos vértices.

En este trabajo nos enfocamos en estudiar el tamano minimo de una familia de caminos
separadora de vértices en arboles. Nos centramos en estudiar diferentes subfamilias de arboles,
considerando propiedades estructurales de ellos. Presentamos resultados exactos para diversas
familias de arboles y mejoramos cotas previamente conocidas, extendiéndolas a clases méas
generales de arboles. Ademas, demostramos que, en arboles con racimos de tamano uno, el
nimero de separacién no puede determinarse inicamente en funcién de parametros locales, lo

que ilustra la complejidad del problema.

IX



CAPITULO 1

Introduccion

Dado un conjunto C, una pregunta interesante es como identificar de forma tnica cada uno
de sus elementos. Hacerlo a través de familias de subconjuntos de C' implica que, dados dos
elementos, a y b, exista un subconjunto en la familia que contenga a a y no contenga a b o que

contenga a b y no contenga a a. Esta idea corresponde a la nocion de separacion en conjuntos.

En el contexto de redes de comunicacién, se considera el problema de identificar componentes
defectuosas (conexiones y nodos) mediante el envio de un paquete de monitoreo. Si el paquete
llega a destino, la red estd funcionando correctamente, si no, se deduce que hay componentes
defectuosas y es necesario identificar cual. Una forma de hacerlo es identificar cada componente
mediante el uso de rutas. Si ademas consideramos que cada ruta tiene un costo asociado, entonces
se propone el objetivo adicional de que este conjunto de rutas sea de tamano minimo. A este

tipo de problemas se les conoce como problemas de separacion.

El problema de separacién fue planteado e introducido por Rényi [10], en el afio 1961, en el
contexto de separacién de conjuntos, y ha sido estudiado ampliamente hasta la fecha. Se sabe que

para separar un conjunto de n elementos, se necesitan exactamente [log,(n)| subconjuntos. Sin



embargo, el problema se complejiza cuando el objeto de estudio no es un conjunto simple, sino
conjuntos con estructuras determinadas, por ejemplo, el conjunto conformado por los vértices y
aristas de un grafo GG. En estos casos, la dificultad radica en que los subconjuntos separadores
no son arbitrarios, sino que deben cumplir ciertas caracteristicas combinatoriales, como por

ejemplo, ser caminos en el grafo G.

Es natural modelar el problema de las redes de comunicacion utilizando grafos, en donde
las aristas representan las conexiones y los vértices representan los nodos de la red. Asi, el
problema de separacién de los elementos de una red de comunicacion es equivalente al problema
de separar los elementos de un grafo. Mas precisamente, se plantea el siguiente problema: dado
un grafo G = (V, E), encontrar familias de caminos separadores de vértices en G, es decir, una
familia F de caminos en G, tales que dados 2 elementos v y v en V, exista un camino en F que
contenga a u y no contenga a v o que contenga a v y no contenga a u. Este tipo de problema

fue planteado por primera vez por Zakrevski y Karpovsky en 1998 [13].

Estos problemas han sido estudiados en algunas familias de grafos conocidos, encontrando el
tamafnio minimo de una familia de caminos separadora en ciclos [6], en caminos [6], en grafos
completos [5] y se ha avanzado en la investigacién de grafos como grillas, grafos bipartitos [11],

grafos aleatorios y drboles [1], siendo esta tltima familia la que se propone estudiar.

Una variante del problema es la separaciéon de aristas, para lo cual se busca encontrar familias
de caminos separadores de aristas en G. En particular, el problema de separacién de aristas en
arboles fue resuelto recientemente por Arrepol et al. [1], alcanzando el valor 6ptimo mediante una
funcion que depende de dos parametros del arbol, el nimero de vértices de grado 1 y el niimero
de vértices de grado 2. Sin embargo, el problema de separaciéon de vértices en arboles sigue
siendo un problema abierto. Desde el ano 2013, diferentes autores han abordado el problema
planteando cotas tanto inferiores como superiores, dependientes del niimero de vértices o de

otros parametros del arbol. Pero atin no se conoce el valor éptimo.

Recientemente, Lichev y Sanhueza-Matamala [9] abordaron el problema de separacion de
vértices en grafos aleatorios. Dentro de sus resultados, determinaron que es necesario conocer
el valor del ntimero de separaciéon de vértices en arboles para resolver cabalmente el problema

en grafos aleatorios. Esto se debe a que, en grafos aleatorios con pocas aristas, una proporcion



1.1. Estructura del documento

significativa de vértices pertenece a componentes que son arboles. Para mas detalle ver [9, p. 2,

3]

1.1. Estructura del documento

El documento se estructura de la siguiente manera. En el Capitulo 2 presentamos las
definiciones y notacion que utilizamos en este trabajo. En el Capitulo 3 presentamos los
resultados previos en torno al ntimero de separacién en grafos, con énfasis en los resultados
en arboles; esto permite dar contexto a nuestros resultados, los cuales también enunciamos de

forma general en este capitulo.

A partir del Capitulo 4, detallamos nuestros resultados. En este capitulo mostramos una cota
inferior para todo arbol. A lo largo del trabajo consideraremos una estructura crucial en arboles,
los racimos, los cuales corresponderan a conjuntos maximales de hojas con un vértice vecino
en comun. Dependiendo del tamano de los racimos, definiremos diferentes cotas superiores.
En el Capitulo 5 presentamos una construccién para arboles con racimos de tamaiio 2y 3, y
describimos sus propiedades de cubrimiento y separacion. Utilizaremos esta construccion como

base para determinar cotas superiores para diferentes familias de arboles.

En el Capitulo 6, estudiamos el problema de separacién cuando 7" es un arbol sin vértices de

grado dos.

Por otro lado, definiremos algunas familias de arboles, entre ellas, la familia de arboles ho-
meomorficamente irreducibles parcialmente internamente subdivididos, que en términos generales,
corresponden a arboles sin vértices de grado dos consecutivos. En el Capitulo 7, presentamos el
estudio del niimero de separacién cuando 7' es un arbol homeomérficamente irreducible parcial-
mente internamente subdividido sin racimos de tamano 1. En el Capitulo 8, estudiamos el caso
de arboles homeomoérficamente irreducibles parcialmente internamente subdivididos con racimos
de tamano 1, presentando un resultado que ilustra la complejidad del problema y demuestra
que no es posible determinar el nimero de separaciéon utilizando inicamente parametros locales,
como el ntimero de hojas o el niimero de vértices de grado 2. En el Capitulo 9 utilizamos los

resultados anteriores para presentar una cota superior para arboles con racimos de tamano al



1.1. Estructura del documento

menos dos, que incluyen caminos fundamentales de largo mayor a dos.

Por 1ltimo, en el Capitulo 10, presentamos nuestras conclusiones y planteamos los problemas

abiertos que surgen a partir de este estudio, destacando su relacién con los resultados obtenidos.



CAPITULO 2

Definiciones y objetivos

En esta seccion, introducimos la notacion que utilizaremos a lo largo del trabajo, asi como
las definiciones fundamentales en las que se basara nuestro estudio. Finalmente, establecemos

los objetivos que nos propusimos abordar y que guiaran nuestro analisis.

2.1. Notacion y definiciones

Dado un ntimero real z, denotaremos por [x| al menor niimero entero que sea mayor o
igual a z. Por otro lado, si A es un conjunto, denotaremos por [A]* al conjunto de todos los

subconjuntos de k elementos de A.

Un grafo G es un par ordenado (V, E), donde V es un conjunto finito no vacio y F C [V]?
que representa las conexiones entre los elementos de V. Los elementos de V' se denominan

vértices, mientras que los de F son las aristas de G.

Para simplificar la notacion, denotaremos la arista {u, v} simplemente como uv, donde u y

v son sus extremos. Representaremos graficamente los vértices mediante puntos y las aristas



2.1. Notacion y definiciones

mediante lineas. En la Figura 2.1 mostramos un ejemplo de grafo.

Figura 2.1: Ejemplo de grafo de 6 vértices y 8 aristas.

Dado un grafo GG, denotaremos por V(G) al conjunto de sus vértices y por E(G) al conjunto
de sus aristas. Un subgrafo de un grafo G' es un grafo H tal que V(H) C V(G)y E(H) C E(G).
Es decir, un subgrafo corresponde a un subconjunto de los vértices y un subconjunto de las

aristas del grafo original. Si H es subgrafo de G lo denotaremos por H C G.

Dados u y v, dos vértices de GG, diremos que son vecinos o adyacentes si la arista uv esta
en F(G). El nimero de vecinos de un vértice v en un grafo es el grado de v, y lo denotaremos
como d(v). Adicionalmente, se define la vecindad de un vértice v como el conjunto de todos los

vértices que son vecinos de v. Denotaremos a este conjunto como N (v).

Un camino es una secuencia de vértices distintos, en la cual cada par consecutivo de vértices
son vecinos. Denotaremos por (u,v)-camino a un camino que tiene como primer elemento a u
y como ultimo elemento a v. Ademas, diremos que un (u, v)-camino comienza en el vértice u
y termina en el vértice v, que es un camino entre u y v o que el camino tiene como extremos
a uy v. El largo de un camino es la cantidad de aristas que lo componen. Asi también, si
el (u,v)-camino P contiene a w dentro de su secuencia de vértices, diremos que el camino P

contiene a w.

Diremos que un final de camino esta en un vértice v o que v tiene un final de camino, si v es
un vértice en el que comienza o termina un camino. Ademas, diremos que un final de camino

estd en un conjunto de vértices U si existe algin v € U que tenga un final de camino.

Adicionalmente, dada una familia de caminos F como un conjunto de caminos distintos

en un grafo GG, diremos que F tiene un final de camino en un vértice v si existe al menos un

6



2.1. Notacion y definiciones

camino en F que comienza o termina en v. De forma similar, diremos que F tiene un final de
camino en un conjunto de vértices U si existe algiin camino en F que comience o termine en

algun vértice v € U.

La distancia en G entre dos vértices u y v corresponde al largo del (u, v)-camino més corto

en G. Un grafo G se dice conero si para todo par de vértices u, v, existe un (u, v)-camino en G.

Un ciclo es una secuencia de al menos tres vértices, en la que cada par consecutivo de vértices
son vecinos y, ademas, el ultimo vértice es vecino del primero. Por otro lado, un grafo es aciclico

si no contiene ciclos.

Un drbol es un grafo conexo aciclico. Usualmente nos referiremos a un arbol por 7. Un
resultado conocido es que en un arbol el camino entre dos vértices cualesquiera es tnico [3,
Teorema 1.5.1]. Es decir, para todo par de vértices u y v en T existe un (u,v)-camino en 7'y es

unico. Para denotar el camino en 7' que comienza en u y termina en v utilizaremos u7'v.

Por otro lado, llamaremos hoja a todo vértice de grado 1, padre de una hoja a todo vértice
adyacente a una hoja con grado distinto a 1 y abuelo de una hoja a todo vértice de grado mayor
a 1 adyacente a un padre. Dado un &rbol T, denotaremos por hi(T) al niimero de hojas del
arbol y por hy(T') al niimero de vértices de grado 2 de T'. Diremos que la arista uv es una arista

interior si ni u ni v son una hoja. Denotaremos por E*(T") al conjunto de aristas interiores de 7.

Una estructura de los arboles que cobra importancia en este trabajo es un conjunto maximal de
hojas que comparten el mismo padre, denotaremos a este conjunto como racimo. Adicionalmente,
dado un arbol T' se define 7(T") como la cantidad de racimos del arbol y r;(T") como la cantidad
de racimos de exactamente j hojas. Asi, por ejemplo, 79(7") es la cantidad de racimos de tamano
2 que existen en 7T'. En la Figura 2.2 presentamos un ejemplo de arbol con sus componentes y

parametros recién mencionados.

Si un racimo de tamaifio 2 tiene un padre de grado 3 y un abuelo de grado 2, llamaremos patilla
al subarbol formado por estos cuatro vértices. En la Figura 2.3 se muestra una representacién

de una patilla. Adicionalmente, denotaremos por 75(7") a la cantidad de patillas que tenga un

arbol T.



2.1. Notacion y definiciones

K
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Figura 2.2: Ejemplo de drbol. En este arbol las hojas corresponden a los vértices {a, b, ¢, d, e, f, g},
los padres corresponden a los vértices {h,,j}, donde h es padre de a y b, i es padre de cy d y
j es padre de e, f y g. Los vértices {x,y, z} son abuelos, en particular, x es abuelo de a y b, y
es abuelo de ¢ y d, y z es abuelo de e, f y g. Ademés, hay 3 racimos P = {a,b}, Q = {c,d} y
R = {e, f,g}. Por lo que r(T) = 3, ro(T) = 2 y r3(T") = 1. Dado que en este arbol hay siete
hojas y tres vértices de grado 2, se tiene hy(T) =7y ho(T) = 3.

Figura 2.3: Dibujo de una patilla.

Por otro lado, siguiendo la notacién presentada por Arrepol et al. [1], definiremos como
camino fundamental en un arbol a un camino tal que solo sus dos vértices extremos tienen un

grado diferente a 2. Sea P = {P,, P,,...P;} la familia de caminos fundamentales que particiona

8



2.1. Notacion y definiciones

E(T). Notar que esta familia es tnica para cada arbol. Adicionalmente, utilizaremos Z C P
para denotar el conjunto de caminos fundamentales que no incluyen una hoja y tienen al menos
dos aristas. Y para contabilizar la cantidad de vértices de grado dos que tienen los caminos en
Z junto con la cantidad de vértices de grado 2 que tiene cada camino fundamental que contiene

una hoja, definiremos el pardmetro h%(7") como sigue,

hy(T)= > (IBE@) -1+ > (EPF) -2).

P,eP\T PeT
En la Figura 2.4 presentamos un ejemplo de arbol T en el que identificamos sus caminos

fundamentales y determinamos h3(7T).

(b) Arbol T con 8 caminos fundamentales iden-
(a) Arbol T' con 8 caminos fundamentales tificados mediante colores.

Figura 2.4: Ejemplo de arbol con h3(7") # 0. Este arbol tiene 8 caminos fundamentales: (a, 7)-
camino, (b, )-camino, (i, h)-camino, (h, ¢)-camino, (h, g)-camino, (g, f)-camino, (g, e)-camino y
(g, d)-camino. En la Figura 2.4b presentamos el arbol con los caminos fundamentales coloreados
para facilitar su identificacién. Notar que en este caso el (i, h)-camino y el (h, g)-camino estan
en Z, por lo que h3(T) = 4.

Habiendo definido los caminos fundamentales, introduciremos ahora notacion para refe-
rirnos a arboles con caminos fundamentales con largo acotado. Diremos que un arbol es H.I.

(homeomdrficamente irreducible) si es un arbol sin vértices de grado 2. En la Figura 2.5a



2.1. Notacion y definiciones

presentamos un ejemplo de arbol H.I.. Notar que en este caso, todos los caminos fundamentales
tienen largo uno. Diremos que un arbol es H.I.1.S. (homeomdrficamente irreducible internamente
subdividido) si es un arbol proveniente de la subdivision de todas las aristas interiores de un
arbol H.I.. En la Figura 2.5b presentamos un ejemplo de arbol H.I.L.S.. Diremos que un arbol es
H.I.P.1.S. (homeomdrficamente irreducible parcialmente internamente subdividido) si es un arbol
proveniente de la subdivision de algunas aristas interiores de un arbol H.I.. En la Figura 2.5¢
presentamos un ejemplo de arbol H.I.P.I.S.. Notar que en estos casos los caminos fundamentales

tienen largo a lo mas dos.

(a) Ejemplo de arbol H.I. (b) Ejemplo de arbol H.ILL.S. (c) Ejemplo de arbol H.I.P.L.S.

Figura 2.5: Ejemplo de arboles H.I. en Figura 2.5a, H.I.L.S. en Figura 2.5b, donde los vértices a,
by c corresponden a la subdivision de todas las aristas interiores del drbol de la Figura 2.5a, y
H.I,P.I.S. en Figura 2.5¢, donde los vértices a y b corresponden a la subdivisiéon de dos aristas
interiores del arbol de la Figura 2.5a.

Sea G = (V, E) un grafo y sea F una familia de caminos en G. Denotaremos por F(u) al
conjunto de caminos en F que contienen a u. Diremos que F separa V' si para todo par de
vértices u y v en V existe un camino P en F que contiene a u y no contiene a v o contiene a v
y no contiene a u, es decir, F(u) # F(v). Ademds, decimos que una familia de caminos F cubre

el conjunto de vértices V si, para todo v € V, existe un camino P € F que contiene a v.

A partir de estos conceptos, introducimos el parametro que serd objeto de estudio en este

trabajo.

Definicién 2.1. Sea G = (V, E) un grafo y sea F una familia de caminos en G. El nimero de
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2.2. Objetivos

separacion de G se denotara como
spc(G) = min{|F| : F separa y cubre V'}.

A lo largo del trabajo, presentaremos construcciones que cubren y separan los vértices de
algunas subfamilias de arboles, esto nos permitird plantear cotas superiores. Sin embargo, en
general, sera importante ordenar y enumerar de forma correcta los racimos y hojas. Para ello,

utilizaremos un algoritmo de buisqueda.

El algoritmo de busqueda en profundidad (DFS) es una técnica de bisqueda en grafos que
recorre los vértices y determina un orden. Su funcionamiento consiste en, dado un vértice inicial,
explorar de manera exhaustiva los vértices a lo largo de un camino especifico, avanzando en
profundidad por las aristas. Cuando no quedan méas vértices por visitar en dicho camino, el

algoritmo retrocede al vértice predecesor y repite el mismo proceso con los vecinos restantes.

Observacién 2.2. Al aplicar un algoritmo de busqueda en profundidad (DFS) a un arbol,
siempre es posible elegir un orden en el que las hojas de un mismo racimo aparecen de manera
consecutiva. Este orden se logra visitando todas las hojas de un racimo antes de retroceder y
continuar el recorrido hacia otros vértices del arbol, lo que garantiza que las hojas pertenecientes

al mismo racimo queden juntas en el recorrido.

En la Figura 2.6 presentamos un ejemplo de aplicacion del algoritmo DFS, siguiendo la
configuracién anterior. A lo largo de este trabajo, consideraremos siempre el algoritmo DFS con

esta configuracion.

2.2. Objetivos

El principal objetivo de este trabajo es:

Objetivo 2.2.1. Responder la pregunta: ;FEs posible determinar una formula explicita para el

valor de spc(T') en funcion de parametros propios del arbol, como hi(T) y hao(T)?.

Para abordar este problema, nos propusimos trabajar en el estudio de subfamilias de arboles,
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2.2. Objetivos

2 4 3 2
® ®
1 1
(a) (b)
4 3 2
4 3 2
1
5 1
5
7 11
7
9 8 9 8 12 714
10 10 13
(c) (d)

Figura 2.6: Ejemplo de aplicacién algoritmo DFS en un arbol con 3 racimos. En la Figura 2.6a
comenzamos el algoritmo en el vértice 1 y recorremos el primer camino hasta la hoja 2. En la
Figura 2.6b el algoritmo recorre las hojas restantes del racimo. En la Figura 2.6¢, como ya fueron
recorridas todas las hojas del racimo, retrocedemos al vértice 6 y recorremos el camino hasta la
hoja 9, luego la hoja restante del mismo racimo. En la Figura 2.6d continuamos recorriendo los
vértices restantes.

considerando casos presentes en la literatura y de creciente complejidad. Asi, estudiamos la
separacién en arboles sin vértices de grado 2 (H.I.), en arboles con pocos vértices de grado 2

como los arboles H.I.LP.L.S. y en arboles con vértices de grado 2 y diferentes tamanos de racimos.

De esta forma definimos los siguientes objetivos especificos para este proyecto:
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2.2. Objetivos

Objetivo 2.2.2. Determinar spc(T') para darboles homeomorficamente irreducibles, es decir, con

ha(T) = 0.

Objetivo 2.2.3. Determinar spc(T') para drboles con vértices de grado 2 mediante el estudio de

subfamilias de drboles homeomaorficamente irreducibles parcialmente internamente subdivididos.

Objetivo 2.2.4. Determinar spc(T') para drboles con vértices de grado 2 que contengan caminos

fundamentales de largo al menos 3.
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CAPITULO 3

Estado del arte y contribuciones

En este capitulo presentamos los aportes y avances realizados por otros autores sobre la
investigacion en torno al nimero de separacion de vértices en grafos; en particular, damos énfasis
a los resultados en drboles. Asi también, presentamos de forma general los principales resultados
obtenidos en este trabajo, dando contexto a nuestras contribuciones al problema de separacion

de vértices en arboles.

3.1. Estado del arte

El problema de separacién en grafos, como dijimos, ha sido ampliamente estudiado. Foucaud
y Kovse [6] abordaron el problema de separacién de vértices en grafos mediante enfoques
combinatoriales y algoritmicos. En particular, determinaron el valor 6ptimo de spc(G) en varios
casos. Si K es un clique de n vértices, demostraron que spc(K) = [logy(n)]. Si P es un camino
de n vértices, demostraron que spc(P) = [(n +1)/2]. Si C es un ciclo de n vértices con n > 5,

demostraron que spc(C) = [n/2]. También proporcionaron cotas superiores para grafos conexos
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3.1. Estado del arte

y para arboles.

Teorema 3.1. [0, Proposicion 12, Teorema 17, Teorema 18]
(1) Si G es un grafo conexo de n vértices, entonces [2h1(G)/3] < spe(G) < [2n/3] + 5.
(11) Si T es un drbol H.I. de n vértices, entonces spc(T) < [2h1(T)/3] + 2.

Luego, Falgas-Ravry, Kittipassorn, Korandi, Letzter y Narayanan [4] estudiaron el problema
de separaciéon de aristas en arboles y grafos aleatorios. En el caso de arboles proporcionaron

tanto una cota inferior como superior.

El caso de separacion de aristas en arboles ha sido objeto de estudio reciente. Arrepol et
al. (2023) [1] resolvieron el problema de separacién de aristas en arboles, alcanzando el valor
6ptimo mediante una funcién que depende de hi(T") y ho(T'). También proporcionaron nuevas

cotas para la separacion de vértices en arboles.

Teorema 3.2. [1, Teorema 3.4] Para todo drbol T,

2h1(T) + h3(T)
3

hi(T) + h5(T)
2

9

spe(7T) > méx {

} |

Adicionalmente, si todos los racimos de T' tienen tamano al menos tres yT' # K, 3, entonces,

R5(T) + 1

2m(T)
3

spe(T) < +

Por su parte, Biniaz et al., [2], el mismo ano, propusieron nuevas cotas para el nimero de

separaciéon de vértices en arboles, pero en funcién del niimero de vértices.

Teorema 3.3. [2, Teorema 3] Si T es un drbol de n vértices,

n/4+1<spc(T) <2n/3+ 0(1)

Ellos también mostraron que estas cotas son ajustadas, es decir, existen drboles que cumplen

exactamente estas desigualdades.
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3.2. Nuestras contribuciones

Por otro lado, recientemente, Lichev y Sanhueza-Matamala [9] estudiaron la separacion de
vértices en grafos aleatorios del modelo G(n, p). Este modelo genera un grafo con n vértices donde
cada par de vértices esta conectado con una arista de manera independiente con probabilidad
p = p(n). En su estudio, los autores analizaron como se comporta el niimero de separacion en
un sistema de separacion de vértices dentro de este tipo de grafos y demostraron que el valor de
spc(G(n,p)) depende del valor de p. En particular, resolvieron el problema cuando np — ooy
demostraron que, con £ > 0 suficientemente pequertio, si p > (1 + ¢) logn/n, entonces, el nimero
de separacién serd con alta probabilidad [log, n|. Mientras que si p = (1 & €) log n/n, entonces,
con alta probabilidad, se tiene que spc(G) = (1 + o(1)) méx (log, n, 2h1(G)/3).

Sin embargo, en el caso donde p = ¢/n para una constante ¢, el problema sigue sin resolverse.
En el caso en que ¢ > 1, los grafos generados son disconexos y todas sus componentes son
arboles excepto a lo méds una. Para més detalles, ver Frieze y Karoniski [7, Teorema 2.15]. Asi,
un obstaculo clave para caracterizar spc(G(n,p)) en esta situacion es la falta de una descripcion
precisa del nimero de separacion en drboles. Por ello, determinar spc(7’) para distintas familias

de arboles contribuiria a una mejor comprension del problema de separacién en grafos aleatorios.

3.2. Nuestras contribuciones

Nosotros estudiamos el nimero de separacion en diferentes familias de arboles. En particular,
basandonos en la literatura, consideramos centrar nuestro estudio en arboles sin vértices de grado
dos, es decir, arboles H.I., asi como también en arboles H.I.P.I.S. para finalmente incorporar
arboles con caminos fundamentales de largo mayor a dos. Para comenzar contextualizando
nuestros resultados, presentamos en la Tabla 3.1 un resumen de los diferentes aportes y avances

en el estudio de spc(7') en orden cronoldgico.
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3.2. Nuestras contribuciones

Clase de grafo Contribuciones Referencia

211 (G)

3 <spc(G) < [2n/3]+5 [6, Proposicion 12,

Teorema 18] (2013)

Grafos conexos de n
vértices

20, (T)

Arboles H.I de n spe(T) <
vértices

+2 [6, Teorema 17]
(2013)

Arboles de n vértices | méx { } <spc(T) | [1, Teorema 3.4]

E 2 (2023)
. hy(T hi(T)+1
Arboles con racimos | spc(7') < 1) 2 2)+ [1, Teorema 3.4]
de tamano al menos (2023)
tres
Arboles de n vértices | n/4+ 1 < spe(T) < 2n/3 + O(1) [2, Teorema 3]
(2023)
‘ 2hy (T (T
Arboles de n vértices o7 +r35(1) < spc(T) Lema 4.1
, [ 2hy (T
Arboles H.I. de n | spe(T) = 1) Teorema 6.1
e . 3
vértices distinto de

K3

Arboles HIP.LS. sin | spe(T) = Teorema 7.1
racimos de tamaiio 1
distinto de K 3

/ 28y (T) +73(T) | [R3(T) +1

Arboles con racimos | spc(T') < i ); ri(T) + 2 2> i Teorema 9.1
de tamano al menos

dos

Cuadro 3.1: Resumen de resultados previos y de nuestros resultados sobre spc(7T').

Nuestros principales resultados comprenden la formulacién de una nueva cota inferior valida
para todo arbol. Es importante notar que en el caso sin vértices de grado dos esta cota es
equivalente a la planteada por Arrepol et al. en [1, Teorema 3.4], pero es una cota mas ajustada
en el caso de arboles que contienen patillas. Por otro lado, determinamos el valor exacto de
spce(T) cuando T es un arbol H.I.. En general, este valor depende tinicamente del niimero de
hojas, a excepcién de un dnico caso: el arbol K 3, la estrella de 3 hojas. Notar que este resultado

mejora la cota presentada por Foucaud y Kovse [6], que enunciamos en el Teorema 3.1. Asi
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3.2. Nuestras contribuciones

también, determinamos el valor exacto de spc(7") cuando 7" es un arbol H.I.P.I.S. sin racimos de
tamano 1. En este caso, fue necesario incorporar un parametro adicional para esta férmula, el

namero de patillas.

Por otro lado, estudiamos familias de arboles H.I.P.I.S. con racimos de tamano 1. Este estudio
nos permitié concluir que los parametros locales del arbol no son suficientes para determinar
el valor de spc(T'). Para demostrarlo, presentamos 2 familias que, dado un parametro, nos
permitiran construir dos arboles con igual niimero de hojas, niimero de vértices y cantidad
de racimos, pero con distinto nimero de separacion. Este resultado nos permite responder a

nuestra principal pregunta de estudio, pero ademas ilustra la complejidad de este problema.

Como ultimo resultado, presentamos una cota superior para todo arbol con racimos de tamano
al menos dos. Este resultado incluye arboles con caminos fundamentales de largos mayores a
dos. Este resultado mejora la cota superior presentada por Arrepol et al. en [1, Teorema 3.4]
para arboles con racimos de tamano al menos tres, dado que determinamos una cota superior

para una familia més general, arboles con racimos de tamano al menos dos.
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CAPITULO 4

Cota inferior

Dedicamos este capitulo a mostrar una cota inferior del ntimero de separacién valida para
todo arbol. Este resultado nos sera ttil en los siguientes capitulos para determinar el valor de
spc(T') en distintas familias de arboles.

Recordemos que una patilla es un subarbol compuesto por cuatro vértices: las dos hojas de
un racimo de tamafio 2, el padre del racimo (un vértice de grado 3) y el abuelo (un vértice de
grado 2), como se muestra en Figura 2.3.

Estos subéarboles son fundamentales en esta seccion, ya que la cantidad de finales de camino
requeridos por estas estructuras nos permitird establecer la cota inferior. Ademas, recordemos
que 75(7T") denota la cantidad de patillas en un arbol 7', pardmetro que utilizaremos para definir

la cota inferior.

A continuacién, presentamos la cota inferior que demostraremos en esta seccién.
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Lema 4.1. Sea T un darbol, entonces

pe(7) > | 2@ £ 73(D)

Para la demostracion, es necesario enunciar primero algunos resultados y propiedades de la

separacion en patillas.

Comenzamos mostrando una observaciéon en relacién a la separacion de 4 vértices.

Observaciéon 4.2. Para separar 4 vértices, es necesario utilizar al menos 3 caminos.

Esta observacion se deduce a partir de que con un camino, sélo podemos cubrir y separar
un vértice, mientras que con dos caminos s6lo es posible cubrir y separar 3 vértices (cubriendo
el primer vértice con un camino, el segundo vértice con el otro camino y el tercer vértice con

ambos caminos).

El siguiente lema presenta un resultado necesario sobre la separacion en las patillas.

Lema 4.3. Sea T un drbol, sea Y C T una patilla y sea F una familia que cubre y separa T .

Entonces:

1. Y tiene al menos 3 finales de camino.

1. Si'Y tiene exactamente 3 finales de camino, entonces dos de ellos cubren unicamente las

dos hojas de Y, y el tercer final de camino estard en el padre o abuelo del racimo.

1. Si'Y tiene exactamente 4 finales de camino, entonces pueden distribuirse de las siguientes

formas:
a. Un final de camino cubre inicamente una hoja, dos finales de camino cubren doble-
mente la otra hoja, y otro final de camino estd en el padre o abuelo del racimo.

b. 4 finales de camino cubren doblemente las dos hojas del racimo, y en este caso existe

un camino que comienza en una hoja del racimo y termina en la otra hoja del racimo.

c. 2 finales de camino cubren unicamente las dos hojas de Y, y los otros dos finales de

camino estdn en el padre y/o abuelo.
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Demostracion. Sea Y C T una patilla, sean hy, hs hojas del arbol, p el padre de las hojas y a
el abuelo de las hojas. Como Y es una patilla, sabemos que a tiene grado dos, por ende, todo
camino que pase por a pasara también por p a menos que el camino termine en a. Por otro lado,
todo camino que pasa por un vértice de Y debe tener un final de camino en Y, por lo que si
solo hay dos finales de camino en Y, hay solo dos caminos que cubren Y y sabemos que no es
posible separar 4 vértices con dos caminos por Observacion 4.2. De esta forma, concluimos que

Y debe tener al menos 3 finales de caminos correspondientes a caminos distintos.

Por otro lado, si h es una hoja de T, es necesario que algin camino de F tenga un final
de camino en h. Con estas ideas en consideracion se tienen las siguientes distribuciones de los

finales de caminos de F para separar Y:

Consideremos primero que Y tiene 3 finales de camino. Si los 3 finales de caminos estan en las
hojas, el padre no estara separado del abuelo. Por lo anterior, en este caso, ambas hojas deben
estar tinicamente cubiertas; adicionalmente, para que estén separadas, deben estar inicamente
cubiertas por finales de caminos diferentes. Luego, se requiere un final de camino adicional en
el padre o abuelo para separarlos. Notar que esta forma utiliza 3 finales de camino cada uno
y es la tnica distribucién posible con 3 finales de camino para separar Y. En la Figura 4.1a

presentamos una patilla cubierta y separada de esta forma.

Por otro lado, si consideramos que Y contiene 4 finales de camino, entonces las hojas pueden

ser cubiertas de las siguientes formas:

= Una hoja estd tinicamente cubierta y la otra estd doblemente cubierta, notar que al igual
que en el caso anterior, estos racimos requieren un final de camino adicional en el padre o
abuelo para separarlos. Lo cual da el total de 4 finales de camino en Y. En la Figura 4.1b

presentamos una patilla cubierta y separada de esta forma.

= Ambas hojas doblemente cubiertas. En este caso ya se utilizaron los 4 finales de camino,
por lo que para separar al padre del abuelo es necesario que dos finales de camino de Y
sean del mismo camino y estén en hojas distintas del racimo. En la Figura 4.1c presentamos

una patilla cubierta y separada de esta forma.

= Ambas hojas tinicamente cubiertas, en este caso de manera similar al caso anterior, se
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requiere al menos un final de camino adicional en el padre o abuelo, dado que utilizamos 4
finales de camino, se tiene un final de camino en p y un final de camino en a, o ambos
finales de camino a o ambos en p, en este ultimo caso uno de los caminos debe comenzar
en una hoja del racimo y terminar en p. En la Figura 4.1d, la Figura 4.1e y la Figura 4.1f

presentamos estos 3 casos.

De esta forma, se tienen todos los casos presentados en el Lema. [

Figura 4.1: Separacion de patillas con 3 y 4 finales de camino. En la Figura 4.1a presentamos la
separacion de una patilla con 3 finales de camino, caso 1I.. En la Figura 4.1b presentamos la
separacion de una patilla con 4 finales de camino, caso IiI..a.. En la Figura 4.1c presentamos la
separacién de una patilla con 4 finales de camino, caso 111..b.. En las Figuras 4.1d, 4.1e y 4.1f
presentamos la separacién de una patilla con 4 finales de camino, caso III..c..
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4.1. Demostracion cota inferior del Lema 4.1

4.1. Demostracion cota inferior del Lema 4.1

Demostraremos la cota inferior a través del estudio de las estructuras de los racimos y la
cantidad minima de finales de camino que requieren, considerando la existencia de patillas y sus

formas de separacion presentadas en el Lema 4.3.

Demostracion del Lema 4.1. Sea T un arbol y sea F una familia de caminos que cubre y separa
V(T).
Por el Lema 4.3 sabemos que para separar las patillas vamos a requerir al menos 3 finales de

camino por cada una de ellas. Denominaremos las patillas de la siguiente forma:

= 717 a la cantidad de patillas que son separadas con 3 finales de camino, por el Lema 4.3,
Item 11. sabemos que la tinica forma de separacién posible con 3 finales de camino considera

ambas hojas inicamente cubiertas y otro final de camino en el padre o abuelo.

= 715 a la cantidad de patillas que son separadas con 4 finales de camino considerando una
hoja tnicamente cubierta, la otra hoja doblemente cubierta y un final de camino en el

padre o abuelo.

= 799 a la cantidad de patillas que son separadas con 4 finales de camino considerando ambas
hojas doblamente cubiertas. Por el Lema 4.3 Item 111..b. sabemos que en este caso se
considera un camino que comienza y termina en las hojas del racimo, por lo tanto este

camino comienza y termina en hojas doblemente cubiertas.

] 7“’11 a la cantidad de patillas que son separadas con 4 finales de camino y ambas hojas

Unicamente cubiertas.

= 795 a la cantidad de patillas cubiertas por al menos 5 finales de camino.

Notar que el Lema 4.3.111. nos indica que solo existen las 3 formas anteriores de cubrir y

separar estas estructuras utilizando 4 finales de camino.

Como r3(T) contabiliza la cantidad de patillas, se tiene la siguiente igualdad:
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4.1. Demostracion cota inferior del Lema 4.1

ry(T) =711 4711, + ri2 + 722 + 75 (4.1.1)

El analisis anterior nos da informacion sobre los finales de caminos utilizados para las patillas,
sin embargo, pueden existir racimos que no son patillas. La cantidad de hojas que no pertenecen
a una patilla es hy(T) — 2r;(T'). Estas hojas pueden estar tinicamente cubiertas o al menos
doblemente cubiertas. Denominaremos por hi; a las hojas tinicamente cubiertas que no estan
asociadas a una patilla, y por hjs a las hojas al menos doblemente cubiertas que no estan

asociadas a una patilla. De esta forma se tiene la siguiente igualdad:

hi(T) = 2r3(T) = hay + haz (4.1.2)

Por otro lado, considerando |F| = m, sabemos que se tendra a lo mas 2m finales de camino.
(Notar que si un camino comienza y termina en el mismo vértice, entonces hay menos de 2m
finales de camino). La cantidad de finales de camino es al menos la suma de los finales de camino
utilizados para separar tanto las patillas como las hojas que no pertenecen a patillas. Lo anterior

nos da la siguiente cota para los finales de camino:

2m Z 37“11 + 47"11 + 4?"12 + 47”22 + 57’25 + hll + 2h12 (413)

Construiremos ahora una cota para la cantidad de caminos m. Para ello vamos a contabilizar
por separado los caminos que tienen un extremo en un vértice inicamente cubierto y los caminos
cuyos dos extremos no estan en vértices inicamente cubiertos. Sea F = F; U Fo, donde F;
corresponde a la familia de caminos con algin extremo cubriendo tnicamente un vértice, y Fo
corresponde a la familia de caminos con ambos extremos cubriendo al menos doblemente un
vértice.

Sabemos que |F;]| es al menos dos veces la cantidad de racimos contabilizados en r11, ya que
estos tienen ambas hojas Unicamente cubiertas, dos veces la cantidad de racimos contabilizados
en 7”11, una vez los racimos contabilizados en 15 ya que tienen solo una hoja tinicamente cubierta,

y una vez las hojas contabilizadas en hi; ya que es la cantidad de hojas restantes tinicamente
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cubiertas.

Luego, la cantidad de caminos es igual a la suma de |Fy| y |F2|. Por lo que se tiene la

siguiente cota inferior para el niimero de caminos:

m = |Fi| + | Fo| = 2riy 4 20 + 112 + b + | P2 (4.1.4)

Sumando (4.1.3) y (4.1.4) obtenemos:

3m 2 57"11 -+ 67“/11 -+ 57"12 + 47’22 + 57”25 -+ 2h11 -+ 2h12 + ’fQ‘ (415)

Notar que |F»| es al menos la cantidad de racimos contabilizados en 199, dado que 799
considera por cada racimo un camino que comienza y termina en hojas doblemente cubiertas.

Esto nos permite reescribir (4.1.5) como sigue:

3m Z 57"11 + 6’/’/11 + 5T12 + 5’/“22 -+ 57“25 + 2h11 + 2h12 (416)

Comenzando de (4.1.6) y considerando (4.1.1) y (4.1.2), obtenemos:

3m > 5r3(T) 4 2(hy(T) — 2r3(T))

Como m es un numero entero, se tiene que la familia de caminos que cubre y separa tiene
3

]

tamano al menos
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CAPITULO b

Construccién base y sus propiedades de

separacion

Dedicamos este capitulo a presentar nuestra construccion base. Mostraremos también sus
propiedades de cubrimiento y separaciéon en una primera familia de arboles, con tinicamente
racimos de tamano dos y tres. En los capitulos siguientes iremos ampliando progresivamente
las familias consideradas, abordando casos de creciente complejidad. De manera general, esta
construccion base sera una herramienta importante que utilizaremos para establecer una cota

superior de spc(7T) en las distintas familias de arboles que analizaremos.

Primero, definiremos una construccién que asemeja gaviotas y consiste en agrupar de a 3
hojas del arbol y construir 2 caminos entre ellas. Utilizaremos esta construccion para definir

nuestra construccion base.

Construccion 5.1. (a,b,c)-gaviota: Sea T' un arbol, y sean a,b,c 3 hojas distintas de T,

definiremos como (a, b, ¢)-gaviota al conjunto formado por los caminos aTb y bTc.

En general, una gaviota es un conjunto de dos caminos tal que esos caminos conformen una
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5.1. Construccién base

(a,b, c)-gaviota para alguna tripleta (a,b,c). En la Figura 5.1 se puede ver un ejemplo de la

Construccién 5.1.

Figura 5.1: Ejemplo construccion de gaviotas. En esta figura mostramos una (a, b, ¢)-gaviota.

5.1. Construccion base

Dado que la mayor complejidad surge al incorporar patillas, comenzaremos definiendo una
construccion para arboles sin patillas. Ademas, excluimos los racimos de tamano 1, ya que nuestro
estudio reveld que estos complican el analisis de la separacion. En el Capitulo 8 presentamos un

analisis detallado de este caso.

A continuacién presentamos nuestra construccion base, la cual consiste principalmente en
construir gaviotas alternadas. La idea general es realizar gaviotas que incluyan caminos entre

los racimos consecutivos.

Construccion 5.2. Sea T un arbol con solo racimos de tamano 2 6 3. Aplicaremos la construccion

mediante los siguientes pasos:

1. Si no existe un orden dado de los racimos, enumeramos los racimos mediante el orden DF'S
descrito en la Observacion 2.2 comenzando en una hoja de un racimo de tamafio 2 si es que
existe, como Ry, Ry, ..., ) y las hojas de un racimo R; las enumeramos como hjl-, h?, ...h?, con
k € {2,3}. Notar que la enumeracién anterior proporciona un orden natural de las hojas,
comenzando por las hojas del racimo 1 en orden, luego las hojas del racimo 2 en orden y
asi hasta las hojas del ultimo racimo en orden. En lo que sigue, consideraremos R; como el

racimo siguiente a R;.

En la Figura 5.2a se aplica este paso en un ejemplo.
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5.1. Construccién base

2. Construiremos iterativamente (a;, b;, ¢;)-gaviotas, comenzando con ¢ = 1 y aumentando 7 en 1

con cada nueva gaviota, de la siguiente forma:

a. Elegiremos a; considerando el racimo R; en el que termina la gaviota anterior. Se tienen
los siguientes casos:
= Sii=1, entonces a; = hf.
» Sii# 1y R; es de tamaio 2, a; serd la segunda hoja descubierta del racimo de
indice mas pequeiio posible distinto de 1.

» Sii# 1y R;esde tamano 3, entonces a; serd la primera hoja descubierta de R;.
b. Elegiremos b;, ¢; segun los siguientes dos casos:

= Si la siguiente hoja descubierta después de a; es la primera hoja de un racimo de

tamano 2, entonces b;, ¢; seran las hojas h} ay hjl 4o Tespectivamente.

= En todos los otros casos b;,c¢; seran las dos hojas consecutivas y descubiertas

siguientes de a;.

Esto se realiza hasta que queden menos de 3 hojas descubiertas.

En Figura 5.2b, Figura 5.2¢, Figura 5.2d, Figura 5.2¢, Figura 5.2f y Figura 5.2g presentamos

un ejemplo de este paso en un arbol que requiere 6 iteraciones.

3. Si quedan 0 hojas sin cubrir, terminamos. Si queda 1 hoja sin cubrir en el paso anterior y es
una hoja del primer racimo, construimos el camino entre la hoja y una hoja del racimo Ry, si
queda 1 hoja sin cubrir y no esta en el primer racimo, entonces construimos el camino desde
la hoja a su padre. Si quedan 2 hojas sin cubrir en el paso anterior, construimos dos caminos:
el camino entre las dos hojas, y, si una de ellas es una hoja del primer racimo, anadimos
también el camino entre dicha hoja y una hoja de R;, si ninguna de las hojas es del primer

racimo, anadimos entonces, el camino entre una de las hojas y su padre.

En la Figura 5.2h se aplica este paso en un arbol a modo de ejemplo.
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[ ]
Ry h%
h% Al < R;
hi
[ ]
hi hi
Rg h/21 R4
hg h}
[ ]
hi _
2l ) hy h3 h§
hi Rs
hy h3 h3
Ry
(a) Paso 1
®
®
> L 4 \ 4 \ 4 \ 4
®

A

12 9

(b) Paso 2: primera iteracién
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®3 3

>|3 3
|

Q13

12:

w

12 95 3

(c) Paso 2: segunda iteracién

5
}<

12 5 3

(d) Paso 2: tercera iteracién
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®3

>13
1

913

123

12 5 3

(e) Paso 2: cuarta iteracién

8
SW
810@
78
¢

78

7

78

12 5 3

(f) Paso 2: quinta iteracién
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8
N
310@
7811 11
1112 7810116
78
p71011
AW T
A1 357 57 56

®3 345

:::).13 3
|

®13

(@

123
1295 3

(g) Paso 2: sexta iteracion

8

8
p
7811 211
1112 781011¢
78

1112 71011

A

125 3
(h) Paso 3

Figura 5.2: Ejemplo de Construccién 5.2 aplicada en un arbol con 8 racimos. Representamos
cada camino con un numero y color. En el paso 1 se presenta la enumeracién de racimos y
hojas. En la primera iteracion del paso 2 se construye la primera gaviota, en este caso a; = h?,
by = hi y ¢; = h3. En las siguientes iteraciones se construyen las gaviotas siguientes. En el paso
3 anadimos los caminos 13 y 14 para las dos hojas que no fueron separadas por gaviotas
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A continuacién presentamos propiedades de la construccién.

5.2. Propiedades de la Construccién 5.2

El siguiente lema presenta resultados sobre la correctitud de la Construccion 5.2. Para ello

mostramos que siempre es posible elegir a;, b; y ¢; como se indica en el Paso 2. de la Construccion.

Lema 5.3. SiT es un darbol con solo racimos de tamano 2 6 3, la Construccion 5.2 esta bien

definida.

Demostracion. Sea T' un arbol con solo racimos de tamano 2 6 3. Siguiendo la Construccién 5.2
enumeramos las hojas como indica el Paso 1.. Luego realizamos las iteraciones para construir
gaviotas como indica el Paso 2.. La Construccion estara bien definida si siempre podemos elegir

a;, b; y ¢; como indica el Paso 2..

Lo primero es notar que la eleccion de b; y ¢; siempre esta bien definida. En general son las
dos hojas descubiertas siguientes, las cuales siempre existen a menos que queden menos de 3
hojas sin cubrir, en cuyo caso se aplica el Paso 3.. El tinico caso diferente es cuando b; es la
primera hoja de un racimo de tamano dos; sin embargo, en este caso siempre estard descubierta
la primera hoja del racimo siguiente, ya que si una gaviota termina en el racimo R; no puede
estar cubierta ninguna hoja de un racimo con indice mayor que j. Si b; esta en el tltimo racimo,
c; seréd hi.

Sobre la eleccién de a;, el primer caso es la primera gaviota, la cual considera a; = h¥. Como

ninguna hoja estd cubierta, siempre podemos elegir a; de esta manera.

Sii# 1y R; es de tamafo 2, siempre es posible elegir a; como la segunda hoja de algtin
racimo, tal que la hoja no esté cubierta, como indica el Paso 2..a.. En particular, siempre estara
la opcién de elegir la segunda hoja del racimo R;. Esto dado que si una gaviota termina en
un racimo de tamafio dos, siempre lo hace en la primera hoja. En general, b; v ¢; son hojas
consecutivas, por lo que si la gaviota termina en la segunda hoja de un racimo de tamano dos,
entonces es porque ambas hojas del racimo estaban descubiertas cuando se eligen b; y ¢;, lo cual

es el primer caso del Paso 2..b. y por ende, la eleccion de b; y ¢; seréd hjl- vy h; Iy
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Sii# 1y R; es de tamafio 3, queremos mostrar que siempre es posible elegir a; como la
primera hoja descubierta del racimo R;. Procedemos por contradiccién. Supongamos que esto
no siempre es posible, es decir, existe algin j tal que la gaviota que termina en R; termina en la
ultima hoja de R; y, por ende, todas las hojas estdn cubiertas. Consideremos el primer racimo

en que ocurre esto, digamos R;.

Dado que el racimo R; es de tamano 3, por el Paso 2..b. de la Construccion, sabemos que
b; v ¢; son hojas consecutivas, por lo tanto, son la segunda y la tercera hoja. Mientras que a;

debera ser la primera hoja del racimo.

Para que esto ocurra, en el racimo anterior, R;_1, también tuvo que terminar una gaviota en
la dltima hoja y estar completamente cubierto. Sin embargo, como vimos en el caso anterior,
esto nunca ocurre en racimos de tamano 2. Si R;_; es de tamanio 3 y termina una gaviota en la
ultima hoja, entonces contradice la suposicion de que R; es el racimo mas pequefio en que una

gaviota termina en la ultima hoja.

De esta forma, podemos concluir que para todas las gaviotas construidas siguiendo el Paso
2., que terminan en un racimo de tamano 3, ¢; esta en la primera o segunda hoja del racimo. Por
lo tanto, si una gaviota termina en un racimo de tamano 3, siempre queda una hoja descubierta

en dicho racimo, la cual, por el Paso 2..a. serd elegida como a; de la gaviota siguiente. O

A continuacién presentamos propiedades de la Construccién 5.2 que utilizaremos para

demostrar los resultados de cubrimiento y separacién de esta Construccion.

Corolario 5.4. Sea T' un drbol con solo racimos de tamano 2 ¢ 3 y sea F la familia de caminos

obtenida de aplicar la Construccion 5.2 a T. La familia F tiene las siguientes propiedades:

1. Contiene a lo mds un camino que comienza en una hoja y termina en su padre. Este

camino estd en un racimo de tamano 2 o en la ultima hoja de R;.

11. Si el camino que comienza en una hoja y termina en su padre pasa por una hoja unicamente

cubierta, entonces hy(T) =1 (méd 3).

11, Si el camino que comienza en una hoja y termina en su padre pasa por una hoja doblemente

cubierta, entonces hi(T) =2 (mdd 3).
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1v. Cada racimo de tamano 3 tendrd un camino que comienza y termina en el racimo. Ademds,
cada racimo de tamano 3 tendrd eractamente una hoja doblemente cubierta y dos hojas
unicamente cubiertas. Los caminos que pasan por la hoja doblemente cubierta, consideran
un camino que tiene un final de camino en una hoja de otro racimo, y un camino que

termina en la sequnda hoja del mismo racimo.

v. Contendrd al menos un camino entre cada racimo y el racimo siguiente en el orden dado

por DFS.

Demostracion. Demostraremos cada punto por separado. Para demostrar el punto I consideramos
el paso 3. de la Construccion 5.2, en este paso anadimos 1 camino por cada hoja en a lo mas 2
hojas, siendo a lo més uno de ellos un camino desde una hoja a su padre. Por otro lado, este
camino se construye en las hojas que no fueron cubiertas por el paso 2. de la Construccion 5.2,
dado que siempre que una gaviota termina en un racimo de tamano 3, la siguiente gaviota cubre
todas las hojas restantes, la tinica excepciéon ocurre cuando la cantidad de hojas restantes es
menor a 3, es decir, cuando la cantidad de hojas es 2 (mdd 3) o 1 (méd 3). En ambos casos,
solo existen hojas de racimos de tamano 3 no cubiertas por gaviotas si el racimo de tamano 3
es R; o Ry, sin embargo, por el paso 1. de la Construccion sabemos que si el primer racimo es
de tamano 3, entonces, todos los racimos son de tamano 3 y por ende, todas las hojas estan
cubiertas con gaviotas. Por lo tanto, si existe una hoja de un racimo de tamano 3 sin cubrir por
gaviotas, estda en R;, y mas ain es la ultima hoja, dado que si sobran dos hojas, una de ellas es
hi. Asi, el camino que comienza en una hoja y termina en su padre debe estar en un racimo de

tamano 2 o en la ultima hoja de R;.

El punto 11 es un resultado directo del paso 3. de la Construccién. Si el camino entre la hoja
y su padre pasa por una hoja tnicamente cubierta, entonces quedé solo una hoja sin cubrir por
las gaviotas, lo cual significa que hi(T) =1 (mdéd 3).

El punto 111 lo demostramos de forma similar al caso anterior. Si el camino entre la hoja y
su padre pasa por una hoja doblemente cubierta, entonces quedaron 2 hojas sin cubrir por las
gaviotas, lo cual significa que hy(T) =2 (méd 3).

Para demostrar el punto 1v consideraremos el paso 2. de la Construccién 5.2. En este paso,
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es posible observar que si la gaviota anterior termina en un racimo R; de tamano 3, entonces a;
serd la primera hoja descubierta del racimo, es decir, puede ser la segunda o tercera hoja de
R;. Si a; es la segunda hoja, entonces por la descripcién de la Construccién, sabemos que b;
sera la tercera hoja del racimo, y por lo tanto existe un camino entre la segunda y la tercera
hoja. Ademas, ¢; sera la primera hoja del racimo siguiente y por lo tanto existe un camino entre
la tercera hoja y la hoja siguiente en el racimo siguiente, de esta forma, la tercera hoja del
racimo esta doblemente cubierta. Notar también que en este caso la primera hoja del racimo de
tamafio 3 es parte de una gaviota anterior, por lo que existe un camino entre dicha hoja y el
racimo anterior. Si a; es la tercera hoja del racimo, es porque terminé la gaviota anterior en la
segunda hoja del racimo, y por ende, la primera y segunda hoja son b;_; y ¢;_1 respectivamente,
es decir, existe un camino entre la primera y la segunda hoja del racimo R;. Ademas, a, sera
una hoja del racimo anterior, por lo que existird un camino entre la primera hoja del racimo y
el racimo anterior, de esta forma, la primera hoja estara doblemente cubierta. Notar también
que lo anterior implica que existe un camino entre la primera y la segunda hoja. En este caso
ademas, b; serd una hoja del racimo siguiente. Por ltimo, si existe un racimo de tamano 3 con
una hoja sin cubrir por gaviotas, por el punto anterior, sabemos que ese racimo sera R;, y mas
aun, la hoja hi tampoco estard cubierta por gaviotas. Por el paso 3. de la Construccion 5.2,

sabemos que se anade el camino entre ambas hojas, satisfaciendo la condicion.

Para el punto v, también utilizaremos el paso 2. de la Construccion 5.2, observando que,
como mostramos en el punto anterior, por cada racimo de tamano 3 existe un camino entre el
racimo anterior y el racimo de tamano 3, asi como un camino entre este y el racimo siguiente,

satisfaciendo la condicion.

En el caso de los racimos de tamano 2 que fueron cubiertos por gaviotas, por definiciéon
de la construccién, podemos observar que nunca una gaviota considera dos hojas del mismo
racimo. Por lo tanto, si b; y ¢; son consecutivas, entonces pertenecen a dos racimos consecutivos.
Si b; v ¢; no son consecutivas, entonces son las hojas h} ay h} 49, lo cual también implica que
pertenecen a racimos consecutivos. Por ultimo, si hay una hoja a; en un racimo de tamano 2,
R, esta sera la segunda hoja de R;, mientras que b; serd la primera hoja de R o b; serd la

primera hoja descubierta de un racimo de tamano 2, lo que ocurre cuando la primera hoja de
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R; es una hoja b;_;. Como ya vimos, en este caso, ¢;_; estard en I;;; satisfaciendo igualmente

la condicion.

Por otro lado, si existen hojas en los racimos de tamano 2 que no fueron cubiertas por

gaviotas, se presentan dos casos:

(1) Si una hoja no cubierta por gaviotas esta en el primer racimo, entonces, por el paso 3.,
sabemos que esta cubierta al menos por un camino entre dicha hoja y una hoja del racimo

Ry, satisfaciendo la condiciéon. Ademads, siempre existe el camino hiTh}.

(11) Si una hoja no cubierta por gaviotas no esta en el primer racimo, la primera hoja del
racimo debe ser b;, dado que a; nunca es la primera hoja y si la primera hoja fuera ¢;,
entonces la segunda hoja es a;,1 y estarian cubiertas por gaviotas. Asi, la primera hoja es

b;, v por ende, a; pertenece al racimo anterior y ¢; al racimo siguiente.

De esta forma, en todos los casos, existe un camino entre un racimo y el racimo siguiente. [

Observaciéon 5.5. Si todos los racimos son de tamainio 3, la Construccion 5.2 es equivalente a

la Construccién Bunch presentada en [1, Definicién 4.7].

El siguiente lema presenta el resultado de cubrimiento y separacién de la Construccion 5.2.
Notar que si bien la Construccién puede ser utilizada en todo arbol con racimos de tamano dos
o tres, en particular, los resultados de cubrimiento y separacion de esta construccién aplican solo
en arboles H.I.LP.I.S.| sin patillas y cuyos racimos sean de tamano dos o tres. Luego mostraremos
la extension de estas propiedades a arboles con racimos de tamafo al menos dos y sin patillas,

asi como a arboles sin vértices de grado dos.

Lema 5.6. Si T es un drbol H.I.P.1.S.sin patillas y con solo racimos de tamano 2 6 3 distinto
de K3, entonces:
2h (T
spe(7) < | 2@
Ademas, existe una familia de caminos F tal que |F| = [2h1(T)/3], y que considera, como

madximo, un camino que comienza en una hoja y termina en su padre. Este camino puede pasar
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por una hoja que esté unicamente cubierta, en cuyo caso hi(T) =1 (méd 3), o por una hoja

doblemente cubierta, en cuyo caso hy(T) =2 (méd 3).

Demostracion. La idea de la demostracion es utilizar la Construccion 5.2, y en particular, el
punto v del Corolario 5.4, es decir, la familia de caminos dada por la Construccién 5.2 considera
un camino entre todo par de racimos consecutivos. Notar ademas que R; es considerado el

racimo siguiente de R;.

Comenzaremos analizando un caso particular, el arbol T} compuesto por dos racimos de
tamano 2, tal que sus padres son vecinos. Sea Ry = {u,v} y Ry = {z,y} los racimos de Tj.
En este caso, sabemos que T} puede ser cubierto y separado con 3 caminos: uT'x, vTy y uTv.
Notar que esto corresponde a spc(77) = 3 = [2h1(T7)/3], y por lo tanto satisface la cota. En

Figura 5.3 presentamos graficamente el arbol T} y los caminos que cubren y separan V (7}).

Luego, analizamos los casos restantes. Para ello, consideramos T un arbol distinto a T7.

Aplicamos en T la Construccion 5.2, obteniendo una familia de caminos F.
Sean u y v dos vértices distintos de T". Consideremos los siguientes dos casos:

Caso 1. Existe al menos un vértice de grado al menos 3 en el interior del (u, v)-camino en 7T
Entonces existe al menos un racimo que es el siguiente o el antecesor de un racimo descendiente
de u, si u tiene grado al menos 2, asi como también existird un racimo que es el siguiente o el
antecesor de un racimo descendiente de v, si v tiene grado al menos 2. Esto considerando el
orden de los racimos definido en el item 1. de la Construccion 5.2. Notar que en el caso de que
solo exista un vértice en el (u,v)-camino en T" con grado al menos 3 y tenga grado 3, un solo
racimo satisfarda ambas condiciones. Sin pérdida de generalidad, sea R el racimo siguiente o
antecesor de un racimo descendiente de u, R,.

Por el punto v del Corolario 5.4, sabemos que entre cada par de racimos consecutivos existe

al menos un camino de F. Por lo tanto, existe un camino entre R y R,. Ademas, dado que R

no es descendiente de v, dicho camino pasa por u y no pasa por v.

Siw y v tienen grado 1, entonces, ambos son hojas, y dado que en el Paso 2. del Corolario 5.4
se construyen gaviotas con hojas a;,b; y ¢;, sabemos que todas las hojas estan tinicamente

cubiertas o doblemente cubiertas con términos de caminos diferentes. Si las hojas no fueron
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cubiertas por gaviotas, entonces fueron cubiertas acorde al Paso 3. y se construye el camino
entre la hoja y su padre. Dado esto, ese camino no puede pasar por ninguna otra hoja, por ende,

estarian igualmente separadas.

Caso 2. No existe ningtin vértice de grado al menos 3 en el interior del (u,v)-camino. Como
T es un arbol H.I.P.L.S., los vértices pueden estar a distancia a lo mas dos. Supongamos primero
que alguno de los vértices {u, v} es de grado al menos 3 y no es padre de racimo, sin pérdida de
generalidad, supongamos u es de grado al menos 3 y no es padre de un racimo. En este caso,
existiran al menos dos componentes en T' — u que no incluyen a v, y existird una gaviota que
contenga un camino entre el iltimo racimo de una de las componentes y el primer racimo de la
siguiente componente en 7', el cual pasa por v y no pasa por v. Supongamos ahora que alguno
de los vértices tiene grado al menos 3 y es padre de un racimo de tamano 3, sin pérdida de
generalidad, digamos v cumple estas condiciones. Por el item 1v del Corolario 5.4 sabemos que
existe un camino que comienza y termina en el racimo, por ende pasa por v y no pasa por u.
Entonces, podemos suponer que u y v tienen grado a lo mas 2 o bien, tienen grado al menos 3 y
son padres de un racimo de tamafnio 2. Notar que dado que T es un arbol H.I.P.I.S. y estamos
considerando que no existe un vértice de grado al menos 3 en el interior del (u, v)-camino, no es
posible que simultaneamente u y v tengan grado a lo mas 2. Por lo tanto, al menos uno de ellos

tendra grado al menos 3 y es padre de un racimo de tamano 2.

Supongamos que u tiene grado al menos 3 y es padre de un racimo de tamano 2, R,. Si
v tiene grado 1, entonces, como en este caso, debe estar a distancia a lo mas dos, v es una
hoja de R,. Si las hojas de R,, fueron cubiertas por gaviotas, por el paso 2. de la Construccion
sabemos que por las hojas de un racimo de tamafio 2 terminan caminos diferentes, y todos ellos
pasan por el padre, por ende todas las hojas estan diferenciadas de su padre. Si alguna hoja
fue cubierta por un camino desde la hoja a su padre, siguiendo el paso 3. de la Construccion,
igualmente u y v estardn separados, dado que la otra hoja de R, tuvo que ser cubierta por un

camino que pasa por u y no pasa por v.

Supongamos ahora, que u y v son padres de un racimo de tamano 2. Digamos u es padre de
R; y v es padre de R;;1. En este caso, si solo existen esos dos racimos, entonces corresponde al

arbol 17, que ya fue descartado, o contiene patillas, lo cual no es posible por hipotesis. Por lo
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tanto, deben existir mas racimos en el arbol, al menos un tercer racimo R;.3 o R;_1, y por el
item Vv del Corolario 5.4 sabemos que existird un camino entre R; 5 y el racimo siguiente R; 3
o existira el camino entre R, _; y R;. Notar que el primer camino pasa por v y no pasa por u,
mientras que el segundo camino pasa por u y no pasa por v. En ambos casos, los vértices estan

separados.

Notar que no es posible que uno sea padre de un racimo de tamano dos y el otro sea un

vértice vecino de grado dos, ya que formarian una patilla.

De esta forma, en todos los casos los vértices estan cubiertos y separados. Notar que en todos
los pasos de la construcciéon realizamos gaviotas a excepciéon del paso 3. de la Construccion en
el que anadimos 1 camino por cada hoja en a lo mas 2 hojas, siendo a lo mas uno de ellos un
camino desde una hoja a su padre, por lo que la cantidad de caminos utilizados es [2h1(T)/3].
Notar ademas que por item 1T sabemos que si el camino entre una hoja y su padre pasa por una
hoja tnicamente cubierta, entonces hy(7) = 1 (méd 3), y por item III si el camino pasa por

una hoja doblemente cubierta, entonces hi(T) = 2 (mdéd 3). O

Figura 5.3: Separaciéon de arbol T7 con 3 caminos: P, = uTx, P, = vTy y P3 = uTv.
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CAPITULO 6

Arboles homeomorficamente irreducibles

Dedicamos este capitulo al estudio del niimero de separacién en una familia mas amplia que
la considerada anteriormente. En particular, nos enfocaremos en los arboles homeomorficamente
irreducibles, es decir, arboles sin vértices de grado 2. Mostraremos que si 7' es un arbol sin
vértices de grado 2 distinto del arbol estrella K 3, spc(T) = [2h1(T")/3]. En el caso de K 3,
el nimero de separacion es 3, lo cual corresponde a [2h; (K 3)/3] + 1. Como ya hemos dicho,
este resultado mejora la cota spc(T') < [2h1(T")/3] + 2 planteada por Foucaud y Kovse en
2013 [6, Teorema 17].

Teorema 6.1. Si T es un drbol H.I. distinto de K, 3, entonces:
spe(T) = [2hy(T)/3].
Ademds, spc(Ky3) = 3.

Comenzaremos analizando el nimero de separacién del arbol K3 y en lo que sigue se

considerara un caso particular y lo excluiremos de los resultados generales.
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Lema 6.2. Sea K3 el drbol correspondiente a la estrella de 3 hojas, se tiene spc(K; 3) = 3.

Demostracion. Sean a, by c las 3 hojas de K3y d el padre de las hojas. Para la cota inferior,
consideraremos el hecho de que K 3 tiene 4 vértices, y para separar 4 vértices necesitamos
al menos 3 caminos por Observacién 4.2. Por otro lado, para la cota superior, sea 7' = K 3,
consideramos la familia compuesta por los siguientes 3 caminos: P = aTb, () = bTc, y S = cTa.
Notar que por a pasa el camino P y .S, por b pasan los caminos P y (), por ¢ pasan los caminos
Q@ y Sy por d pasan los caminos P, y S. En la Figura 6.1 presentamos graficamente K 3 y

los caminos que lo cubren y separan. [

Figura 6.1: Separacién de arbol 7' = K 3 con 3 caminos: P = aTb, Q =alc,y S = bTc.

Antes de demostrar el Teorema 6.1, presentaremos una propiedad de las gaviotas que nos

sera util para la cota superior.

Lema 6.3. Sea T un arbol. Dadas tres hojas deT" y X el conjunto de padres de estas hojas,

sitempre existe una gaviota que cubre y separa las tres hojas entre si, asi como los elementos de

X entre si.

Demostracion. Sean a,b y c tres hojas diferentes de T'. Llamaremos X al conjunto de padres de

las hojas a, b y c. Existen dos casos posibles:
Caso 1: Existen dos hojas, sin pérdida de generalidad, digamos, a y ¢, tal que el (a, ¢)-camino

contiene al padre de b. En este caso la gaviota que construiremos es la (a, b, ¢)-gaviota con los
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caminos P = aTby ) = bT'c. Notar que por a y su padre pasa el camino P, por by su padre
pasan los caminos P, () y por ¢ y su padre pasa el camino (). De esta forma, tanto las hojas

como los padres estan separados entre si.

Caso 2: Para ningtn par de hojas existe un camino entre ellas que contiene al padre de la
hoja restante. el (a, ¢)-camino no pasa por el padre de b, el (a,b)-camino no pasa por el padre
de ¢ y el (b, ¢)-camino no pasa por el padre de a. En este caso cualquier gaviota satisface la
condicién. Consideremos por ejemplo la (a, b, ¢)-gaviota, y llamemos a los caminos Py Q. Por a
y su padre pasa el camino P, por b y su padre pasan los caminos P, () y por ¢ y su padre pasa

el camino ().

De esta forma, en ambos casos existe al menos una gaviota que cubre y separa las hojas y a

los elementos de X. O]

Basandonos en el lema anterior y utilizando la Construccion 5.2, demostraremos una cota

superior para arboles sin vértices de grado dos.

Lema 6.4. Si T es un drbol sin vértices de grado dos distinto a K3, entonces

2h,(T)
3

spe(T) <

Demostracion. La idea consiste en realizar una poda al arbol, construyendo un arbol auxiliar
con solo racimos de tamano 2 y 3. Aplicamos la construccién y luego realizamos gaviotas para

separar los vértices faltantes.
Construiremos el arbol auxiliar 77 en dos pasos:

Primero, eliminaremos todos los racimos de tamano 1. Para ello, consideremos h como la
hoja del racimo y p como su padre. Dependiendo del grado del padre, realizaremos la poda de

la siguiente forma:

» Sid(p) = 3 cortamos h y p, y anadimos una arista entre los vecinos restantes de p. En la

figura 6.2 se presenta un ejemplo de esta poda.

» Sid(p) > 4 cortamos tinicamente h. En la Figura 6.3 se presenta un ejemplo de esta poda.
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VQ Y

Figura 6.2: Poda en racimo de tamafio 1 primer caso

Figura 6.3: Poda en racimo de tamafio 1 segundo caso

Al conjunto de hojas eliminadas en este paso lo denominamos L;.

Luego, reducimos la cantidad de hojas de cada racimo para que tengan tamafio a lo mas
3. Para ello, por cada racimo de tamano mayor a 3, seleccionamos un conjunto de hojas de
tamano 3 y eliminamos las hojas restantes. Denominamos Ly al conjunto de hojas borradas en

este ultimo paso.
De esta manera, todos los racimos de T” tienen tamano 2 6 3 y no hay vértices de grado 2.

Aplicamos la Construccién 5.2 en T’, obteniendo una familia de caminos F’ de tamano
[2h1(T")/3]. Por el Lema 5.6 sabemos que la familia de caminos F’ cubre y separa V(T").
Ademas, esta familia considera a lo mas un camino que comienza en una hoja y termina en su

padre o abuelo. Si existe este camino, lo llamamos P.

Construiremos una familia de caminos F en T'. Para ello, incluiremos en F todos los caminos
de F'. En general, todo camino de F’ corresponde naturalmente a un camino en 7', ya que todos
los vértices de 1" estan definidos en T'. En el caso en que un camino de F’ pase por la arista

anadida al eliminar el vértice padre de un racimo de tamano 1 en 71”, su correspondiente camino
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en T pasara por dicho vértice eliminado. Luego, anadiremos nuevos caminos a JF para separar

los vértices no cubiertos de T'.

Los vértices no cubiertos en T luego del paso anterior, son aquellas hojas que fueron eliminadas

de T al construir 7.

Sea L. = L U Ly el conjunto de hojas que faltan por cubrir, y sea k£ su tamano. Para
separarlas, agruparemos las hojas de L en grupos de a 3, dejando un grupo de tamatno 1 6 2 si
es necesario. En los grupos de tamano 3, construiremos gaviotas. Por el Lema 6.3, sabemos que
siempre existe una gaviota que cubre y separa las hojas entre si, asi como al conjunto de padres

entre si.

En caso de que exista un grupo de tamano 1 6 2, cubriremos y separaremos las hojas restantes

de la siguiente manera:

Si no existe P, construimos por cada hoja del grupo restante el camino entre la hoja y su
padre o abuelo en caso de existir. Notar que en este caso hi(7") =0 (mdéd 3), y por lo tanto,
spe(T') < 2m(T7)/3 + [2k/3] = [2h(T) /3]

Si existe P y la hoja por la que pasa estd tinicamente cubierta, tenemos dos casos: si el
grupo restante tiene solo una hoja, extenderemos P hasta la hoja sobrante y anadimos el
camino entre la hoja y su padre o abuelo en caso de existir; si el grupo restante tiene dos hojas,
extendemos P hasta una hoja del grupo y anadimos el camino entre las dos hojas. Notar que
en el primer caso, se tiene hy(7') =1 (mdd 3) y k =1 (méd 3), esto implica que hy(T) = 2
(méd 3), por lo tanto, spc(T') < [2hy(T")/3] + 2(k — 1)/3 4+ 1 lo cual podemos reescribir como
2 (T") = 1)/3+142(k—1)/34+1=2("(T")+ k)/3+ 1/3. Como h(T) =2 (mdd 3), se
tiene 2(h(T") + k)/3 + 1/3 < [2hy(T)/3]. En el segundo caso, se tiene hi(7") =1 (mdd 3) y
k =2 (mdd 3), por lo tanto, spc(T) < [2h(T")/3] + 2(k — 2)/3 + 1 lo que es equivalente a
20 (T)—1)/3+1+2(k—2)/3+1=2("(T")+ k)/3 < [214(T)/3].

Si existe P y la hoja por la que pasa esta doblemente cubierta, tenemos dos casos. Si el
grupo restante tiene solo una hoja, extendemos P hasta la hoja. Si el grupo restante tiene
dos hojas, extendemos P hasta una de las hojas del grupo restante y anadimos el camino
entre la otra hoja y su padre o abuelo en caso de existir. En ambos casos se tiene hy(7") = 2

(mé6d 3). En el primer caso se tiene k = 1 (mdd 3), por lo tanto, spc(T') < (2h(T") — 2)/3 +
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24+2(k—1)/3=2(h(T")+k)/3+2—6/3 < [2hy(T)/3]. En el segundo caso se tiene k = 2
(méd 3), por lo tanto, spc(7) < 2(hi(T") —2)/3 + 2+ 2(k — 2)/3 4 1, lo cual es equivalente a
2(hi(T") + k)/34+3—8/3 =2h(T)/3+1/3, y como en este caso hy(T) =1 (mdd 3), se tiene
20 (T)/3 + 1/3 < [2h1(T)/3].

De esta forma F cubre V(T'), y en todos los casos, se tiene |F| < [2hy(T')/3].

Por dltimo, veamos que F separa V(7). Los vértices de T" que no fueron eliminados al
construir 7" estan cubiertos y separados por los caminos de F' que fueron incorporados a F;
llamemos V; al conjunto de estos vértices. Por otro lado, los vértices que fueron eliminados
al construir 7", fueron separados con gaviotas que cubren y separan a las hojas entre si y al
conjunto de padres entre si; llamemos V5 al conjunto de estos vértices. Por lo tanto, solo resta

verificar que los vértices de Vi estén separados de los vértices de V5.

Notar que los vértices de V5 corresponden a hojas o a padres de racimos de tamano 1. Si
v € V5 es hoja, entonces por v no pasa ningin camino de los que fueron anadidos directamente

de F', por ende, v estd separado de todo vértice de V.

Supongamos ahora que v € V; es el padre de un racimo de tamano 1. Procedamos por
contradiccion: supongamos que existe u € V; tal que u y v no estan separados. En este caso,
como u estaba definido en 77, la tinica opcién es que u sea vecino de v, y como v es padre de un
racimo de tamano 1, v debe tener grado al menos 3. En tal caso, u debe ser padre de un racimo
de tamano 2, ya que de no ser asi, por las propiedades de la Construccién 5.2, existiria un camino
entre las componentes vecinas de u que no contienen a v y, por ende, estarian diferenciados.
Luego, si por v pasa una gaviota aiadida para cubrir la hoja descendiente de v, dicha gaviota
no pasara por u y por ende, v y u estaran diferenciados. Si la hoja descendiente de v no fue
cubierta por gaviotas, entonces existird un camino entre la hoja y su padre, v, que tampoco

pasara por u. [

La demostracion del Teorema 6.1 es un resultado directo de Lema 4.1 que plantea la cota
inferior y Lema 6.4 que presenta la cota superior. Notar que en el caso de arboles H.I. no

hay vértices de grado dos y, por ende, no hay patillas. Luego, ambas cotas son exactamente

[2h1(T)/3].
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CAPITULO 7

Arboles homeomorficamente irreducibles
parcialmente internamente subdivididos sin

racimos de tamano 1

En este capitulo presentamos resultados obtenidos sobre el niimero de separacién de arboles
H.I.P.I.S. sin racimos de tamano 1. Estos resultados se dividen en dos secciones: una dedicada
al estudio de las familias de arboles H.I.P.I.S. sin racimos de tamano 1 ni patillas, y otra que

analiza los arboles H.I.P.I.S. sin racimos de tamaifio 1 pero con patillas.

El objetivo principal es demostrar el siguiente teorema.

Teorema 7.1. Si T es un drbol H.I.P.1.S. sin racimos de tamano 1 y distinto de K 3, entonces

20 (T) +r3(T) |

spe(T) = 3
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7.1. Arboles con racimos de tamaiio al menos 2 y sin patillas.

7.1. Arboles con racimos de tamano al menos 2 y sin

patillas.

El siguiente lema presenta una extension del Lema 5.6 para arboles con racimos de tamaifio

al menos 2 pero sin patillas.

Lema 7.2. Si T es un drbol H.I.P.1.S.con racimos de tamamno al menos dos pero sin patillas y

distinto de K, 3, entonces

spe(T') < [2hy(T)/3].

Ademds, existe una familia de caminos F que cubre y separa V(T) tal que |F| = [2h1(T)/3] y

tiene las siquientes propiedades:
(1) Cada racimo de tamano al menos 3 tiene un camino que comienza y termina en el racimo.

(11) Cada racimo de tamano 3 tiene dos hojas inicamente cubiertas y una hoja doblemente
cubierta. Los caminos que pasan por la hoja doblemente cubierta, consideran un camino
que tiene un final de camino en una hoja de otro racimo, y un camino que termina en la

sequnda hoja del mismo racimo.
(111) Contiene al menos un camino entre cada racimo y el racimo siguiente.

(1v) Considera a lo mds un camino que comienza en una hoja y termina en su padre o abuelo.

Este camino estd en el primer racimo o en un racimo de tamano 2.

(v) Si el camino que comienza en una hoja y termina en su padre pasa por una hoja inicamente

cubierta, entonces h1(T) =1 (méd 3).

(vi) Si el camino que comienza en una hoja y termina en su padre pasa por una hoja doblemente

cubierta, entonces hy(T) =2 (mod 3).

Para demostrar el Lema, consideraremos un arbol auxiliar 7" obtenido de eliminar hojas de
T hasta obtener un arbol con solo racimos de tamafio 2 6 3. Sobre este arbol T”, aplicaremos
la Construccién 5.2. Posteriormente, determinaremos los caminos adicionales necesarios para

garantizar la separacion de los vértices eliminados.
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7.1. Arboles con racimos de tamaiio al menos 2 y sin patillas.

Demostracion. Sea T un arbol H.I.P.I.S. con racimos de tamano al menos dos y sin patillas.
Sea T" el arbol auxiliar obtenido de la siguiente forma: por cada racimo de tamano r en T
seleccionamos un conjunto de hojas de tamano min{r, 3} y eliminamos el resto de hojas. Notar
que T" es un arbol compuesto tinicamente por racimos de tamano 2 ¢ 3. Sea k la cantidad de
hojas eliminadas, se tiene que hy(7") = hy(T') — k.

Aplicamos la Construccion 5.2 en 7", obteniendo una familia de caminos F'. Por el Lema
5.6, sabemos que la familia de caminos F’ cubre y separa V(T") y |F'| = [2h(T")/3] =
[2(hy(T) — k)/3]. Ademas, esta familia considera a lo mds un camino que comienza en una hoja

y termina en su padre; si tal camino existe, lo denotaremos por P.

Incluimos todos los caminos de F' en F, lo que cubre y separa todos los vértices de T excepto
las k& hojas que fueron eliminadas. Para separarlas, las agrupamos de a 3 y, si es necesario,

formamos un grupo de tamafio 1 6 2. En los grupos de tamano 3, construimos gaviotas.
Luego, cubrimos y separamos las hojas que faltan por cubrir de la siguiente forma:

Si no existe P, construimos por cada hoja del grupo restante el camino entre la hoja y su
padre o abuelo en caso de existir. Notar que en este caso hi(7") =0 (mdd 3), y por lo tanto,
spe(T') < 2m(T7)/3 + [2k/3] = [2hy(T) /3]

Si existe P y la hoja por la que pasa estd tinicamente cubierta, tenemos dos casos: si el
grupo restante tiene solo una hoja, extenderemos P hasta la hoja sobrante y anadimos el
camino entre la hoja y su padre o abuelo en caso de existir; si el grupo restante tiene dos
hojas, extendemos P hasta una hoja del grupo y anadimos el camino entre las dos hojas.
Notar que en el primer caso hy(7") =1 (méd 3) y k=1 (mdd 3), esto implica que hy(T) = 2
(moéd 3), por lo tanto, spc(T') < [2hy(T")/3] + 2(k — 1)/3 + 1 lo cual podemos reescribir como
2 (T —1)/34+1+2(k—1)/3+1=2(h(T") + k)/3 4+ 1/3. Como hy(T) = 2 (méd 3), se
tiene 2(hy(T") + k)/3 +1/3 < [2h1(T)/3]. En el segundo caso, se tiene hy(7") = 1 (méd 3) y
k =2 (moéd 3), por lo tanto, spc(T) < [2hy(T")/3] + 2(k — 2)/3 + 1 lo que es equivalente a
2(hi(T) = 1)/3+1+2(k—2)/3+1=2(h(T")+k)/3 < [2h(T)/3].

Si existe P y la hoja por la que pasa estd doblemente cubierta, tenemos dos casos. Si el
grupo restante tiene solo una hoja, extendemos P hasta la hoja. Si el grupo restante tiene

dos hojas, extenderemos P hasta una de las hojas del grupo restante y afiadimos el camino
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

entre la otra hoja y su padre o abuelo en caso de existir. En ambos casos se tiene hy(7") = 2
(mé6d 3). En el primer caso se tiene k¥ = 1 (mdd 3), por lo tanto, spc(T) < 2hy(T" — 2)/3 +
24+2(k—1)/3=2(h(T")+k)/3+2—6/3 < [2hy(T)/3]. En el segundo caso se tiene k = 2
(modd 3), por lo tanto, spc(T) < 2(hi(1") —2)/3+ 2+ 2(k —2)/3 4 1, lo cual es equivalente a
2(h(T") + k)/3+3—8/3 =2hy(T)/3+1/3, y como en este caso hy(T) =1 (mdd 3), se tiene
2h1(T) /3 +1/3 < [2h(T)/3].

Asi, en todos los casos se tiene spc(T') < [2hy(T")/3].

El item (1) y el item (111) se obtienen del hecho de que todo racimo de tamano al menos 3
es reducido a un racimo de tamano 3 en 7”. Por item 1v del Corolario 5.4 sabemos que por
cada racimo de tamano 3 existird un camino en F que comienza y termina en el racimo, con
exactamente una hoja doblemente cubierta y dos hojas tinicamente cubiertas, una de ellas es la
segunda hoja. Los caminos que pasan por la hoja doblemente cubierta, consideran un camino
que tiene un final de camino en una hoja de otro racimo, y un camino que termina en la segunda

hoja del mismo racimo.

El item (111) se obtiene directamente del item v del Corolario 5.4. Mientras que item (1v)
dependera del caso. Notar que si T es un arbol con solo racimos de tamano 2 6 3 o k es multiplo
de 3, el item (1v) es un resultado directo del item 1 del Corolario 5.4. Si k no es miltiplo de 3,
entonces el camino descrito en el item (1v) corresponde al camino anadido al modificar P en
cada caso. Asi mismo, el item (V) y el item (vI) son resultado directo del item 11 y el item 111

del Corolario 5.4. O

7.2. Arboles con racimos de tamano al menos 2 con

patillas

Dado que para separar las patillas necesitamos un final de camino adicional para separar
al padre del abuelo, debemos anadir algunos caminos. La idea consiste en construir un arbol
auxiliar 7" anadiendo a la mitad de las patillas una hoja. Luego, basdndonos en el Lema 7.2

definiremos una familia de caminos F’ para T’. Finalmente, modificaremos los caminos que
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

pasan por las hojas anadidas para separar los vértices no separados de T'. En particular, los

vértices no separados son los padres y abuelos de las patillas.

Consideraremos dos casos, el caso en que la cantidad de patillas es par y el caso en que la

cantidad de patillas es impar.

7.2.1. Cantidad par de patillas

El objetivo de esta seccién es demostrar el siguiente lema.

Lema 7.3. Si T es un drbol H.I.P.1.S. con racimos de tamano al menos dos y cantidad par de

patillas, entonces

SpC(T) < 2h1(T) +T;(T)

Demostracion. Sea T un arbol H.I.P.I.S.con racimos de tamafio al menos dos y cantidad par de

patillas. Construiremos una familia de caminos separadores como sigue.

Paso 1. Enumeramos los racimos mediante DFS, siguiendo la Observacion 2.2, como
Ry, Ry, ..., R;, comenzando por un racimo de tamano 2 y las hojas de un racimo R; las enumera-
mos como hl, h?, ..., h¥ con k € IN.

En la Figura 7.3a se muestra un ejemplo de este paso aplicado en un arbol de 8 racimos.

Paso 2. Construimos un arbol auxiliar 77 anadiendo en la mitad de las patillas una hoja,
siguiendo el orden de enumeracion agregaremos una hoja a las patillas de forma intercalada
comenzando en la segunda patilla. Es decir, si agregamos una hoja en una patilla, a la siguiente
en el orden de numeracion no la modificamos, y asi sucesivamente. En la Figura 7.1 se presenta
un ejemplo grafico de esta modificacion. Por otro lado, eliminaremos el abuelo de las patillas
que no fueron modificadas, incorporando la arista entre sus vecinos. En la Figura 7.2 se presenta

graficamente esta modificacion.

De esta forma, 7" es un arbol sin patillas con racimos de tamafio al menos dos, tal que
ha(T") = b (T) + r3(T) /2.

En la Figura 7.3b se presenta un ejemplo de este paso aplicado en un arbol.
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

X

Figura 7.1: Ejemplo de patilla a la que agregamos una hoja.

i

Figura 7.2: Ejemplo de eliminaciéon del abuelo de una patilla.

Paso 3. Construimos una familia separadora para T”. Por el Lema 7.2 sabemos que existe

una familia de caminos F’ que cubre y separa los vértices de 7", con |F'| < [2hy(T")/3].

En las Figuras 7.3c, 7.3d, 7.3e, 7.3f, 7.3g, 7.3h, 7.3i se presenta a modo de ejemplo este paso

aplicado en un arbol particular.

Paso 4. Construimos una familia F de caminos para T'. Para ello, incluiremos en F todos

los caminos de F’ realizando las siguientes modificaciones.

» Por cada racimo de tamano 3 construido a partir de una patilla, por el punto (1) del
Lema 7.2, existird un camino que comienza y termina en el racimo y existiran dos hojas
unicamente cubiertas. Una de ellas es la segunda hoja, y una hoja doblemente cubierta.
Digamos que u es la hoja doblemente cubierta del racimo. Los caminos que pasan por u

consideran un camino P que tiene un final de camino en una hoja w de otro racimo, y un
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

camino () que termina en la segunda hoja del racimo. Por cada racimo R; de tamano 3
construidos a partir de una patilla, modificaremos P como el camino entre w y el abuelo del

racimo R;. Y modificaremos ) como el camino entre u y el abuelo de la patilla siguiente.

» Eliminamos las hojas que fueron anadidas.

En la Figura 7.3j presentamos un ejemplo de este paso aplicado en un arbol.

Notar que con estas modificaciones se logra cubrir y separar los abuelos y los padres de las
patillas, dado que en cada abuelo termina un camino que no pasa por el padre vecino a este
abuelo. El resto de vértices de T" son un vértice en T”, y por ende estan cubiertos y separados
por los caminos de F'. De esta forma, todos los vértices de T estan cubiertos y separados.

La cantidad de caminos utilizada para cubrir y separar T" es [2hy(T")/3] = [(2h(T) +
r3(T))/3]. O

En la Figura 7.3 presentamos un ejemplo de cubrimiento y separacién en un arbol H.I.P.I.S.

con cantidad par de patillas.
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

Re
hg hg hl

h3  hl )

hy 13 3
Ry

(a) Paso 1: enumeracién de hojas y racimos en 7T
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

Rg
hg hE hl

h3
)—0—<‘ hg Rs
hi

n
Ry
3

(b) Paso 2: construccién de T’

12 5

(¢c) Paso 3: Construccién de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T”, primera iteracion.
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

®3 3

1
1

®13

123
125 3

(d) Paso 3: Construccién de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T”, segunda iteracién.

Y

®o--- \ 4 @ \ 4

(e) Paso 3: Construccién de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T, tercera iteracién.
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68 678 s
68 ) ) (& __-.7
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36
93
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(f) Paso 3: Construccion de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T”, cuarta iteracion.

(g) Paso 3: Construccion de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T, quinta iteracion.
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(h) Paso 3: Construccién de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T”, sexta iteracion.

®13

125 3

(i) Paso 3: Construccién de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T’, séptima iteracion.
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678 67

7 AN
AN :

200 35611

(j) Paso 4: Modificamos los caminos en 7" para separar
T.

Figura 7.3: Ejemplo por pasos en arbol con cantidad par de patillas. Representamos cada camino
con un nimero y color. En este caso T tiene 8 racimos, de los cuales 4 son patillas. En el primer
paso se enumeran acorde al DFS, los racimos y sus hojas. En el segundo paso, se construye 7’
agregando hojas a las patillas de los racimos R5 y Rsg, y eliminando el abuelo en las patillas R4 y
R;. En el paso 3, en la primera iteracién construimos la primera gaviota, en este caso a; = hi, y
como la hoja siguiente es la primera hoja de un racimo de tamano tres, by, ¢c; corresponden a las
hojas hi y h3. Como R, es de tamafio 3, en la segunda iteracién, la segunda gaviota comienza en
el mismo racimo en la primera hoja descubierta, por lo que se tiene ay = h3, by = hl y c3 = h2.
Como la segunda gaviota termina en un racimo de tamano 3, la siguiente gaviota comienza en
la primera hoja descubierta del racimo, lo cual corresponde a elegir ay = h3, by = hj y ¢4y = hi,
dado que R, es de tamaifio 2. Y se continta iterando la construccién de gaviotas, en este caso,
hasta que quedan 0 hojas. En el paso 4, volvemos a T', ajustamos los caminos construimos para
T’ para separar todos los padres y abuelos de patillas en T'.
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

7.2.2. Cantidad impar de patillas

El objetivo de esta seccion es demostrar el siguiente lema.

Lema 7.4. SiT es un arbol H.I.P.1.S.con racimos de tamano al menos dos y cantidad impar

de patillas, entonces
20 (T) + r3(T)
3

spe(T') <

Demostracion. La idea es similar al caso anterior, pero debemos realizar los ajustes necesarios
para el caso impar. Sea T' un arbol H.I.P.I.S. con racimos de tamano al menos dos y cantidad

impar de patillas. Replicando la idea del caso par, seguiremos los siguientes pasos.

Paso 1. Enumeramos los racimos mediante DFS como R, R», ..., R;, comenzando por un

racimo de tamaiio 2. Las hojas de un racimo R; las enumeramos como h}, h?, ..., h¥.

Paso 2. Construiremos un drbol auxiliar 7" anadiendo en |r;/2] patillas una hoja, siguiendo
el orden de enumeracion agregaremos una hoja a las patillas de forma intercalada comenzando
en la segunda patilla. Es decir, si agregamos una hoja en una patilla, a la siguiente en el orden
de numeraciéon no la modificamos, y asi sucesivamente. Por otro lado, eliminaremos el abuelo
de las patillas que no fueron modificadas, incorporando la arista entre sus vecinos. Ambas

modificaciones se presentan graficamente en Figura 7.1 y en Figura 7.2.

De esta forma, 7" es un arbol sin patillas con racimos de tamano al menos dos y tal que
h(T") = hy(T) + |r5(T)/2].

Paso 3. Construimos una familia de caminos F’ para T”. Por el Lema 7.2 sabemos que
existe una familia de caminos F’ que cubre y separa los vértices de T", con |F'| < [2hy(T")/3].
Esta familia incluye a lo mas un camino entre una hoja y su padre, si existe este camino, le

llamaremos F.

Paso 4. Construimos una familia de caminos F para 1" a partir de F'. Para ello, anadimos

los caminos de F’ en F con las siguientes modificaciones.

(1) Por cada racimo de tamano 3 construido a partir de una patilla, por el punto (1) del
Lema 7.2, existird un camino que comienza y termina en el racimo y existiran dos hojas

unicamente cubiertas (una de ellas es la segunda hoja) y una hoja doblemente cubierta.
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

Digamos u es la hoja doblemente cubierta del racimo. Los caminos que pasan por u
consideran un camino P que tiene un final de camino en una hoja w de otro racimo, y un
camino () que termina en la segunda hoja del racimo. Por cada racimo R; de tamafio 3
construidos a partir de una patilla, modificaremos P como el camino entre w y el abuelo
del racimo R;. Y modificaremos () como el camino entre u y el abuelo de la patilla siguiente.

Esto cubre y separa los abuelos de los padres de r; — 1 patillas.

(11) Para separar el padre y abuelo de la patilla restante, llamemos R; a esta patilla, estudia-

remos los siguientes casos:

Si existe el camino Py que comienza en una hoja de un racimo y termina en su padre, se
tiene que hy(7") # 0 (méd 3). Notar ademés, que por item (1v) del Lema 7.2 sabemos
que P estd en un racimo de tamano 2 o en R;. Si F) estd en R, entonces, I} ya separa al
padre del abuelo. Si Fj esta en otro racimo, lo extendemos desde la hoja en que comienza

hasta el abuelo de la patilla R;.

Si no existe Fy, entonces hi(7") =0 (mé6d 3), en este caso agregamos un camino desde la

hoja no cubierta de R; hasta su padre.

(111) Eliminamos las hojas que fueron anadidas.

Notar que con estas modificaciones se logra cubrir y separar los abuelos y los padres de
las patillas, dado que en cada abuelo termina un camino que no pasa por el padre vecino a
este abuelo. Mientras que el resto de vértices de T también estan en T”, por ende, estaran
separados por los caminos de F' que fueron anadidos. De esta forma, todos los vértices de T’

estan cubiertos y separados.

La cantidad de caminos utilizada para cubrir y separar T es [2hy(T")/3] = [(2(h(T) +
|75(7)/2])/3] < [(2h(T) + r5(T))/3]. Notar que en el caso de haber adicionado un camino
en el Paso (11), como hy(7") = 0 (mdd 3), se tiene |F'| = 2h1(T1")/3, lo que es equivalente a
(2(h1(T) + |r5(T)/2])/3 < (2(he(T) + [r3(T)/2])/3 y como 75 es impar, si afladimos un camino
tendremos |F| < [(2h(T) + r5(T))/3]. O

En la Figura 7.4 presentamos un ejemplo de cubrimiento y separacién en un arbol H.I.P.I.S.
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

con cantidad impar de patillas.

R
hE R
Ry
h3  hl [}
h3
0—o—c<: Rs
hs
®
h§ hi
Rg R4
hd hi
®
hi
Ry 2>—<I h% h§ h?g
hi Rs
®

h} h3 h3
Ry

(a) Paso 1: enumeracion de hojas y racimos en 7.

Rs
R hé

e Y
h3 h,? Bl

*

h} 1 3
R’y 2 hs n3 h3
1 R4
(3
hy h3 D3
Ry

(b) Paso 2: construccién de T’
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v
: :_._<‘

<
ol A

L 2!

/N

(c¢) Paso 3: Construccion de la Familia de caminos
dada por Lema 7.2 en T”, primera iteracién

\/

*
: --9
[ )
> 3 3 3 <
. 4 L 2 . 4
®3 3
1
>._.13 3
]
@13
/1\23
29 3

(d) Paso 3: Construccién de la Familia de caminos
dada por Lema 7.2 en T”, segunda iteracion.
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A

29 3

(e) Paso 3: Construccién de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T", tercera iteracién.

Y

68

Ne
[N}
w

(f) Paso 3: Construccion de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T", cuarta iteracion.



7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

(g) Paso 3: Construccién de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T’, quinta iteracion.

—_
)

@
w

(h) Paso 3: Construccién de la Familia de caminos dada
por Lema 7.2 en T”, sexta iteracion.
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8
8\/
11 78 ®
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(i) Paso 4: Modificamos los caminos en T” para separar T

Figura 7.4: Ejemplo en arbol con cantidad de patillas impar. Representamos cada camino con un
nimero y color. Este arbol tiene 8 racimos, de los cuales 5 corresponden a patillas: R4, R5, Rg, R7
y Rg. En el primer paso se enumeran a través de DFS, los racimos y sus hojas. En el segundo
paso, se construye 7" agregando hojas a las patillas de los racimos Rs y R7, y eliminando el
abuelo en los racimos R4, Rg v Rg. En el paso 3, en la primera iteraciéon construimos la primera
gaviota, en este caso a; = h?, y como la hoja siguiente es la primera hoja de un racimo de
tamafio tres, by, c; corresponden a las hojas hl y h3, respectivamente. Como Ry es de tamafio 3,
en la segunda iteracion, la segunda gaviota comienza en el mismo racimo en la primera hoja
descubierta, por lo que se tiene ay = h3, by = hl y c¢3 = h2. Como la segunda gaviota termina
en un racimo de tamano tres, la siguiente gaviota comienza en la primera hoja descubierta del
racimo. Lo cual corresponde a elegir a4 = h%, con by = h}l y ey = hé, dado que R4 es de tamano
2. Y se continua siguiendo la Construcciéon 5.2. En la tltima iteraciéon del Paso 3, anadimos
los caminos 13 y 14. En el paso 4, ajustamos los caminos de las patillas para separar todos los
padres y abuelos de las primeras r5 — 1 patillas en 7" y extendemos el camino 14 hasta el abuelo
del racimo Ry, para separar el padre y abuelo de esta patilla.

Finalmente, por la cota inferior presentada en Lema 4.1 y las cotas superiores presentadas en

Lema 7.2 para arboles H.I.P.L.S. sin patillas, Lema 7.3 para arboles H.I.P.I.S. con cantidad par
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7.2. Arboles con racimos de tamafio al menos 2 con patillas

de patillas y Lema 7.4 para arboles H.I.P.I.S. con cantidad impar de patillas, queda demostrado

el Teorema 7.1.
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CAPITULO 8

Arboles con racimos de tamano 1

En los capitulos anteriores estudiamos el nimero de separacion en arboles H.I. y arboles
H.I.P.L.S. sin racimos de tamafio 1. Por lo tanto, la familia restante por analizar corresponde a

los arboles H.I.P.I.S. que incluyen racimos de tamano 1.

Para esta familia, a diferencia de los casos anteriores, no es posible definir el niimero de
separacion a partir de parametros locales del arbol. Y, por lo tanto, dedicaremos esta seccion a

demostrar el siguiente teorema.

Teorema 8.1. Existen dos familias A = {A(l) }iew y B = {B(l) }iew de drboles, tal que para
todo walor de | > 6, se tiene |V(A(l))| = |[V(B())| = 9 + 3, hi(A(l)) = h(B(l)) = 5,
ha(A(l)) = ha(B(1)), r1(A(1)) = ri(B(1)), r2(A(l)) = r2(B(1)) y r5(A(l)) = r3(B(1)), pero

spe(A(1)) # spe(B(1)).

Para definir las familias, primero definiremos algunos arboles particulares.
Definicién 8.2. (Ciempiés de orden k). Dado k > 1, un ciempiés de orden k es el arbol
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obtenido desde un camino de los vértices {vy, ..., var12} al que se le agrega una hoja a los vértices
{vgj 1 1 < j < k}. El vértice v, sera la cabeza, el vértice vgyio serd la cola, las hojas agregadas al
camino seran las patas. Llamaremos segmento al conjunto de vértices formado por una pata, su

padre y los otros dos vértices vecinos al padre.
En la Figura 8.1 presentamos un ejemplo de arbol ciempiés.
Yo V1 V2 VU3 VY4 Us Vg Uy Vg V9 V10
@ @ I @ I @ I @ I @ @

D1 D2 D3 D4

Figura 8.1: Ejemplo de ciempiés de orden 4. En este ciempiés vy es la cabeza y v1g es la cola.
los vértices p1,pa,p3 v psa son las patas del ciempiés y se tienen 4 segmentos. Un segmento
es {p1, va, v1,v3}, otro segmento es {po, vy, v3, V5 }, otro segmento es {ps, vg, vs,v7} v el Ultimo
segmento es {py, vs, V7, Vg }.

Llamaremos drbol (ki,ks)-ario a un arbol con 2 niveles enraizado en un vértice r, que
llamaremos raiz. En este arbol, el vértice r pertenece al nivel 0 y tiene exactamente k; hijos,
los cuales conforman el nivel 1. Cada uno de estos vértices en el nivel 1 tendré exactamente ko

hijos, los cuales constituyen el nivel 2.
En la Figura 8.2 presentamos un ejemplo de arbol (&, 2)-ario.

Sea T'(l,a,b) el arbol obtenido desde un ciempiés C' de orden [, un arbol T3 (a,2)-ario y un
arbol Ty (b, 2)-ario, identificando la cabeza de C' con la raiz de T3 y la cola de C' con la raiz de T5.

Seguiremos llamando a vy como la cabeza y v9.5 como la cola de T acorde a la Definicién 8.2.
En la Figura 8.3 presentamos, como ejemplo de esta familia, el arbol T'(4, 3, 2).

El siguiente lema presenta algunas caracteristicas generales de los arboles de la forma

T(l,a,b).
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U1 2k

ya

Figura 8.2: Ejemplo de arbol (k,2)-ario. En este ejemplo r es la raiz del arbol, z1,xs y xx
pertenecen al primer nivel, cada uno de ellos tienen exactamente 2 hijos, v, z; son los hijos de
X1, Yo, Z2 son los hijos de x5 y vy, 2 son los hijos de x.

T .I.I.I.I.

Figura 8.3: En esta figura presentamos el ejemplo de arbol T'(4,3,2). Obtenido desde C, un
ciempiés de orden 4, un arbol T} (3,2)-ario y un arbol T (2, 2)-ario, identificando la cabeza de
C, vy, con la raiz de T} y la cola de C, vy, con la raiz de Ts.

Lema 8.3. Sea T =T(l,a,b), conl,a,b> 2, se tiene:

\V(T)| =3a+3l+3+3b

u
<
()
—~
~
~—
I
S
+
=
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Demostracion. Comenzaremos contabilizando los vértices de T'(l,a,b). La cantidad total de
veértices corresponde a la suma de los vértices del ciempiés de orden [, los vértices del arbol
(a,2)-ario y los vértices del &rbol (b, 2)-ario, menos 2 vértices correspondientes a los vértices

identificados.
La cantidad de vértices de un ciempiés de orden [ es 31 + 3.

Por otro lado, un arbol (k, 2)-ario, tiene 1 vértice en el nivel 0, k vértices en el nivel 1 y 2k
vértices en el nivel 2, totalizando 1 + 3k vértices. Por lo tanto, un arbol (a, 2)-ario, tiene 1 + 3a

vértices, mientras que el arbol (b, 2)-ario, tiene 1 + 3b vértices.
Asi, el arbol T(l, a,b) tendra un total de 31 4+ 3a + 3b + 3 vértices.

Dado que los arboles (a, 2)-ario y (b, 2)-ario solo tienen racimos de tamano 2, r1(7) = . La
cantidad de racimos de tamano 2 estd dada por la suma de racimos de tamano 2 de los arboles
(a,2)-ario y (b, 2)-ario. Lo que corresponde a r9(7') = a + b. Como este arbol solo tendra racimos
de tamano 1 y 2, el nimero de hojas corresponde a la suma de r1(T") y 2r5(7"). Obteniendo
hi(T) =1+ 2(a+Db).

Por ultimo, dada la estructura de estos drboles, todos los racimos de tamafo 2 tienen abuelos

de grado a o b, como consideramos a,b > 1, estos arboles no tienen patillas. [

A continuaciéon estudiaremos dos familias de arboles con igual nimero de vértices, igual
nimero de hojas, igual cantidad de racimos de tamano 1y 2. Sean las familias B = {B(l) }ien,
la familia de arboles de la forma T'(1,1,1) con | > 3, y A = {A(]) }iew, la familia de arboles de
la forma T'(1,2] — 2,2) con [ > 6. En la figura 8.4 presentamos un ejemplo de estas familias

considerando [ = 6.

Para la primera familia B, mostraremos una construcciéon que cubre y separa los vértices
de esta familia, mientras que para la segunda familia A estudiaremos una cota inferior para el
nimero de separaciéon. Con ambos resultados, mostraremos que estas familias tienen diferente

namero de separacion.

Comenzaremos mostrando el siguiente resultado, en relaciéon a las caracteristicas de los

arboles de ambas familias, obtenido directamente del Lema 8.3.
Corolario 8.4. Sea | > 2, B(l) =T, y A(l) = Ty. Entonces:
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V(T)| = |V (T)| = 90 +3
sy (Th) =ri(To) =1

n ro(Th) = ro(T) = 2

= 73(Th) =r5(Ty) =0

= h(Ty) = h(T) = 5l

(a) Arbol A(6)

Y \/
A A

(b) Arbol B(6)

Figura 8.4: Ejemplo de arboles de las familias A y B. En la Figura 8.4a presentamos el arbol
A(6) y en la Figura 8.4b presentamos el arbol B(6).
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8.1. Cota superior familia B

8.1. Cota superior familia B

A continuacién, presentamos una construcciéon para la familia B = {B(l) };en.

Construccion 8.5. Sea T' € {B(l)};en. Aplicaremos la construcciéon mediante los siguientes

pasos:

1. Enumeraremos los racimos de tamano 2 de T' que tienen por abuelo a la cabeza del ciempiés
como Aj, As..., A, los racimos de tamano 2 que tienen por abuelo a la cola del ciempiés
como By, By, ..., B; y a los racimos de tamaino 1 como C, Cy, ..., C;. Etiquetaremos como
¢; la hoja de un racimo C;. Enumeraremos también las hojas de los racimos A; como a;, x;

y las hojas de los racimos B; como b;, y;.
2. Por cada hoja ¢;, construiremos dos caminos ¢;Ta; y ¢;Tb;.

3. Agrupamos las hojas no cubiertas en el paso anterior en conjuntos de tres elementos,
siguiendo el orden @1, xo, T3, ..., 21, Y1, Y2, - - ., Y- Es decir, el primer grupo seria {xy, z2, 3},
y el segundo grupo serian las 3 hojas siguientes. Si al final quedan una o dos hojas sin

agrupar, formamos un grupo de tamano 1 6 2 con ellas.

En cada grupo de tres hojas, construimos una gaviota. Si existe un grupo de tamaiio
1, construimos el camino entre esa hoja y su padre. Si existe un grupo de tamano 2,

construimos, para cada hoja del grupo, el camino entre la hoja y su padre.

En la Figura 8.5 presentamos un ejemplo de aplicacion de esta Construccién paso a paso.
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A oy ys By
Iy b4
a
Ay 2 Ys Bs
T2 b3
® ® ® ® ®
A B
3 T3 C1 C2 C3 Cq by 2
a4 U1
A4 Ty bl Bl
(a) Paso 1

. .
N \A) O
Jo) q}; o
4 56
(b) Paso 2
¢
NOEINAMIRO S
Py
I . I
34 56
(c) Paso 3

Figura 8.5: Ejemplo de aplicacién de la Construccién 8.5 en el drbol T'(4,4,4). Representamos
cada camino con un nimero y color. En 8.5a enumeramos los racimos y hojas acorde al Paso 1..
En 8.5b construimos los caminos ¢;Ta; v ¢;Th; para todo 1 < i < 4 como indica el Paso 2.. En
8.5c construimos gaviotas en 2 grupos de tres hojas y cubrimos con 2 caminos las dos hojas
restantes, siguiendo el Paso 3. de la construccion.
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8.1. Cota superior familia B

El siguiente lema presenta los resultados de cubrimiento y separacion de la Construccién 8.5

en arboles de la familia B.

Lema 8.6. Sea T' € {B(l) }iew, con | > 3, entonces

2h,(T)
3

spe(T) =

Demostracion. Sea T € {B(l)};ew. La cota inferior se obtiene directamente del Lema 4.1.

Para demostrar la cota superior, la idea consiste en aplicar la Construccion 8.5 en T, y

mostrar que la familia de caminos dada por esta construccién cubre y separa V(7).

Sea F la familia de caminos obtenida de aplicar la Construccion 8.5 en 1. Sean u y v dos

vértices distintos de T'. Se tienen los siguientes casos:

» Existe w padre de una pata en el (u,v)-camino. Supongamos que u no es padre de v ni v
es padre de u, como existe w padre de una pata, digamos ¢;, en el (u,v)-camino, en este
caso sabemos que u y v estaran diferenciados por los caminos P; y (); correspondientes a
c¢;Ta; y ¢;Th; respectivamente, ya que estos caminos tienen direcciones opuestas desde w
hacia la cola o cabeza. Por ende, por u o por v pasa tinicamente P o (), supongamos, sin
perdida de generalidad, por v pasa P y no @), si v es ¢; o w, por v pasan ambos caminos,
mientras que si v no es ¢; ni w, por v pasara el camino (). De esta forma ambos vértices
estan cubiertos y separados. Supongamos ahora que u es padre de v, en este caso, por
enunciado del Lema, sabemos que el ciempiés es de orden al menos 4, y por ende, existiran
por cada padre al menos otros 3 caminos distintos que pasan por él y no pasan por la hoja
descendiente, correspondientes a los caminos del paso 2. construidos en las otras patas.

Mostrando asi que también estaran separados u y v.

= No existe w padre de una pata en el (u,v)-camino. En este caso u y v estdn ambos en
alguno de los siguientes conjuntos. GG; el conjunto conformado por todos los vértices
descendientes de la cabeza, la cabeza y v;. G5 el conjunto conformado por todos los
vértices descendientes de la cola, la cola y v9r,1. Supongamos que ambos estan en Gj.

Notar que todos los vértices de este grupo estan cubiertos y separados. Por v; pasan todos
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8.2. Cota inferior familia A

los caminos a;T'c;. Por vg pasan todos los caminos a;T'c; y al menos pasan los caminos de la
(x1, 29, x3)-gaviota, notar que los caminos de la gaviota no pasan por v;. Mientras que por
cada padre de racimo pasa solo un camino a;7'c; y uno o dos caminos construidos en las
gaviotas del paso 3., notar que cada camino a;7'c; pasa por un tnico padre. Por cada hoja
¥; pasa unicamente un camino a;1'c;. Por cada hoja z; pasa uno o dos caminos de cada
gaviota. Si u y v estan en G5 el andlisis es similar, con la diferencia que en vez de pasar los
caminos a;1'c; pasan los caminos b;T'c;. Y por v9r.o pasan los caminos correspondientes a

la dltima gaviota construida, los cuales comienzan y terminan en el racimo.
De esta forma, en todos los casos u y v estan cubiertos y separados. [

A continuacién, mostraremos una segunda familia de arboles, con las mismas caracteristicas
locales de la familia anterior, es decir, igual nimero de vértices, igual nimero de hojas, igual
numero de racimos de tamano 1 y 2. Pero estos arboles tendran un niimero de separacién mayor.

Para demostrarlo, estudiaremos la cota inferior.

8.2. Cota inferior familia A

Para la segunda familia demostraremos una cota inferior. Comenzaremos, de manera similar

a como estudiamos las patillas, enunciando un lema sobre la separacién en los segmentos.

En lo que sigue, diremos que dos caminos que terminan en un mismo segmento siguen

direcciones opuestas, si un camino va en direccion a la cabeza y el otro hacia la cola.

Lema 8.7. Sea T'=T(l,a,b) obtenido a partir de C, el ciempiés de ordenl, S C C' un segmento,

y F una familia separadora de T. Entonces se cumple lo siguiente:
1. S tiene al menos dos finales de camino.

2. Si S tiene exactamente dos finales de camino, estos pertenecen a caminos diferentes y

pueden distribuirse de las siguientes formas:

I. Ambos finales de camino estan en la hoja del segmento, con los caminos orientados

en direcciones opuestas.
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8.2. Cota inferior familia A

1. Un final de camino cubre unicamente la hoja, con el camino orientado hacia la
cabeza o la cola, mientras que el otro final de camino estd en el padre, con el camino

orientado en la direccion opuesta a la del camino anterior (hacia la cola o la cabeza).

11. Un final de camino cubre unicamente la hoja, con el camino orientado hacia la cabeza
o0 la cola, y el otro final de camino se encuentra en el vértice vecino al padre mas
cercano a la cabeza o la cola (segin la direccion del camino anterior), siguiendo la

misma direccion que el camino anterior.

Demostracion. Sea S C C' un segmento, y F una familia separadora de C'. Sea p la pata del
segmento, u el padre, y v vy w los otros 2 vértices que componen el segmento. Dado que un
segmento estd compuesto por 4 vértices, sabemos que no pueden ser separados con un solo final

de camino, demostrando asi el punto 1.

Por otro lado, si S tiene dos finales de camino, como las hojas siempre deben estar al menos

unicamente cubiertas, se tienen los siguientes casos:

= p estd doblemente cubierta. En este caso, para separar los 3 vértices restantes, necesitamos
que pasen caminos distintos por cada uno de ellos, la inica forma de hacerlo es que los
caminos sigan direcciones opuestas, uno hacia la cabeza y otro hacia la cola. Sea P el
camino hacia la cabeza y sea () el camino hacia la cola. De esta forma, por u pasan
los caminos Py (), por v pasa el camino P y por w pasa el camino (), estando todos

separados.

= p estd Unicamente cubierta. En este caso el otro final de camino debe estar en v, u o w.
Si el otro final de camino esta en v, entonces ambos caminos deben seguir direcciones
opuestas para conseguir que v, u y w esten separados. Si el otro final de camino esta en v
o w la tnica forma de que se logren separar todos los vértices es que sea v si el camino
desde la hoja va hacia la cabeza y el camino desde v tenga la misma direccién, mientras
que si el final de camino esta en w, el camino desde la hoja debe ir en direccién a la cola y

el camino desde w debe seguir la misma direccién.

Notar que no existen mas combinaciones posibles para los finales de camino. De esta forma se

tienen los 3 casos presentados en el punto 2 del lema. [

7



8.2. Cota inferior familia A

En la Figura 8.6 presentamosn los tres casos posibles de separaciéon con 2 finales de caminos

en los segmentos.

Figura 8.6: Separacion de segmentos con 2 finales de camino. En los tres casos representamos
los caminos P y () con los colores naranjo y verde respectivamente, y con la linea punteada el
camino P. La Figura 8.6a representa el caso 1., en este caso F(p) = {P,Q}, F(v) = {F, P,Q},
F(u) ={Py, P}y F(w) = {Fy, @}. La Figura 8.6b representa el caso I1., en este caso F(p) = {Q},
F(v) ={F, P,Q}, F(u) ={Py, P} y F(w) = {P,Q}. La Figura 8.6¢ representa el caso III.,
en este caso F(p) = {Q}, F(v) ={Fy,Q}, F(u) ={R} y F(w) ={F, P,Q}.

El siguiente lema utiliza el resultado anterior para definir una cota inferior para la familia
.A = {A(l)}le]N, con [ Z 6.

Lema 8.8. Si T es un drbol de la familia A = {A(l)}iew, con | > 6, entonces

2h(T)

T) >
spe(T) > | =

Demostracion. Sea T'= A(l) con | > 6. Por Corolario 8.4 sabemos que h;(7') = 5l. Sea F una

familia de caminos que cubre y separa T, con |F| = m.

Denominaremos por hi; a la cantidad de hojas inicamente cubiertas y por his a la cantidad
de hojas al menos doblemente cubiertas. En funcién de estos parametros se tiene la siguiente

ecuacion para la cantidad de finales de caminos.

2m Z h11 + 2h12 (821)

Por otro lado, la cantidad de caminos sera al menos la cantidad de caminos que tienen un
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8.2. Cota inferior familia A

extremo Unicamente cubierto, en este caso, al menos hq;

m > hi (8.2.2)

De la suma de (8.2.1) y (8.2.2) se tiene

Supongamos que hq (7)) es multiplo de 3 (notar que esto requiere que ! sea miltiplo de 3) y
que (8.2.3) se cumple con igualdad. En este caso, es necesario que (8.2.1) y (8.2.2) también se
cumplan con igualdad. Luego,

2m = hn + 2h12 (824)

De (8.2.5) se concluye que todo camino tiene un extremo tnicamente cubierto que es una
hoja. De (8.2.4) se concluye que toda hoja estd unicamente cubierta o exactamente doblemente

cubierta.

Por lo anterior sabemos que todo extremo de camino esta en una hoja y que todo camino
tiene un extremo en una hoja inicamente cubierta y el otro en una hoja doblemente cubierta. Es

decir, 1/3 de las hojas estan doblemente cubiertas y 2/3 de las hojas estdn tinicamente cubiertas.

Ahora analizaremos las hojas del ciempiés. Por Lema 8.7 sabemos que si una hoja de un
segmento esta inicamente cubierta, entonces existe al menos un final de camino que esta en
un vértice que no es hoja. Esto contradice el analisis anterior en el que concluimos que todos
los finales de camino estan en una hoja. Por ende, todas las hojas del ciempiés deben estar

doblemente cubiertas.

Si las hojas del ciempiés estan doblemente cubiertas, entonces todas son de la forma presentada
en Item I. y, por lo tanto, un camino va hacia la cabeza P; y el otro hacia la cola @);. Notar
que ninguno de los caminos anteriores puede terminar en otra hoja del ciempiés, dado que el
otro extremo debe estar inicamente cubierto. Por lo tanto, los caminos P; deben terminar en

una hoja descendiente de la cabeza, mientras que los caminos (); deben terminar en una hoja
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8.2. Cota inferior familia A

descendiente de la cola. Para que esto ocurra, ambos extremos deben tener al menos [ hojas, sin
embargo, las hojas descendientes de la cola son exactamente 4. Lo cual contradice la suposicion
de que (8.2.3) se cumple con igualdad para todo [ > 6. Por ende, si hy(T') es multiplo de 3,
entonces spc(T') > 2hy(T)/3.

Por otro lado, en el caso en que hy(T') no es multiplo de 3, el andlisis sigue un razonamiento
similar considerando en la (8.2.3) que si h1(T') =1 mdd 3 entonces se tendra 3m = 2hy(T) + 1,
y si h1(T) =2 mdd 3 entonces se tendra 3m = 2h; (1) + 2. Replicando el resto del analisis, se

puede concluir que en este caso m > [2hy(T)/3]. O
Ahora tenemos todo lo necesario para demostrar el Teorema 8.1.

Demostracion del Teorema 8.1. Sea Ty = A(l) y To = B(l), con | > 6. Por el Corolario 8.4,
sabemos que |V (T1)| = |V (T2)| = 91+ 3, hi(T1) = hi(T3) = 51, r(Th) = r1(T3), ro(T1) = ro(13)
y r5(T1) = r3(13). Ademas, por Lema 8.6, se tiene que spc(73) < [2h1(73)/3], y por Lema 8.8,
sabemos que spc(77) > [2h1(T7)/3]. O
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CAPITULO 9

Arboles con caminos fundamentales de largo al

menos tres

Para concluir la presentacion de nuestros resultados, en este capitulo nos enfocamos en
arboles que contienen caminos fundamentales de largo al menos tres. Cabe notar que en los tres

capitulos anteriores hemos estudiado arboles sin estos caminos.

Partiendo del resultado presentado en el Teorema 7.1, incorporaremos caminos fundamentales
a la familia de arboles H.I.P.I.S. sin racimos de tamano 1, y presentaremos una cota superior

para el nimero de separacion en arboles con racimos de tamano al menos dos.

El principal objetivo de este capitulo es demostrar el siguiente teorema.
Teorema 9.1. Si T es un darbol con racimos de tamano al menos 2, entonces

2 (T) +r3(T) hy(T) + 1

spe(T) < +

La demostracion consistira en una adecuacion del segundo resultado presentado en el
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Teorema 3.2 de Arrepol et al. [1]. Como ya vimos, ellos presentaron una cota superior para
arboles con racimos de tamano al menos 3. Nosotros extenderemos este resultado a arboles
con racimos de tamafio al menos 2, con las adecuaciones correspondientes. En general, esta

demostracién seguird la misma estructura presentada en [1, Teorema 3.4].

Demostracion. Primero, consideramos el caso donde 7' no tiene aristas interiores. Esto corres-
ponde a estudiar el caso donde T es una estrella. Esta familia estd contenida en los arboles
H.I., por ende, por el Teorema 6.1 sabemos que, a excepcion de K 3, estos arboles pueden ser
cubiertos y separados por [2h1(T)/3| caminos, lo cual es equivalente al valor que queremos

demostrar en este teorema.

Ahora, probamos el caso en que T tiene al menos una arista interior. Para ello presentamos una
adecuacion de la construccion presentada por Arrepol et al. en la demostracién del Teorema 3.2 [1,

Teorema 17].

Sea T un arbol y sea Q@ = {Q1,Qs, ..., Q. } la familia de caminos fundamentales maximales
en T' que particionan E(T). Sea P = {Py, P»,...P.} C Q el conjunto de caminos fundamentales
de largo al menos 3. Construiremos una familia que cubre y separa V' (T') mediante los siguientes

pasos:

1. Transformamos T en un arbol 7" contrayendo cada camino P, a un camino de largo
exactamente dos. Esto reduce la cantidad de vértices de grado dos garantizando que
después de la reduccién, en cada camino fundamental quede a lo mas un vértice de grado

dos. Denotaremos por v; al vértice de grado dos que queda luego de la reduccion de cada
camino P;. Asi, 7" es un arbol H.I.LP.L.S. que satisface hy(T") = hy(T) y r3(T") = r3(T).
Por Teorema 7.1 sabemos que existe una familia de caminos F’ de tamatio [(2h,(T") +
r5(1"))/3] que cubre y separa V(T"). Notar que [(2h(T") + r5(T"))/3] = [(2h(T) +
r3(T))/31.

2. Construimos una familia F de caminos para T'. Para ello, incorporamos en F todos los
caminos de F . Esto es posible dado que cada vértice en T” es un vértice en T'. Procuraremos

que los caminos que pasan por v; en 1" pasen también por el resto de vértices de grado

dos del P; en T'. En detalle, esto ultimo significa que, dado un P; con extremos x e y en T,
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. , . / .
si algin camino P de F termina en v; en 1", y P pasa por x, entonces v; e y deben ser

vecinos en 7.

Luego, F cubre y separa todos los vértices que no fueron eliminados de T" para construir
T'. Notar que |F| = |F|. Ademds, por cada vértice u € P; de grado 2 que fue eliminado

al construir 7", tenemos que F(u) = F (v;).

Dado que F separa V(T"), u y w estan separados en F cuando pertenecen a diferentes

caminos fundamentales.

Para separar los vértices de grado 2 que pertenecen al mismo camino fundamental en T,
necesitamos agregar nuevos caminos a F. Construiremos estos caminos de la siguiente

manera.

Por cada camino fundamental P; € Z, consideraremos que solo v; esta marcado, y que el

resto de vértices de grado dos de estos caminos no estan marcados.

Luego, escogemos dos vértices no marcados de grado dos que pertenezcan a diferentes
caminos fundamentales (Notar que solo estamos considerando vértices de grado dos de
caminos de P), digamos, u y w, y agregamos el (u, w)-camino en T" a F. Luego marcamos
ambos vértices. Repetiremos este proceso procurando que los vértices no marcados en el
mismo camino fundamental sean consecutivos. Terminamos el proceso cuando todos los
vértices estén marcados o hasta que todos los vértices no marcados pertenezcan al mismo

camino fundamental.

Refinamiento paso 3.: Los caminos recién agregados no necesariamente separan los
vértices marcados de grado dos dentro de un mismo camino fundamental. Por lo que es

necesario refinar estos caminos.

Sean u y w dos vértices marcados dentro de un mismo camino fundamental que no estan
separados. Supongamos que u no es uno de los vértices inicialmente marcados. Cuando
u fue marcado, se anadié un (u,x)-camino P, y cuando w fue marcado, se anadié un
(w, y)-camino Q). Dado que u y w no estan separados, se cumple que w € Py u € Q (si Q

existe), lo que significa que P y @ se superponen dentro del camino fundamental.
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Para resolver esto, eliminamos P y () de F y los sustituimos por el (u,y)-camino y por el
(w, x)-camino en T, a los que llamaremos P’ y ()’ respectivamente. En caso de que @) no

exista, simplemente anadimos el camino @’.

Ahora, es claro que P’ y Q' tienen direcciones opuestas en el camino fundamental y no se
cruzan. Asi u & @'. Por ende, u y w estardn separados. Repetimos este proceso procurando
que el vértice v; de cada camino P; no esta contenido en ninguno de los caminos que
no provienen de F . Terminaremos cuando todos los vértices que fueron marcados estén

separados.

4. Si todavia quedan vértices de grado dos sin marcar utilizaremos la construccién presentada
por Foucaud y Kovse en [6, Teorema 17, caso 2| para separar los vértices restantes.
Anadimos los caminos correspondientes a esta construccion a F. Notar que esto funciona
porque estos vértices son todos consecutivos y pertenecen al mismo camino fundamental.
Si tenemos j de estos ultimos vértices, esta construccién suma (j + 1)/2 nuevos caminos,

y estos caminos solo cubren los j vértices.

Por ltimo, nos resta probar que F cubre y separa V(7). En lo que sigue, consideraremos

como vértices de P; inicamente a los vértices de grado dos del camino.

Para probar que F cubre V(T'), analizamos dos casos. Si u no fue eliminado para construir
T', entonces () # F (u) C F(u). En otro caso, si u € P, y no es v;, entonces ) # F (v;) C F(u).
Por lo tanto, todos los vértices en T' estan cubiertos por F.

Para demostrar que F separa V(7T'), supongamos por contradiccién que existen dos vértices
wy wen T tales que F(u) = F(w). Empecemos por mostrar que ni v ni w pueden tener un
grado diferente de dos. Si ambos vértices tuvieran un grado distinto de dos, entonces tendriamos
que F'(u) € F(u) y F'(w) C F(w), lo que implicaria que F’ separa a u y w, y por lo tanto
también estarian separados en F. En el otro caso, si w tiene grado dos en T y pertenece a P;, y
u tiene un grado distinto de dos, entonces se cumple que F'(v;) C F(w). Dado que F' separa
a v; de cada vértice u, salvo cuando u es una hoja adyacente, los pasos 3 y 4 se encargan de
agregar los caminos necesarios para separar a u de w. Asi, hemos completado el andlisis de este

caso.
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El dltimo caso corresponde a que tanto u como w sean vértices de grado dos en algin camino
P;. Si uwy w pertenecen a diferentes caminos fundamentales P; y P;, respectivamente, sabemos
que hay un camino P; en F'(v;)AF'(v;), porque F' separa V(1"). Asi, F también separa u y w.
Por lo tanto, u y w pertenecen al mismo camino fundamental P;. Pero en ese caso, los nuevos
caminos anadidos en el Paso 3 y Paso 4 los separan. Por lo tanto, estos dos vértices no pueden

existir y F es una familia que cubre y separa V(7).

Para terminar, es importante notar que en el paso 1 se anadieron [2hy(T")+r3(7") /3], mientras

que en los pasos restantes la cantidad de caminos afiadidos corresponde a [(h3(T") 4 1)/2]. Por

lo tanto,
2h1 (T >(T (1) +1
oe(T) < |7 — | 2@ @] B0 +
3 2
Lo cual corresponde a la cota presentada en el Teorema [
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CcAPITULO 10

Conclusiones y trabajo futuro

10.1. Conclusiones

En este trabajo logramos realizar diversas contribuciones al problema de separacion de
vértices en arboles. Entre ellas, obtuvimos resultados exactos de spe(T') en dos grandes familias,
contribuyendo a la comprension del problema y mejorando resultados previos. En particular,
respecto a nuestro Objetivo 2.2.2, determinamos que si 7" es un arbol H.I. distinto de K s,
entonces spc(T') = [2hy(T")/3]. Por otro lado, en relacién con el Objetivo 2.2.3, determinamos
que si T es un arbol H.I.P.I.S. distinto de K 3, entonces spc(T') = [2hy(T") + r5(T)/3]. En este
ultimo caso, fue determinante la identificacion de las patillas. Este parametro, que no habia
sido estudiado antes, fue fundamental en la comprension de la separacion de vértices en arboles
H.I.LP.I.S. y, en general, sera necesaria su comprension en todos los arboles que presenten este

tipo de estructuras.

Por otro lado, en relacion al Objetivo 2.2.4, logramos avanzar en la investigacion de arboles

con caminos fundamentales de largo mayores a dos, extendiendo resultados previos sobre arboles

86



10.2. Trabajo futuro

con racimos de tamano al menos tres a la familia de arboles con racimos de tamafio al menos
dos. Demostramos una cota superior para 1" cuando 7' es un arbol con racimos de tamano al

menos dos. Este resultado se presenta en el Teorema 9.1.

Nuestro trabajo también nos permite responder a la pregunta de investigacion que nos
planteamos inicialmente en el Objetivo 2.2.1. En particular, el Teorema 8.1 nos permite concluir
que no es posible determinar el niimero de separacién de un arbol T' utilizando tinicamente
pardametros locales como hy(T'), ho(T), r(T'), r1(T), r2(T), r5(T) o |V (T')|. Sin embargo, esto nos

permite plantear nuevas preguntas sobre el problema y nos muestra la complejidad del mismo.

10.2. Trabajo futuro

Este trabajo aporta nuevos resultados sobre el niimero de separacién en arboles, lo que deja
abiertas varias direcciones interesantes para futuras investigaciones. En particular, determinar
una férmula general para spc(T') en todos los casos sigue siendo un desafio pendiente. Asi
también, la complejidad estructural observada en este problema nos permite preguntarnos si el

problema de calcular spc(7) dado un arbol 7' es NP-completo o no.

Otras preguntas interesantes que surgen a partir de estos resultados, dicen relacion con
estudiar el niimero de separaciéon de familias més acotadas con racimos de tamano 1, las
cuales puedan ilustrar mecanismos de separaciéon 6ptimos en estos casos. Un punto de partida
posible es estudiar arboles con pocos racimos de tamano 1 en relacién a la cantidad de racimos
mas grandes, o arboles que no tengan como subarbol un ciempiés, ya que pudimos observar
que estas estructuras son las que presentan la mayor dificultad. Junto con esto, tiene sentido
preguntarnos si existen otros parametros del arbol que puedan ayudarnos a determinar el niimero

de separacion.

Por ultimo, otra posibilidad es abordar el problema de arboles con racimos de tamano 1
desde una perspectiva algoritmica. Este camino nos puede ayudar a dilucidar si es posible

resolver el problema en tiempo polinomial.
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